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����	(�������	����������	�����	*+,-+,.�� 

����'�	(�������	��!���	!����������	!� 

��	�	�����������	(�������	�����������	�	��� 

���	(�������	 ����������	 ����������)���	 ����

/����������	 ��������	����	 ���"��	"����
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2������	�	3455,'+	���� ����	�	������	*���� 

����'	������������'	����������	�+,
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�'��	 ������������	�����)����	�!���'	%����
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��	�������	��!�	����� ����''������	��!��	�

����	����:	��!���	����"��	��������������	� 

%�����	������;9��	�������	��������	�'��� 

��%��	�	����������	����������+

6	34<�,'+	�+,
+,������	!��	��������	������

*��������'	����� �����	=����	&�!������	' 

�������������	�������������	�����������	��� 

��	 ���������	/+,$+,#�"������>+

2�	 �����	 ����	 ��������	 ������)����

�+,
+,������	�����	���������)	���	�	������� 

���	 ��������	 �������;9����	 ���"��	 ���! 
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����	 ���%��������	 !��������;9��	 �����

�������	!��������)���	������	�	������ 

�������	������)����	��������	�	�������	��� 

'	������	!������+
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���������������������������������������������� �!������"�����#�����"������� ���������$�����������

�����"��$����$����
$�������$�����������%���#�$����������� �������$��������#����������&'()*+,�

&���������	����������)���	�����	�����;�	�� 

��)����)	���	�����)����	���	�	���������	������� 

���+	
��	���������	��"����	�����	������)�'	�� 

��������	����	���������	������)	'�������	��� 

��)���	����������	���	��������	������	������)�'

����������	�	����������	������	������+	6	�����	��� 

�)�	 ����������	 ���������%��	��"����	 ������	��� 

���)�'	����������	�	��9);	����������)��	��� 

��	FGHIJKL�	��������	�������	���	����	������

��)�	��������	������+

�$# /&$0�/�1/%/2!3	
���)	������	�������	�������� 

%���)���	���������

( , , ), ,

, [ , ]

m

n
n k

dx
f x u t x R

dt
u R t t t

= ∈

∈ ∈
																							=3>

'��	 x 	�	�������	�������M	u 	�	����������M	 t 	�	�����M

,n kt t 	�	�����)��	�	������	�����+	N�!����	���� 

�����	�������	��	�����)�'	�������	 ( ) n
nx t x= 	�	� 

�����	�������	 ( ) k
kx t x= 	�	�������)���	������� 

��	��������	������)����

min( , )
k

n

u

t

t

I F x u dt →= ∫ +																										=0>

E��	��"����	���	������	�������;�	'����)�����	O3P

( , ) ( ( , , ))H F x u p f x u t= − + ⋅ �																					=�>

'��	 p 	�	�����	����������	�	������	 x 	�����������	�

�������;	�������	����������	������	������	��� 

���)�'	����������

( , , ),

.

dx
f x u t

dt
dp H

dt x

=

∂= −
∂

																																			=8>

E��	���	�������	��������%���)���	���������	�� 

����	 n 	��������	����'��������	 ( ) n
nx t x= 	��	�� 

��	��%�	�	n 	��������	����'��������	 ( ) k
kx t x= 	��

�����	��%�	���������	 ( )x t +	E��	���������	�������

=8>	�������;�	������	���%��������	'����)������

00 ( , )
H

u x p
u

∂ = →
∂

																													=D>

��	����)���	=D>�	����;��;�	��	���������	=8>	����%�;

����������	 ( )u t +

�!40$�5&$�2!#��&&/'�(�/�!1/6!'�/�7$(! 4/3	
�� 

�����	�������%�;	��'�����	��	�������	���������	�� 

���%������	�������	���'	������+	
�����	�����

��������%���)���	���������	=3>�	��������	���������

�����)��	�	������	�������	���;�	�����;9�;	�� 

���)	�	�������	FGHIJKL	O0P	=����)	�	�����	���	������

�������	FGHIJKL	����)������	�����	"����>:

1

0

5
2

1+ x
f(t, x):=

t x

1 2
tn:= 0 tk:= 1 xn: xk:

0 3

u

 
 
 ⋅ + 

   
   
   

																		=5>


�����'���)���	����%��	�	��������	������)�� 

��	=0>

2 2 2
0 1F(x, u):= (2 x ) + x + u⋅ 																								=7>

-��	�������	����;���	��������	�������	�	���� 

��	������)�'	����������+	&����;9��	������	��� 

��)�	���������	'����)�����	=�>	=�����)���	�����) 

���	����������	����)	�	�����	������	�	�������>:

T 5
0 2

0 1
1

2 2 2
1 0 0 1

H(x, u, p):=

p
= F(x, u)+ f(t, x) (u + t x ) p +

p

+  (x +1) p  (2 x ) u x

 
− ⋅ → ⋅ ⋅ 

 
⋅ − ⋅ − −

&����;9��	 ���	 �������	 �������;�	 ���������

������)�'	����������	�����	��	������	���%���� 

����	'����)������	=D>:

1 1

d
dHu:= H(x, u, p)

du
p p

uopt:= dHu solve, u uopt
2 2

→ →

6	��'������	FGHIJKL	�������	�������)	��� 

��)��	��������%�������	�	��������	���������

kx �	�����	���	����������	�������	���������	

k

H

x

∂
∂

�	������	'����)������	���������	������)	���������

�	��9);	�������	QRSQHTHRHU	�����	���������	�� 

��������	 0 1,x x 	������	����������	 0, 1x x 	=�	��� 

����;	������%��	�	FGHIJKL	����������	�	����>:

0 1 1 0

5
2 2 2 2

0 1 0

H:= H(x, u, p)substitute,

x = x0, x = x1 u p + x1 p

(2 x ) u x1 + t x0 p + p

→ ⋅ ⋅ −

− ⋅ − − ⋅ ⋅

E����	��������	�������	���������	

k

H

x

∂
∂

	�	�� 

����	�����������	����)���	!�����;	���������:

3
2

1 0
0 1 0

d
dHx0:= H dHx0:= dHx0substitute,

dx0

5 t p x
x0 = x , x1 = x 8 x

2

⋅ ⋅ ⋅
→ − ⋅

0 1 0 1

d
dHx1:= H dHx1:= dHx1 substitute,

dx1
x0 = x , x1 = x p 2 x→ − ⋅

�
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V����)	 ���)	 �������)	 ��������)	������	�����

������	������	=8>:

0

0

1

1
5

12
0

3
2

1 0

1 0

f(t, x)

f(t, x)
Fp(x):=

dHx0

dHx1

Fp(x):= Fp(x) substitute,

x +1

p
t x

2u = uopt

8 x  5 t p x

2 x p

+

 
 
 
 −
 − 

 
 
 ⋅ →  
 ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ 

⋅ −  
E��	�������'	 ��"����	 ������	 ������	 �������

������	�����	��)�	�����	�����	-:

0

1
5

32
0

30 2 1 3
2

3 0

1 2

Fp(t, x):= Fp(x) substitute,

x +1

 t x
2

p = x ,p = x
5 t x

8 x
2

2 x

+
x

x

x

 
 
 ⋅ 
 →
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
 
 ⋅ − 

W����	���	'��	���	�������'	��"����	������	�� 

����	�����	����������+	E��	��'	����)����	����' 

�����	QSXGY�	�����	���������	������;9��	�����) 

���	������	'	���	����	��������	���������	�	=8>�	���� 

���	�	�����)�'	���!�������	.�	����	��'	������	������ 

��	�	������	*"�	�����	����������	������	������:

0 0

1 1

0
v:= x:= stack(xn, v)

0

f1(tn,v):= stack(xn, v)

x xk
f2(tk,x):=

x xk

 
 
 

− 
 − 

32.113
a:= sbval(v,tn,tk,Fp,f1,f2) a =

10.732

− 
 − 

W���'������	�������	 ������	*"�	�	����������

�����)����	��������	 y 	��	����	��%�:

0

1

0

1

:

x

x
y

a

a

 
 
 =
 
 
 

z:= rkfixed(y, tn, tk, 50, Fp) i:= 0..50


������	������)���	��%���	=���+	3>+

�8#9)%�&!��:$�92�&&;<�(�19�5 / $03	W���	�� 

�������;9�;	 ��'������	 ����������;	 ��"��

��)������;	���	��"����	��������	������	�	����� 

��	���'	������	��!����	��!���)	��)�	�� 

����	������:	������	�����	��������%���)���	���� 

������	��������	��������	�����)���	�	�������	��� 

����	�	�����	��������	������)����	=�������	=5>�

=7>>+	E����	���	�����)����	���	�	���������	������� 

���	������	 ������������+	N��������	���	 ������	 �

�����)����	�������

1 0

0

ln(x )+cos(x )
f(t, x):=

t×sin(x )+u

1 2
tn:= 0 tk:= 1 xn: xk:

2 5

 
 
 

   
   
   

																			=<>

2F(x, u):=u 																																	=4>

������	�����	�������	��������)	�����;9���:

0 2 1

0 1

3
0

3
0 2 0 3

2

1

Fp(t, x):= Fp(x) substitute,

p = x ,p =

cos(x ) + ln(x )

t sin(x )
2

x
sin(x ) t cos(x ) x

x

+
x

x

x

 
 
 ⋅
 

= →  ⋅ − ⋅ ⋅ 
 − 
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���	�������+

$�����	 =0>	 !����������	 ���������	 ������

1k k +τ < τ 	��	����	�����;9��	������	���	���������:

13 −
∆τσ < λ ∆τ �

'��	 1λ > �	 λ 	�	���������	����������	�������������	�

!��������;9��	����;	��������)	��������	���%� 

���)���	 ∆τ +	*���	�'�	���	'�����������	��������

∆τ 	���%����)���	�������%��	�!������;���	����� 

��;9��	��'�����+


�������	 m 	��������	��������	���������	����� 

�����	�	��%����	'�����������	 jτ 	�	������

11 ���� � 
j jm j T T−= − τ > τ ≤
#�"����	������	�����	��	'�����������	����� 

���������	�������	{ ; 1, }id i n= 	�	{ ; 1, }kg k m= 	�'����

�������	���������	�	O�P+

2����	����������)�	�����������;���	���������

����	 1t �	��	 nt 	�	����������)�	�����������	�����	�� 

������	�������	 iG 	�	�����	 it :

0 1 0 1

0 1 0 1

1 1 1
[ , ] [ , ]

1 1 1 1
[ , ] [ , ]

, ���� ��

, ���� ��

T k T k
t t t t

T k T k
t t t t

G G g d G g d

G G g d R G g d

= + − + − ≥∑ ∑

 = + − − + −∑ ∑

1 1

1 1

1 1
( , ] ( , ]

1 1
( , ] ( , ]

, ���� ��

, ���� ��

i i i i

i i i i

i i i i i
t t t t

i i i i i i
t t t t

G G g d G g d
k k

G G g d R G g d
k k

− −

− −

− −

− −

= + − + − ≥∑ ∑

 = + − − + −∑ ∑

	 2,i n= �																																										=�>

'��	��������	 iR 	����������;�	�!�	"������	������ 

���	�	������������	!������)���	�	��������	����	 it +

*�����	�������%��	��%����	�����������	��� 

����	������)	n 	!���9��	�������	����������!�� 

��	{ }; 1,iG i n= 	�����������	��	��������	���������

0 0[ , ]t t T+ +

#�����������	M 	���������	�������%��	��%����	� 

�����������	���	�������)	���!���	!��'��������

�	�������	�������;	�������	���������	�������

����������!�����	������"��	�������	�	�������	����� 

���	����������!����	�����������+	W������	������ 

�����	��������������	=�������������	��������	������ 

��;	�	��+>	���������	�������	�	������������	��	���	���� 

�������	���	���	�������%��	���������	������	�	���� 

����������	�����������	�������	���������	��� 

����	��������	����������!����	�����������+	(	��� 

!���	��!�	��������	�������������	����������!����

�����������	{ }iG 	��������)	�	��������	����������

��	����	��������)	��������������	��������������	��� 

������	��������	!��������;9��	���������	���������

���!�����	�	�������	�����);+

@������	��������	�	�������%��	����������	�����

����������	�	!�����	�����	������	�������'	���� 

�������	���	����������	��������������	'�����+	6	��� 

���	��������������	������������	�������;9��	�� 

�����������	��������������	��%�����	�����%�����	� 

����	�'��	!��)	������	��	����	���%���)���	��'����

�����%���'	�����������	���	�����	�������%��	� 

������;9��	��'�����	��	������	!9�'	����������+

V����	!�����	��������	�����%�����	����	���

��"����	�����	��'���������	�������	����������! 

����	������������	�����;9��	��������)	���������

���"���	����������	��	����	��������	�	!f���	�� 

�����	�	�������%��	�����%��	�	���������	��������

!f���	���������	���!�����+	W����%�����	����

�������	���������)	���������	���������	�������%��

��%����	���������	���������	!������)���	������������

������)	�������	��������������	��%����	�	�����!�;

�������%���	������)	�������	��������������	�������������

���������	�������	��	���������	��%�����	��������)

��������	����	��������������	!��������;9��	!��'����� 

��	�������	��%����	�	�������	�����);+


��������	�����%�����	�����	����������	������

���������	��������	�������;9��	����������	����%��

�	�������	����"����	!������)���	�����������+

#��������	��������	%����	����������!����	��

����	�������	�������������	�	�����!�;	�������%��+

6	������	���������'	�����	�����	��"����

�����	���	���������	�����������	�	�����	��	���%��� 

���	�������;9��	'������		�������������	��������� 

������	���������	�������+
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"�������������������"������"����� ��� ������������%�����������������������������C���"��"������������

��������������"�������$���$"�������������$�����"�������������!��#��������������"������������ �����������

������������"�������$����������!������!����$��"����������B���
�����$��
������������#�$����B�����

�:!#/&!��4/ �4/ !2�#�$>�4$%��!3�-����������)

��!��	������������	�	��'�	�����������	�'	��� 

����	��������+	@����	�����)���	�������������) 

���	�����������	�������	��������	���������	��	��� 

�!���	�	������������	����������+	
����	���! 

���	��%����)�	����)����)	���������	�����	����� 

��	��%����	����������+

(�����	��������	����������	��	���	���������

�������	�����'	�������	��;��������	������ 

������	���	'�������)��	���%�������	�������� 

��	������������	�	�����������	����������	��� 

���+	
��	���	�������	'�����������	����������	�

�����������'	�������	��	����������	���	�����)

��	 ����	��������	���������'	�����%�����	 ���� 

��������+

6	�����	����)�	���������	��������������	����)

����!����	�	������������	=���+	3>�	'��	������������

���	��������	�	��������	�����������	�'����	���%� 

������	���������	��������;	������������	�

�����	�������	�����+	E��	�������	���������'	�� 

������	������	����)����	�����	�	����	����; 

������	��"����	 ������	 �����������'	����%����	 �

����	!f���	������������+	
���������)	���'	� 

��9����	�������	�	����	��	���!�)"��	�9���)	���� 

������	��������	������	 vq 	=4D,~>	����������	�	��� 

��;���	�����������	=/
#>	O3P+


��	�����!���	�������������	�����	�������	��

�������������	����������	�	��!���	!f���	������ 

������	����������	��������;	�������������	���� 

����������	�	�����;9��	����	O0M	�P:

( )

( ) ( )

1
1 1

2 1 2
2 2

,

, , 0,v

T
x T

x x

T
x T q x x

x x

 ∂ ∂λ + ∂ ∂ 
 ∂ ∂+ λ + = ∂ ∂ 

														=3>

'��	 vq 	�	!f�����	������)	����������	��������	��� 

����	����������	�	/
#�	6�[�
�

+

2����)	���������	=3>	��������	!!9����	������ 

��	���%������	������	&�������	�	����	�����	����� 

���	������	������������	�����������	�������	������ 

�����	'����%�	�������	���	A�������	�	������	���B	O3M	0P:

( ) �

p

,   ,

,   ,

T T
T

T T

λ ≤λ = λ >
																												=0>

'��	T 	�	�����������	����'	��������	*M	
� ;
,λ λ 	�	� 

����%�����	������������	������	�	�����	���	� 

�����������	6�[=�	⋅	*>+

N�	�����	����	���������	����9��	��	���������

���������	����������	�������	����)�����)	'����� 

��	������	�������'	���:

1 2
1 2

< <

,
T T

n n

∂ ∂   λ = λ   ∂ ∂   

1 2 ,T T= 																																							=�>

'��	 1T �	 2T �	 1λ �	 2λ 	�	�����������	�����������	�	��� 

��%�����	������������	��������;9����	����+	


�����;	=�>	��������	��	��	'����%�	�������	����	���� 

����;�	��%�����	�������;9����	����������	���

�'�9�����	������+

#��+	3+	*������%��	��;������'	������������

�	��������	�������:	3	�	���M	0	�	"����M	�	�	���������M

8	�	������M	D	�	�����	!��M	5	�	!�;��M	7	�	!�;�����

�������M	<	�	!����M	4	�	%��)M	31	�	����)��	����M

33	�	������%����	�������M	30	�	'������M	3�	�	����M

38	�	������;9��	"������	�������M	3D	�	!����	!��

N�	��������	�����	�	������	����������	������ 

��	!�����	���������)	'�������	������	����)�'

���	=���������	N);����#������>	�	�����	�������

�������;9��	�����'	����:

( ) 4
�
�

,
� �

C

T
� � 


n

∂ −λ = α − + εσ ∂ 
																	=8>

��	��	���������	�����	�	'�������	������	���'

���	=����!���������	��������)>:

0,
C

T

n

∂ λ = ∂ 
																																			=D>

����)	 α 	 �	 �����%����	 ����������	 ���������M

�
� �	

�
�
� 	�	�����������	���"���	���������	�	������� 

����	�����;9��	�����	�����������M	 ε 	�	������)

������M	 σ 	�	��������	&���������)%����M	������

	�	�	!��������	��	'��������	�����������	��������

��	���"���	���������	�����'	����+
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���	=3>	��������)	�	����)�������	%������)� ��� 

�����	���������	�����	�	"�'�	 1h 	�	����������;

1x 	�	"�'�	 2h 	�	����������;	 2x +	6	�����)����	!���

�������	�����������	�������	����������	���������

O8P	=���+	0>+

#��+	0+	.������)� ���������	�����������

"�!��	=�����>

?��������	=3>	�	�����)����	����������%��	������	���

�����'	���������:
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