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Плоская задача для уравнений упругости достаточно хорошо изучена. Это объясняется 

ее важностью для приложений и тем, что уравнения сводятся к системе Коши – Римана. 

Несмотря на это, точных решений, которые описывали бы напряженно-деформированное 

состояние тел конечных размеров, не так много. Законы сохранения для дифференциальных 

уравнений появились более ста лет назад, но, как правило, они не использовались для 

решения конкретных задач, а представляли «чисто академический» интерес. Ситуация 

изменилась с развитием техники построения законов сохранений для произвольных систем 

дифференциальных уравнений, а затем – с использованием законов сохранения для решения 

краевых задач теории пластичности и упруго-пластичности. В этой статье построены 

новые законы сохранения для уравнений плоской теории упругости в стационарном случае. 

Эти законы образуют бесконечную серию, которая тесно связана с решениями уравнений 

упругости. Именно этот факт позволил свести решение краевых задач в терминах 

перемещений к вычислению контурных интегралов по границе области, ограниченной 

изучаемым упругим телом. 

Из данной методики следует, что область может быть многосвязной, а граница – 

кусочно-гладкой. 
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The plane problem for elasticity equations is well studied. It can be explained by its importance 

for applications and by the fact that the equations can be reduced to the Cauchy-Riemann system. 

In spite of this importance, exact solutions that would describe the stress-strain state of bodies of 

finite dimensions are not numerous. Conservation laws for differential equations have been 

appeared more than a hundred years ago, but, as a rule, they were not used to solve specific 

problems, but were of purely academic interest. The situation changed with the development of the 

technique of construction of conservation laws for arbitrary systems of differential equations, and 

then with the use of conservation laws to solve boundary value problems of the theory of plasticity 

and elastic-plasticity. In this article, new conservation laws are constructed for the equations of the 

plane theory of elasticity in the stationary case. These laws form an infinite series, which is closely 

related to the elasticity equations solving. This fact made possible to reduce solving of boundary 

value problems, in terms of displacements, to the calculation of contour integrals along the 

boundary of a domain bounded by the studying elastic body. As it follows from the proposed 

technique, the studied area can be multiply connected, and the considered boundary can be 

piecewise-smooth. 
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Введение. Обычно уравнения двумерной статической упругости решаются с помощью 

методов ТФКП. Эти методы были развиты Г. В. Колосовым и Н. И. Мусхелишвили. 

Использование методов ТФКП для решения задач упругости требует хорошего владения 

техникой ТФКП и, как правило, применяется для областей огранённых гладкими контурами 

(см., например, [1, 2] и цитируемую там литературу). В данной статье предложен метод 

решения этих же задач с помощью законов сохранения. По-видимому, впервые законы 

сохранения для уравнений упругости были вычислены в [3, 4]. Эти вычисления были 

основаны на теореме Э. Нётер. Найденные законы не нашли никакого практического 

применения и представляли чисто академический интерес (см., например, [5]). В работах [6–

10] показано, что законы сохранения можно успешно использовать при решении краевых 

задач теории пластичности и упруго-пластичности. Еще Г. П. Черепанов [11, 12] заметил, что 

методы ТФКП, применяемые при решении плоских задач, фактически восходят к законам 

сохранения. В представленной работе найдена бесконечная серия новых законов сохранения. 

Эти законы сохранения  позволили получить формулы, с помощью которых можно 

эффективно сводить краевые задачи к квадратурам. Последние есть криволинейные 

интегралы по замкнутому контуру и без труда решаются численно для заданных краевых 

условий в перемещениях. 

 

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнения двумерной упругости в стационарном 

случае 

 

 1 ( 2 ) ( ) 0,xx xy yyF u v u         ,0)()2(2  xxxyyy vuvF    (1) 

 

где ,   – постоянные, называемые параметрами Ламе, u, v – компоненты вектора 

деформации, индексы внизу означают производные по соответствующим компонентам. 

Найдем для (1) законы сохранения специального вида. Законом сохранения для системы 

уравнений (1), назовем выражение вида 
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 1 2

1 2( , , , ) ( , , , ) ,x yA x y u v B x y u v F F     (2) 

 

где 
i некоторые функции от x, y, которые одновременно не тождественно равны нулю. 

Величины A, B назовем компонентами сохраняющегося тока. Ищем компоненты 

сохраняющегося тока в виде: 

 

 1 1( 2 ) x yA u u    1 1 ,x yv v   2 2

x yB u u   2 2 ,x yv v    (3) 

 

где ,i i   – некоторые функции только от x, y.  

Подставим выражения (3) в (2). В результате получим полином первой степени по 

переменным , , , , , , , , ,x y xx xy yy x y xx xy yyu u u u u v v v v v . Приравнивая в этом полиноме к нулю 

коэффициенты при производных и учитывая, что , , ,i i i i    – функции только от x, y, 

получаем после исключения , 1, 2i i   

 

 

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) , , ( ) , ( 2 ) ,

( 2 ) 0, 0, 0, 0.x y x y x y x y

                   

               
  (4) 

 

Отсюда следует: 

 

 1 1 1 1 1 1( 2 ) ( ) 0, ( ) 0,x y y x y y                (5) 

 

 1 1 1 10, ( 2 ) 0.x y y x          (6) 

 

Подставляя (6) в (5) получаем 

 

 1 1 1 1 1 1( 2 ) ( ) 0, ( 2 ) ( ) 0.xx xy yy yy xy xx                   (7) 

 

Очевидно, что (7), с точностью до обозначений, совпадает с системой (1). 

Следовательно, 1 1,   – произвольное гладкое решение системы уравнений (1). 

Из (3) с учетом (4), получаем сохраняющийся ток 

 

 
1 1 1 1( 2 )( ) ( ), ( 2 )( ) ( ),x y x y x y x yA u v v u B u v v u                  (8) 

 

где 1 1,   – произвольное решение системы уравнений (1). 

 

2. Построение решений краевой задачи. 

 

Известно, что  

 

1 1 2 0 1 1 2 0 2 1 2 01
( ) ( ) , ( )

4(1 )
x x yu G xG yG G G xG yG G v G xG yG G           


 (9) 

 

есть решение системы уравнений (1). Здесь iG  – произвольные гармонические функции,   – 

коэффициент Пуассона, который можно выразить через параметры Ламе. 



Из (9) получаем 

 

 1 2 1 2( )(1 / 2), .x y x y y x y xu v G G u v G G           (10) 

 

Пусть 
0 0,x y  – произвольная точка области  с гладкой границей Г. Положим 

 1 2 2 2 2

0 0ln ( ) ( ) ln , 0.G x x y y r G       Тогда получаем 

 

 0 0

2 2
2 , 2 .x y y x

x x y y
u v u v

r r

 
        (11) 

 

Из (2) по формуле Грина имеем 

 

 
           1 1 1 1

( )

2 2 0.

x y

Г

x y x y x y x y

Г

A B dxdy Ady Bdx

u v v u dy u v v u dx



    

                    

 


 (12) 

 

Пусть теперь контур Г1 состоит из двух контуров – Г и окружности радиуса 

:
2 2 2

0 0( ) ( )x x y y     . 

Полагая в (12) вместо Г контур Г1 и с учетом соотношения (11), получим 

 

 

   
1

2 2 2
0 0

1 1 1 10 0 0

2 2 2

( ) ( )

( 2 )2 2 2 2

0.

x y

Г

Г x x y y

x x y y x x
dy v u dx

r r r

   

     
                   
   

  



 
  (13) 

 

Представим уравнение окружности в параметрическом виде: 

 

0 0cos , sin , 0 2x x y y           . 

 

Тогда последний из интегралов в формуле (13) запишется так: 

     

  

2 2 2
0 0( ) ( )

2

1 1 1 1

0

1

0 0

2 2 cos 2sin cos ( 2 )2cos 2sin sin

2 , ( 2 .

x x y y

d d

x y

   





                      

       



  (14) 

 

В формуле (14) была использована теорема о среднем. Окончательно из (13) получаем 

 

 

 

   

1 10 0

2 2

1 1 10 0
0 02 2

1
2 2 2

2 ( ( 2 )

2 2 2 , .

Г

x x y y
dy

r r

x x y y
dx x y

r r

       
             

           

      
              

    


   (15) 



 

Теперь в уравнениях (10) положим  2 2 2 2 1

0 0ln ( ) ( ) ln , 0.G x x y y r G       В этом 

случае аналогичные рассуждения и вычисления дают формулу для ).,( 00

1 yx  

Имеем 

 

 

 

   

1 10 0

2 2

1 1 10 0
0 02 2

1
2 2 2

2 ( ( 2 )

2 2 2 , .

Г

y y x x
dy

r r

y y x x
dx x y

r r

       
            

           

      
              

    


  (16) 

 

 

Формулы (15), (16) позволяют вычислить 1 1,   в любой точке ),( 00 yx из области, если мы 

знаем значение этих функций на границе Г. А так как 1 1,   являются решением уравнений 

(1), то мы получаем метод для построения решений системы (1) по их граничным условиям. 

А именно, пусть поставлена следующая краевая задача: имеется область   с границей Г. На 

Г заданы компоненты вектора смещения 

 

 0 0| ( , ), | ( , ).Г Гu u x y v v x y    (17) 

 

Тогда, на основании формул (15), (16) решение задачи (17) для системы уравнений (1) можно 

записать в виде 

 

 

 

   

0 0
0 02 2

0 0
0 0 0 0 02 2

1
2 2 2

2 ( ( 2 )

2 2 2 , .

Г

x x y y
u v dy

r r

x x y y
v u dx u x y

r r

       
           

           

      
           

    


  (18) 

 

 

 

   

0 0
0 02 2

0 0
0 0 0 0 02 2

1
2 2 2

2 ( ( 2 )

2 2 2 , .

Г

y y x x
u v dy

r r

y y x x
v u dx v x y

r r

       
          

           

      
           

    


  (19) 

 

Заключение. В статье найдены законы сохранения, зависящие от производных первого 

порядка и линейные по ним. Показано, что два коэффициента при производных являются 

решениями уравнений упругости в плоском случае. Это позволило свести решение краевых 

задач в перемещениях к вычислению контурных интегралов по границе области. 

Предложенная методика без труда может быть обобщена на многосвязные области [13–15], а 

также на трехмерный случай. 
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