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ВСТУПИТЕЛЬНОЕ СЛОВО 
 

В сентябре 2010 года Красноярск принимал участников XII Международного симпо-
зиума по непараметрическим методам в кибернетике и системному анализу. Его органи-
заторами были Сибирский государственный аэрокосмический университет имени акаде-
мика М. Ф. Решетнева, Национальный исследовательский Томский государственный уни-
верситет, Институт вычислительного моделирования СО РАН. В настоящий «Вестник» 
вошли некоторые работы, представленные на симпозиуме.  

Симпозиум был посвящен развитию современных математических методов для созда-
ния интеллектуальных компьютерных систем различного назначения, функционирующих 
в условиях неполных данных об исследуемом процессе. Обсуждались также проблемы 
системного анализа. 

Тематика симпозиума представлена следующими секциями: 
– непараметрическая и робастная статистика; 
– адаптивные и обучающиеся системы; 
– непараметрические системы управления; 
– оптимизация и принятие решений; 
– идентификация и моделирование; 
– распознавание образов, классификация и обработка изображений; 
– проблемы системного анализа; 
– управление экономическими и организационными системами; 
– искусственный интеллект и экспертные системы; 
– разработка и применение компьютерных систем различного назначения и систем ав-

томатизации. 
Красноярск не впервые становится местом проведения симпозиума; проходил он так-

же и в Томске, Иркутске, Железногорске, Дивногорске, Шушенском. Традиционно в пер-
вой половине дня заслушивались два пленарных доклада, во второй половине дня – сек-
ционные доклады. Результаты научных исследований широко обсуждались участниками 
симпозиума в течение всего времени его проведения. 

Во время работы симпозиума спонтанно возникали дискуссии по различным пробле-
мам кибернетики, информатики, системного анализа, менеджмента, образования. Мате-
риалы одной из дискуссий, посвященной образовательному процессу в нашей стране, 
приведены в данном «Вестнике». 

Считаем необходимым отметить большую и эффективную работу доцентов кафедры 
системного анализа и исследования операций СибГАУ Е. Д. Агафонова и О. В. Шестер-
невой, аспиранта кафедры А. С. Орловой, студентов кафедры Л. Н. Голуб и Д. В. Безмен 
по организации и проведению симпозиума и подготовке материалов к опубликованию. 

 
 
 

Профессор А. В. МЕДВЕДЕВ      Профессор Ф. П. ТАРАСЕНКО 
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УДК 62.501 
А. В. Медведев 

 
К ТЕОРИИ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
Приводятся краткие сведения о параметрической теории управления дискретно-непрерывными процесса-

ми в частности, теории дуального управления и параметрической теории адаптивных систем. Обсуждается 
вопрос о месте  теории непараметрических систем в общей теории управления. Рассматриваются некоторые 
модели и алгоритмы управления в условиях непараметрической неопределенности. 

 
Ключевые слова: дискретно-непрерывный процесс, параметрическая теория, дуальное управление, непара-

метрические методы, адаптивное управление, априорная информация, неопределенность, случайные помехи. 
 

Теория – в виду практики. 
 

Девиз конгрессов IFAC 
 

Истинная теория должна заключаться 
о одном простом, единственном начале, от-
куда явление берется как необходимое след-
ствие, со всем своим разнообразием. 

 

Н. И. Лобачевский 
 
Введение. Ранее [1] были рассмотрены различные 

уровни априорной информации, возникающие в раз-
личных задачах кибернетики. Ниже мы проанализи-
руем два уровня априорной информации: параметри-
ческий и непараметрический. 

Пусть u(t) – управляющее воздействие, поступаю-
щее на объект, а x(t) – выход объекта, задающее воз-
действие обозначим x*(t), (t) – непрерывное время, {ut, 
xt, t = 1, s } – выборка наблюдений u(t) и x(t) в дис-
кретное время t объемом s. Обычно в качестве крите-
рия в теории управления берется функционал: 

 

* 2

0

( ( ) ( )) ,
T

R x t x t dt                        (1) 

 

где T – фиксированная величина, 0 ≤ t ≤ T.  
Движение динамического процесса, например, 

может быть задано уравнением 
 

1

0 1 1

( ) ( ) ... ( ) ( ),
n n

nn n

d x t d x ta a a x t u t
dt dt



     (2) 
 

где a – вектор параметров.  
В задаче об оптимальном быстродействии требу-

ется перевести объект из одного состояния в другое   
за минимальное время T при любых начальных усло-
виях и любой функции *( ).x t  При этом 0( ) ,u t U  

где 0U  – ограничение на управление [2]. 
Теория дуального управления. Феномен дуализма в 

системах управления был открыт в 1962 г. А. А. Фельд-
буамом и в последующем существенно развит им и 
его последователями. Сущность дуализма состоит в 
том, что управляющие воздействия носят двойствен-
ный характер. Они, как замечает А. А. Фельдбаум, 
«должны быть в известной мере изучающими, но в 
известной мере направляющими» [2]. 

Предметом изучения является дискретно-
непрерывная система (рис. 1). 

 
 

Рис. 1 
 

Приняты следующие обозначения: *
sx – задающее 

воздействие, которое через канал H* смешивается с 
шумом *

sh  и поступает в качестве *
sy  в регулятор; вы-

ход объекта xs проходя через канал H и смешиваясь  с  
шумом hs в виде ys также поступает в регулятор; 
управляющее воздействие us проходя через канал G, 
смешиваясь с помехой gs поступает в виде vs на объ-
ект, который находится под воздействием помехи ;s  
s – дискретное время. 

Далее предполагается следующее: 
– рассматриваемая задача – байесова, * ,sh  hs, gs – 

последовательности независимых случайных величин 
с неизменными плотностями вероятности P( *

sh ), 
P( sh ), P( sg ); ( , ),s s     где  – случайный вектор с 
известной априорной плотностью вероятности P(). 
Аналогично полагаем, что ( , ),sx x s   где   – слу-
чайный вектор с заданной плотностью вероятности 
P() и все внешние воздействия – ,s

* ,sh ,sh ,sg *
sx  – 

статистически независимы; 
– объект не имеет памяти и описывается уравне-

нием ( , ),s s sx F v   где F – ограничена, однозначна и 
дифференцируема; 

– способы комбинации сигнала и шума в блоках 
H*, H, G считаются известными и неизменными, а са-
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ми блоки не имеющими памяти, т. е. * * *( , ),s s sy y x h  
( , ),s s sv v u g  * * *( , )s s sy y x h  вместо которых и веро-

ятностных характеристик шумов можно сразу задать 
условные плотности вероятности ( / ),s sP v u  ( / ),s sP y x  

* *( / ).s sP y x  
Задача состоит в определении оптимальной стра-

тегии регулятора. 
Постановка задачи. Введем удельную функцию 

потерь *( , , ),s s sW W s x x  тогда общая функция потерь 
W примет вид 

*

0
( , , ).

n

s s s
s

W W s x x


                            (3) 
 

Назовем оптимальной систему, для которой пол-
ный риск минимален 

 

*

0 0
{ } { ( , , )} ,

n n

s s s
s s

R M W M W s x x R
 

             (4) 
 

где Rs – удельный риск. 
Будем считать, что регулятор в общем случае об-

ладает памятью и характеризуется случайной страте-
гией. Введем временные векторы 0( , ..., ),s su u u

  

0( , ..., )s sx x x
  и по аналогии * *, , , , 0 .s s s sv x y y s n 

     
Теперь поставим задачу отыскания оптимальной 

случайной стратегии регулятора, т. е. оптимальных 
плотностей вероятности 

* *, , , , 0 ,s s s sv x y y s n 
                        (5) 

 

при которых полный риск R минимален. 
Поскольку Гs – суть плотность вероятности, то 
 

( )

0, ( ) 1,
s

s s s
u

u d


                      (6) 

где ( )su  – область возможных значений us; d – ее 
бесконечно малый элемент. Гs, s = 0, ..., n называется 
удельными стратегиями, а их совокупность – полной 
стратегией. 

Синтез оптимальной стратегии. Первый этап за-
дачи состоит в выводе формулы полного риска. Сна-
чала найдем условный удельный риск rs. Последний в 
теории дуального определяется следующим образом: 

 
* *

1 1

* *
1 1

( , )

{ / , , }

( , ( , ), ) ( , / , , ) .
s

s s s s s

s s s s s s s
x

r M W y u y

W s x s x P x y y x d
 

 
 

 

   

  

    (7) 

 
По теореме умножения вероятностей (7) можно 

записать 
*

1 1
* *

1 1 1 1

( , / , , )

( / , , ) ( / , , ).
s s s s

s s s s s s s

P x y y x
P y y x P x y y x

 

   

 

 

  
              (8) 

 

Учитывая, что  в (8) зависит только от * ,sy  то 
 

* *
1 1( / , , ) ( / ) ( ),s s s s sP y y x P y P     

   
          (9) 

 

где ( )sP   обозначает апостериорную плотность веро-
ятности  в момент времени s на основе наблюдений 

*.sy  Поскольку во втором сомножителе (8) фиксация 
 ничего не меняет, раз уже зафиксировано * ,sy  то 

 

* *
1 1 1 1( / , , , ) ( / , , ).s s s s s s s sP x y u y P x y u y    

          (10) 
 

Подставляя (8) в (7), с учетом (9) и (10) получим 
 

*

( , )

*
1 1

( , ( , ), ) ( )

( / , , ) .
s

s s s s
x

s s s s

r W s x s x P

P x y u y d
 

 

   

 


  

           (11) 

 

Следуя [2], выражение (11) преобразуется к виду 
 

*
*

*
( , , , )

1

0
*

1 1

*
1 1

0

( ) ( / )( , ( , ), )
( )

( ) ( / , , )
( / , , )

( , / )

( / , , ) .

s s

s
s s s s

sx u

S

i i
i

s s
s s s

S

i i i i
i

P P yr W s x s x
P y

P P y i u
P x s u

P y u y

u y u y d

  





 

 


 
  

 
  

  










  

  

  (12) 

 

Усреднение rs по * ,sy * ,sy 1su 


 дает 

 

*
1 1

*
1 1

( , , )

( , , ) ,
s s s

s S s s s
y y u

R r P y y u d
 

 



 
  

           (13) 

 

и с учетом  
 

* * *
1 1 1 1( , , ) ( , / ) ( )s s s s s s sP y y u P u y y P y   

                  (14) 
 

получим средний удельный риск 
 

*
, 1

*

( , , , , )

*

0

( , ( , ), ) ( )

( / , , ) ( ) ( / , )

s s s s

s s s s
x y u y

S

s s s
i

R W s x s x P

P x s u P P y i

  



   

    





  


 

1
*

1 1
0 0

( / , , ) ( / , , ) .
S S

i i i i i i
i i

P y i u u y u y d


 
 

            (15) 
 

Проанализируем  формулу среднего удельного 
риска (15), характеризующего качество работы систе-
мы, представленной на рис. 1. Хотя объект не имеет 
памяти, но Rs зависит от всей последовательности Гi,        
i = 1, ..., s, т. е. выбор Гi, i = 1, ..., s влияет на величину 
Rs к s-му такту времени. В этом факте и содержится 
феномен дуализма. Рассмотрим k-ый момент времени 
k < s. Запишем полный риск в виде 

 
1

1 1 1
.

S k S

i i k i
i i i k

R R R R R


   

                       (16)  

 

Анализ (16) показывает, что на k-ом шаге первая 
составляющая дает ошибку при прохождении (k – 1)-го 
такта управления; второе слагаемое названо А. А. Фельд-
баумом риском действия – раз мы находимся на k-ом 
шагу, а третье слагаемое представляет собой риск 
изучения. Поэтому, чтобы управление было опти-
мальным для s шагов, необходимо на каждом такте 
управления минимизировать сумму рисков действия и 
изучения, т. е. для k = 1, 2, ..., s. 

Для определения оптимальной стратегии дуально-
го управления А. А. Фельдбаум использует метод ди-
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намического программирования. Введем вспомога-
тельные функции:   

)

* *

0( , ,

1

0

( , ( , ), ) ( ) ( / , )

( / , , ) ( ) ( / , , )

s

s

s s s i
ix

s

s s i i
i

W s x s x P P y i

P x s u P P y i u d

  





     

    




     (17) 

и 
*

1 1
0 0

( / , , ).
s s

s i i i i i i
i i

u y u y 
 

                   (18) 
 

Выпишем с учетом последних формул выражение 
для Rs 

 

*
1

*
1

*
1 1

( , , )

*
1 1

( , , )

( , , ) ( )

( , , ) ,

s s s

s s s

s s s s s s s
u y y

s s s s s
u y y

R u y y d

u y y d





 



 



     

   





 

 

 

 
    (19) 

где 

)

*
1

* *
1 1 1 1

(

( , , )

( , , , ) ( / , , ) .
s

s s s s

s s s s s s s s s s
u

u y y

u u y y u u y y d


   


 

   

 

      (20) 

 

На основании теоремы о среднем и с учетом (6) 
можно записать 

 

)

ср ср min
(

( ) ( ) ( ) .
s

s s s s s
u

                 (21) 

 

Далее необходимо подобрать Гs так, чтобы мини-
мизировать Rs, а это возможно, если для любых 

*
1 1, ,s s su y y 

    найти Гs так, чтобы χs была минимальной. 
Пусть *

s su u  такое, что * min:s s s      
 

* * *
1 1

*
1 1( )

( , , , )

min ( , , , ).
s s

s s s s s s

s s s s su u

u u y y
u u y y

 

 

   

 

  
                   (22) 

 

Величина *
su  является, очевидно, функцией от 

*
1 1, ,s s su y y 

     
 

* * *
1 1( , , ),s s s s su u u y y 

                      (23) 
 

но это возможно, если 
* *( ),s s su u                           (24) 

 

где *( )s su u   – дельта-функция Дирака, т. е. *
s  явля-

ется регулярной (нерандомизируемой) стратегией. 
Если подставить (24) в (20), то получим 

 

* min( ) ( ) ,
s s

s s su u
                   (25) 

 

но согласно (21), это и есть минимальное значение 
для χs, следовательно *

s  представляет собой опти-
мальную стратегию. 

Чтобы найти оптимальную стратегию * ,i  i < s  
нужно последовательно перемещаться от конечно-
малого момента времени i = s к началу. Можно пока-
зать, что оптимальная стратегия для k-го от последне-
го такта s равна 

 

* *( ),s k s k s ku u                            (26) 
а 

* * *
1 1( , , ).s k s k s k s k s ku u u y y      

                   (27) 
 

Отсюда следует важное с практической точки зре-
ния заключение: оптимальное управляющее устрой-
ство физически реализуемо, так как к (s – k)-му такту 
для определения *

s ku   необходимы наблюдаемые зна-
чения *

1 1, , .s k s k s ku y y    

    
Приведем оптимальный закон управления для 

простейшего безынерционного объекта при аддитив-
ных нормально-распределенных помехах g и ξ 

 

  
2

1
* *

0
,

s
g

s s i i
i

u x x u s


 

 
       

               (28) 

 

где 2 ,g
2
  – дисперсии помех g и ξ. 

Адаптивное дуальное управление. Проанализи-
руем основную идею адаптивного управления на 
примере [3]. Пусть линейный объект описывается 
разностным уравнением 

 

0 1
1

,
n

t i t i t
i

x a x a u 


                         (29) 
 

где вектор коэффициентов 0 1( , , ..., ),nс a a a  а вектор 
ситуаций 1 1( ,..., , ),t t t n tZ x x u    тогда  

 

,T
t tx с Z                                  (30) 

 

где T – знак транспонирования. 
Закон управления примем линейным 

 

1
1

m

t j t i
j

u b x 


  либо 1 ,T
t tu b Y                  (31) 

 

где вектор параметров 1( , ..., ),mb b b  а 

1( , ..., )t t t mY x x   – вектор входных переменных 
управляющего устройства. 

Идентификация объекта осуществляется с помо-
щью алгоритма «изучения» 

 

1 1( )c T
t t t t t t tc c x c z z                         (32) 

 

при квадратичном критерии качества   2T
t tM x c z  

идентификации. 
Алгоритм управления может быть представлен с 

учетом (29)–(32) в следующем виде: 
 

1 1( * ) ,b T
t t t t t t t tb b x c z V c                    (33) 

 

где *tx  – задающее воздействие, а tV  имеет вид мат-
рицы функций чувствительности размера ( 1).m m   
 

1 1
1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

...

... ... ... .

...

t t m t

t t t

t

t t m t
m m m
t t t

x x u
b b b

V
x x u
b b b

  

  

  

  

  
  


  
  

                   (34) 
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Таким образом, адаптивные алгоритмы дуального 
управления представлены формулами (30)–(33), а 
структурная схема на рис. 2.  
 

 
 

Рис. 2 
 
Видно, что она представляет собой объединение 

блоков идентификации (оценка параметров c) и 
управление (оценка параметров b). В этой адаптивной 
системе каждое новое значение состояния объекта xt 
вызывает изменение параметров ct и bt. Возможны и 
иные стратегии «изучения» и «управления» [3]. Блок 
УУ реализует закон управления (31). 

Заметим, что математическая технология синтеза 
рекуррентных параметрических адаптивных алгорит-
мов дуального управления существенно отличается от 
рассмотренных выше, которые основаны на Байесо-
вой постановке задачи синтеза оптимальной страте-
гии управления. 

Непараметрическое дуальное управление. Вер-
немся к объекту, показанному на рис. 1. В теории ду-
ального управления [2] и в теории адаптивных систем 
[3] предполагается математическое описание объекта 
с точностью до вектора параметров (2), (29). В боль-
шинстве случаев, априорной информации недоста-
точно, чтобы обосновано выбрать управление иссле-
дуемого процесса. Поэтому приходится проводить се-
рию экспериментов на объекте (часто длительных и 
дорогостоящих), чтобы качественно, с практической 
точки зрения, решить задачу идентификации. 

В условиях непараметрической неопределенности 
[4] уравнение процесса с точностью до вектора пара-
метров неизвестно, но известны свойства объекта ка-
чественного характера, например, однозначность ха-
рактеристик или неоднозначность для безынерцион-
ных процессов; линейность или тип нелинейности – 
для динамических. Если вид уравнения, описывающе-
го процесс, неизвестен, то известные параметриче-
ские методы теории управления [5; 6] не применяются 
для решения задач идентификации и управления. 

Из соображений простоты рассмотрим схему, 
представленную на рис. 3. 

 
 

 
 

Рис. 3 

На схеме А является неизвестным оператором, 
описывающим процесс, т. е. 

 

( ) ( ) .x t A u t                           (35) 
 

Если существует оператор, обратный А, т. е. А–1, 
1AA I   – единичный оператор, то 

 

1( ) ( ) .u t A x t                          (36) 
 

Задавая теперь траекторию x*(t), находим из (36) 
идеальное значение u*(t). Таким образом, (36) может 
быть отнесен к категории идеальных регуляторов. В 
дальнейшем будем его называть u-регулятор, чтобы 
отличить от многих известных. Однако проблема со-
стоит в том, что в большинстве случаев его построить 
нельзя, тем более, что оператор A – неизвестен.                 
Попытки, как то, хотя бы частично, решить эту про-
блему введением в УУ корректирующих цепочек, 
компенсирующих звеньев и т. п. предпринимались.            
В некоторых технических системах это приводило к 
успеху [6]. 

В 1950-х гг. прошлого столетия академиком               
В. С. Кулебакиным был предложен и существенно 
развит метод К(D)-изображений, который привел к 
появлению теории инвариантности автоматически ре-
гулируемых и управляемых систем. Но в этом случае, 
необходима высокая точность описания исследуемых 
процессов дифференциальными уравнениями. Если 
вид уравнения, оценивающего исследуемый процесс, 
неизвестен, то классические методы теории управле-
ния не применяются. 

Рассмотрим частный случай. Пусть объект описы-
вается линейным дифференциальным уравнением не-
известного порядка, например n, n – неизвестно. В 
этом случае при нулевых начальных условиях x(t) ра-
вен [7] 

0

( ) ( ) ( ) ,
t

x t h t u d                         (37) 
 

где h(t – ) – весовая функция системы, являющаяся 
производной переходной функции k(t), т. е. h(t) = k(t). 
Известно, что обратным оператором (37) является 
оператор [7] 

0

( ) ( ) ( ) ,
t

u t v t x d                        (38) 
 

где v(t) – весовая функция объекта в направлении 
«выход–вход» и v(t) = w (t), где w(t) – переходная 
функция системы в том же направлении. В этом слу-
чае (см. рис. 3), A представлен оператором (37), а А–1 – 
выражением (38). Следовательно, теперь проблема 
состоит в отыскании весовой функции h(t). Один из 
возможных путей  решения этого вопроса состоит в 
решении уравнения Винера–Хопфа. Другой – в сня-
тии переходной характеристики на реальном объекте 
с последующей оценкой его весовой функции по ре-
зультатам измерений {xi = ki, ti, 1,i s }. 

Непараметрическая модель (37) будет иметь вид 
 

0

( ) ( , , ) ( ) ,
t

s s s sx t h t k t u d    
 

              (39) 

1A A)(* tx )(* tu )(tx
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где ,sk


 st


– временные векторы 1( , ..., ),s sk k k


 st 


 

1( , ..., ),st t  а ( )sh  равна 
 

1

1( ) ,
s

i
s i

is s

t th t k H
sс с

   
 

                   (40) 
 

( )H   – колоколообразные (ядерные) функции; cs – па-
раметр размытости, удовлетворяющий условиям схо-
димости [4]. 

Весовую функцию v(t) в направлении «выход–
вход», а также переходную w(t) на объекте «снять» 
нельзя. Было предложено переходную функцию 
«вспять» снять на модели. По-видимому, впервые это 
было сделано в [8]. Таким образом, из соотношения 

0

( ) 1( ) ( , , ) ( ) ,
t

s s s sx t t h t k t u d     
 

          (41) 

можно получить выборки {uj, tj, 1,j s }. Тогда непа-
раметрический алгоритм управления линейной дина-
мической системы примет вид 

 

* *

10

1( ) ' ( ) .
t s

i
s j

js s

t tu t w H x d
sc c

    
       

       (42) 
 

Ясно, что объемы выборок при «снятии» переход-
ных характеристик на реальном объекте и модели мо-
гут не совпадать. Фрагмент работы алгоритма (42) 
будет представлен ниже. Отметим лишь, что была 
реализована схема, соответствующая рис. 3, неиз-
вестные операторы A и A–1 оценивались по исходным 
переходным характеристикам процесса (уравнение 
процесса было неизвестно) в классе непараметриче-
ских статистик. 

Поскольку операторы A и A–1
 по реальным данным 

будут оценены неточно, то возникает необходимость 
несколько изменить схему, представленную на рис. 3 
(рис. 4). 

 
 

 
 

Рис. 4 
 
Непараметрической оценкой обратного оператора 

объекта в данном случае является 1
sA , *

su  – выход 
(оценка A–1), помеха x

th действует в канале обратной 
связи (см. рис. 4). Непараметрический алгоритм ду-
ального управления имеет вид 

 

*
1, , 1, ,s t s t s tu u u                          (43) 

 

где *
,s tu  определяется по формуле (42), а 

*
1, ( , )s t t tu x x s     – поисковые шаги.  

Таким образом, в *
,s tu  сосредоточены «знания» об 

объекте, а 1,s tu   – «изучающие» поисковые шаги.           
В этом и состоит дуализм алгоритма (43). 

Поясним его на примере безынерционного объекта 
x = f(u), в качестве оценки которого примем непара-
метрическую оценку функции регрессии по наблюде-
ниям {xi, ui, 1,i s } [4]:  

 
 

1 1
( ) ,

s s
i i

s i
i is s

u u u ux u x
c c 

    
     

   
           (44) 

 
 

где колоколообразные функции )(  и параметр 
размытости cs удовлетворяют некоторым условиям 
сходимости [4]. Аналогом выражения (42) в этом слу-
чае будет u = f-1(x), а *

su  из (43) будет равно 
 
 

* *
*
,

1 1
.

s s
t i t i

s t i
i is s

x x x xu u
c c 

    
     

   
          (45) 

 
 

Ясно, что класс функций x = f(u) – взаимноодно-
значные и непрерывные. В дальнейшем мы увидим, 
что он может быть расширен. 

Проанализируем характер дуализма алгоритма 
(43). На начальной стадии управления основная роль 
принадлежит второму слагаемому 1,s tu   формулы 
(43). Это случай активного накопления информации в 
системе дуального управления, который начинается с 
появления первого наблюдения входной и выходной 
переменной объекта. По мере процесса обучения (на-
копления информации) все возрастающую роль при 
формировании управляющего воздействия 1,s tu  начи-

нает играть первое слагаемое, т. е. *
, .s tu  Таким обра-

зом, в процессе дуального управления объектом фи-
гурируют как этап изучения объекта, так и этап при-
ведения его к цели.  

Численные эксперименты. Ниже приведем неко-
торые результаты расчетов, иллюстрирующих част-
ные задачи при исследовании динамических и безы-
нерционных объектов. 

Первый эксперимент иллюстрирует «снятие» ве-
совых функций линейной динамической системы. На 
рис. 5 показаны аналитическая весовая функция по-
лученная при решении дифференциального уравнения 
типа (2), когда в правой части принята дельта-
функция, здесь же приведены весовые функции для 
различных аналогов дельта-функций. 

 
 

 
 

Рис. 5 
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Весовые функции, показанные на рис. 5, получены  
при различных дельтаобразных ступенчатых функци-
ях следующего вида: 

 

1

1
, если [0; 0,1];

( )
0,если [0; 0,1];

t t
t

t

  
  

 
 

1

2
, если [0; 0,01];

( )
0,если [0; 0,01];

t t
t

t

  
  

 
 

1

3
, если [0; 0,001];

( )
0,если [0; 0,001].

t t
t

t

  
  

 
 

 

Как видно, весовая функция, полученная аналити-
ческим путем, а также весовые функции, полученные 
при воздействии на объект, существенно отличаю-
щихся дельтаобразных функций практически совпа-
дают. Это приводит к выводу, что на практике в экс-
перименте по наблюдению весовых функций возмож-
на подача на вход объектов, существенно отличаю-
щихся дельтаобразных управляющих воздействий. 
Существенным здесь, однако, является связь (соот-
ношение) двух элементов: «динамический объект 
(процесс) – дифференциальное уравнение». 

Результаты управления линейным динамическим 
объектом, соответствующие схеме представленной на  

рис. 3, показаны на рис. 6, при условии, что *
tx  – слу-

чайная величина, генерируемая датчиком равномерно 
распределенных случайных чисел.  

Эксперимент был проведен по следующей схеме: 
сначала на объекте снимались переходные характери-
стики и с их использованием оценивался оператор A 
по формуле (39) и обратный оператор A–1 по формуле 
(42). Благодаря рис. 6, можно увидеть хорошее каче-
ство управления даже в таком «экзотическом» случае. 
С подобной задачей не справится ни один из извест-
ных регуляторов. 

В случае безынерционного объекта рассмотрим 
следующую задачу: пусть имеется выборка наблюде-
ний {xi, ui, 1, }.i s  В качестве оценки M{x|u} и 
M{u|x} примем оценки функции регрессии вида (44) и 
(45) (рис. 7). 

Выборка наблюдений и непараметрическая оценка 
M{x|u} (44) показаны на рис. 7, а, а непараметриче-
ская оценка *{ | { | }}M x M u x  – на рис. 7, б. 

В качестве характеристики объекта был взял отре-
зок параболы (рис. 7, а). Результаты функционирова-
ния схемы, представленной на рис. 3, приведены на 
рис. 7, б. 

 
 

 
 

Рис. 6 
 
 

 
а       б 

 
Рис. 7 
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Контроль переменных, измерения. Здесь мы 
подчеркнем важность проблемы измерения «вход-
ных–выходных» переменных исследуемого объекта, 
процесса. Ранее [9; 10] уже отмечалось, что отличаю-
щиеся средства контроля даже для одних и тех же 
процессов приводят к различным формулировкам за-
дач идентификации. Главное, что следует выделить в 
этой проблеме, состоит в том, что нередко динамиче-
ский объект мы вынуждены рассматривать как стати-
ческий с запаздыванием из-за длительной процедуры 
контроля (измерения, анализа) некоторых перемен-
ных, существенно превышающей постоянную време-
ни объекта. 

Безусловно, при моделировании и управлении 
дискретно-непрерывными процессами, целесообразно 
использовать сигналы или аналогичные им, но это 
требует тщательного анализа не только самого кон-
кретного объекта, но и средств и технологии контроля 
всех доступных переменных, а также априорной ин-
формации, которая одновременно по различным ка-
налам измерения переменных многомерной системы 
объекта может соответствовать различным уровням 
априорной информации. Неучет тех или иных пере-
менных, параметров, характера измерения и контроля, 
априорной информации, а также некоторая «воль-
ность» при принятии тех или иных допущений, неиз-
бежных при математической постановке задачи,             
может привести, в конечном счете, к негативным           
последствиям. Вся эта сумма вопросов часто обходит-
ся при исследовании проблемы моделирования с тео-
ретической точки зрения [11; 12]. При решении же 
прикладных задач, построении моделей конкретных 
процессов, это просто невозможно, ибо истина ничуть 
не страдает от того, если кто-либо ее не признает            
(И. Ф. Шиллер). Представляется уместным еще раз 
акцентировать внимание исследователя на формули-
ровку проблемы идентификации реального процесса 
на самой начальной стадии: гораздо труднее увидеть 
проблему, чем найти ее решение. Для первого требу-
ется воображение, а для второго – только умение           
(Д. Д. Бернал). 

Отметим еще одну важную черту, которая сопут-
ствует измерению многих переменных. Это непред-
ставительность пробы, предназначенной для контро-
ля. Проблема здесь состоит в том, что результат изме-
рения (анализа) тех или иных переменных присваива-
ется целой партии продукта (изделия). При этом, для 
анализа берутся десятки грамм продукта, а результат 
анализа присваивается многотонной партии. Следует 
заметить, что сам анализ проводится с высокой точ-
ностью, например, химический, физико-химический, 
физико-механический и др. Существенно другое: где 
и как брать пробу? В некоторых отраслях это регла-
ментируется ГОСТом, в других случаях приняты те 
или иные рекомендации. Одним словом, вопрос очень 
серьезный и требует тщательного анализа в каждом 
конкретном случае. Неточности на этой стадии часто 
приводят к очень «грубым» моделям процесса, а, сле-
довательно, и к неудовлетворительным системам 
управления. Мы здесь не будем обсуждать проблемы 

разрушающего контроля. Это отдельный, самостоя-
тельный вопрос, требующий специального исследо-
вания. 

Математические постановки задач моделиро-
вания и управления. Совершенно очевидным явля-
ется факт наличия существенно различной априорной 
информации об исследуемом процессе [10]. Как след-
ствие этого – различные математические постановки 
задач, с точки зрения математической строгости. Од-
ним из основных «камней преткновения» на этом пу-
ти является несоответствие наших предположений об 
исследуемом объекте самому объекту. После тради-
ционно произносимого «Пусть процесс…», следуют 
такие предположения, гипотезы, которые, к сожале-
нию, часто имеют отдаленное отношение к реально-
сти. Трудно представить себе процесс, объект, харак-
теристики которого были бы неизменными или меня-
лись бы по известному закону с течением времени. 
Мы имеем в виду процессы, описанные в [9], средства 
и технологии измерения переменных объектов, кото-
рые представляют интерес в теории автоматического 
управления. Основные их черты состоят в недостатке 
априорной информации, воздействии случайных фак-
торов, характеристики которых нам неизвестны, не-
достаток и несовершенства средств контроля пере-
менных, непредставительность отбора проб для изме-
рений и др. Наше незнание приходится, к сожалению, 
заменять, говоря «Пусть…». Ясно, что если наши до-
пущения достаточно близки к реальности, то в итоге 
можно рассчитывать на успех при решении той или 
иной задачи, если же нет, то неудача неизбежна. Дей-
ствительно, многие процессы и объекты, в основе 
функционирования которых лежат фундаментальные 
законы физических, химических, электрических, ме-
ханических и других явлений, могут быть описаны с 
высокой степенью точности. Соответственно, для них 
могут создаваться и модели и системы управления 
достаточно высокого качества, что во многих случаях 
имеет место [5; 6].  

Если же допущения слишком «грубые», то, види-
мо, есть два пути. Первый – восполнение нашего «не-
знания» о процессе, когда можно будет сделать акку-
ратную, с математической точки зрения, постановку 
задачи. Второй путь состоит в развитии математиче-
ского подхода, адекватного тому уровню априорной 
информации, которым мы реально располагаем. 

В этой связи, хотелось бы напомнить некоторые 
факты, известные, например из статьи Р. Калмана 
[13]. Приведем некоторые выдержки из этой статьи: 
«…классический (колмогоровский) вероятностный 
подход не может работать в реальных задачах с не-
достоверными данными. Для того, чтобы моделиро-
вать неопределенность при помощи вероятностного 
механизма необходимо иметь чересчур много инфор-
мации, которая не может быть извлечена из доступ-
ных данных в большей массе практических задач».              
И еще, Л. С. Понтрягин: «Математики не верят в ве-
роятность»; А. Н. Колмогоров: «…со статистикой 
что-то не в порядке». 
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Несколько отличающаяся аксиоматика теории ве-
роятностей изложена в [14]. 

Нам предстоит в будущем моделировать и управ-
лять реальными процессами, описанными в [9], вклю-
чая организационные, потому что этого требует ре-
альность, практика. В частности многие экономиче-
ские процессы могут быть отнесены к организацион-
ным. Еще в середине прошлого столетия по поводу 
применения математики в экономике Дж. фон Нейман 
и О. Моргенштерн писали [15]: «Прежде всего отда-
дим себе отчет в том, что в настоящее время в эконо-
мической теории не существует универсальной сис-
темы и, что если она и будет создана, то едва ли это 
произойдет в ближайшее время. Причина этого кроет-
ся в том, что экономика является слишком сложной 
наукой…». И далее: «Часто аргументация против при-
менения математики состоит из ссылок на субъектив-
ные элементы, психологические факторы и т. п. …». 
«Важно осознать, что экономисты не могут надеяться 
на более легкую судьбу, чем та, которая постигла 
ученых других специальностей». 

Прошло более полувека, но математики для эко-
номической науки, а также для моделирования и 
управления организационными процессами не появи-
лось, хотя некоторые продвижения в этом направле-
нии есть: теория размытых множеств, теория приня-
тия решений, системный анализ и теория систем и др. 

О теории непараметрических систем. Термины 
«непараметрическая идентификация», «непараметри-
ческие методы обработки данных» встречаются в мо-
нографиях по идентификации [11; 12], но непарамет-
рических алгоритмов идентификации не приведено. 
Обычно непараметрическую идентификацию линей-
ных динамических процессов связывают с отыскани-
ем весовых или переходных функций системы в ре-
зультате решения интегральных уравнений Фред-
гольма 1-го рода, в частности уравнения Винера-
Хопфа [11; 12; 16]. 

Выше мы говорили о моделях и u-регуляторах, ко-
торые свободны от выбора с точностью до вектора 
параметров моделей исследуемого процесса или па-
раметрической структуры управляющих устройств, а 
также параметрической структуры других характери-
стик процесса, например, корреляционных функций, 
спектральных плотностей и др. Таким образом, речь 
идет об идентификации и управлении в условиях не-
параметрической неопределенности [4]. Представля-
ется, что это наименьший уровень априорной инфор-
мации об исследуемом объекте, когда возможно ре-
шение широкого класса задач кибернетики, наиболее 
адекватных реальным процессам. Заметим также,            
что первые исследования по непараметрическому 
управлению безынерционными объектами относятся 
к началу 1970-х гг. прошлого столетия. Можно счи-
тать, что теория непараметрических систем охваты-
вает различные задачи кибернетики, ориентирован-
ные на непараметрический уровень априорной ин-
формации. 

Вышеизложенное охватывает некоторые задачи 
идентификации и управления на уровне параметриче-
ской и непараметрической априорной информации. В 
отличие от хорошо развитой параметрической теории, 
непараметрическая ориентирована на уровень мень-
шей априорной информации об исследуемых объек-
тах и процессах. Обращается специальное внимание 
на системы дуального управления байесового типа, 
адаптивного дуального управления и непараметриче-
ского дуального управления. Приводятся некоторые 
непараметрические модели и алгоритмы дуального 
управления, а также частные результаты численных 
расчетов, имеющих иллюстративный характер. 
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КУЛЬТУРА СУБЬЕКТА И МОДЕЛИРОВАНИЕ 
 
Обсуждается термин «культура», который во многих областях деятельности человека наполнен различ-

ным содержанием. Анализируется связь моделей, моделирования и культуры субъекта. Приводятся некоторые 
аспекты «погружения» субъекта во взаимодействия культуры, моделей и среды. 
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Как и практически любое слово в обыденном язы-

ке, термин «культура» используется в разных смыс-
лах. Одни употребляют его в весьма узко специализи-
рованном смысле (подготовка бактериальных, мик-
робных или тканевых культур для микроскопического 
исследования, выведение различных культур расте-
ний, окультуривание почв и ландшафтов); другие 
считают его характеристикой поведения и убеждений 
конкретных этнических, социальных, возрастных 
групп (национальная культура, культура конкретной 
прослойки общества); третьи рассматривают культуру 
как специфичную часть человеческой деятельности 
(культура земледелия; например, в миссию универси-
тета кроме образовательной функции входит участие 
в развитии науки и культуры общества), как продукт 
интеллектуальных или эстетических устремлений: 
иногда под культурой подразумевают конкретную 
форму организации жизнедеятельности цивилизации, 
нации или их исторического периода («западная» и 
«восточная», греческая культуры, культура средневе-
ковья и т. д.). 

Обсудим понятие культуры в самом обобщенном 
смысле, охватывающем все остальные толкования как 
частные случаи. В таком качестве культура понимает-
ся как феномен, присущий объектам только одного 
типа, которые именуются субъектами. Не совсем яс-
но, в какой мере и какая часть всех живых существ 
может быть отнесена к субъектам, но понятие субъект 
определенно связывается с человеком: оно и отражает 
в языке кардинальное, качественное отличие человека 
от остальных объектов материального мира. 

Синтетический подход к культуре позволяет ска-
зать, что ее главная внешняя роль состоит в обеспече-
нии взаимодействий субъекта с окружающей средой, 

в качестве которой выступают природа и общество, 
частью которых является субъект. Все возможные 
действия субъекта в этой среде можно разделить на 
два типа: познание окружающего мира и преобразо-
вание его. Покажем, что ни то, ни другое невозможно 
без моделирования. 

Начнем с преобразования действительности. Для 
этой активности субъекта характерна ее целенаправ-
ленность: субъект вносит изменения в неудовлетво-
ряющую его реальность, стараясь приблизить ее к же-
лаемому состоянию – конечной цели, которая должна 
быть определена до того, как субъект начнет действо-
вать. Но это не само реальное состояние, а его описа-
ние, т. е. его модель. Кроме того, поскольку переход 
из начального, неудовлетворительного состояния в 
желаемое конечное состояние может происходить по 
различным траекториям, необходимо определить за-
ранее, по какой именно траектории следует идти, т. е. 
указать, какие действия и в какой последовательности 
следует выполнять. Но описание этих действий (план, 
алгоритм) – это не сами действия, а их модель. Таким 
образом, любая целенаправленная деятельность не-
возможна без моделирования, основана на моделиро-
вании. 

То же относится и к познанию реальности. Во-
первых, результаты познания должны быть представ-
лены, зафиксированы, описаны (в виде протоколов 
наблюдений, таблиц измерений, фото- или аудиоза-
писей и т. п.), это есть не сами наблюдения, а их опи-
сания, т. е. модели (в этом смысле можно сказать, что 
модели есть форма существования знаний). Во-
вторых, без моделей не происходит и сам процесс по-
лучения субъектом информации о внешней среде. Это 
нам только кажется, что – открыл глаза, и информа-
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ция сама попадет вам в глаза, потрогай предмет – и 
узнаешь, холодный он или горячий. На деле же субъ-
ект получает информацию о среде посредством моде-
лей, с помощью моделей. Во всех языках есть глаголы 
смотреть и видеть, и это разные «вещи»: можно смот-
реть и не видеть, можно видеть то, чего нет (гипноз, 
иллюзии зрения и т. п.), можно заблокировать осяза-
тельные модели (например, инъекцией новокаина), и 
вы перестанете отличать холодное от горячего. Более 
того, известны психологические опыты, когда от при-
косновения холодного утюга, у человека, которого 
убедили, что утюг горячий, возникали ожоговые вол-
дыри. Все это говорит о том, что не только финал по-
знания требует моделирования, но и сам процесс вос-
приятия информации происходит посредством моделей. 

Откуда же берутся модели, обеспечивающие ак-
тивность субъекта, если без моделей она невозможна? 
Для субъекта-личности исходными, первичными мо-
делями являются гены, доставшиеся ему по наследст-
ву от родителей. Эти модели уже в нужной форме 
встроены в его организм при рождении: никто нас не 
учил дышать, кричать, сосать материнское молоко и 
т. д. Мы от рождения наделены моделями, обеспечи-
вающими наши каналы связи с внешним миром, – ор-
ганами чувств и моделями мозга, позволяющими «пе-
реводить» наши ощущения в приобретаемые модели 
действительности. 

Врожденные и благоприобретенные модели субъ-
екта и образуют ту среду, посредством которой он 
общается с внешним миром. Этот «буферный» мир 
моделей между субъектом и физической окружающей 
его средой, обеспечивающий его любые взаимодейст-
вия с нею, и есть культура субъекта. 

Признание теснейшей связи культуры и модели-
рования имеет ряд далеко идущих последствий. 

Первое следствие. Культура является для субъекта 
«второй природой», в которой он живет и через кото-
рую он взаимодействует с «первой природой», реаль-
ной, как субъект – по законам культуры, в отличие от 
его взаимодействий с нею в качестве одного из ос-
тальных объектов, по общим для всех объектов зако-
нам природы: физическим, химическим, индивиду-
ально-биологическим. Но одновременно субъект на-
ходится в культурной среде и, как субъект, может 
взаимодействовать с «первой природой» только через 
посредство культуры. Культура является специфич-
ной системой, со своими дополнительными условия-
ми и ограничениями, которые являются столь же обя-
зательными и нерушимыми, как и законы «первой 
природы». Эти законы – системные правила модели-
рования, закономерности культуры. При попытках 
нарушить эти законы, субъекта настигает неудача, а 
то и гибель, как и при попытках обойти законы при-
роды. 

Второе следствие. Культура сугубо индивидуаль-
на  нет ни одного субъекта, тождественного друго-
му. Для субъектов-индивидов это очевидно, так как 
исходный слой врожденных моделей у каждого свой: 
кто не наделен абсолютным слухом, тому при всем 
старании не стать выдающимся музыкантом; от рож-

дения лишенные слуха и зрения люди поневоле будут 
надстраивать свой мир моделей только на доступной 
им информации. У некоторых особей от рождения 
существуют особо замечательно выраженные способ-
ности к тем или иным видам деятельности  такие 
особенности индивида называются талантами. Однако 
раскрытие их потенциала нуждается в том, чтобы их 
заметить и поддержать. Но даже при (предположи-
тельно) одинаковых генах (как у однояйцовых близ-
нецов) субъект будет наращивать свою культуру из 
собственного опыта – информации, получаемой из 
непосредственно окружающей его среды,  которая у 
каждого сугубо индивидуальна. Отсюда и уникаль-
ность культуры субъекта. 

Индивидуальность культуры характерна и для «кол-
лективных» субъектов, и по аналогичным причинам. 

Уникальность культуры каждого субъекта являет-
ся причиной того, что разные субъекты по-разному 
воспринимают и оценивают одну и ту же ситуацию и 
по-разному ведут себя в ней. При необходимости 
обеспечить единообразие поведения субъектов в оп-
ределенной ситуации (например, солдат в бою или 
рабочих в цеху), требуется сформировать у них доста-
точно близкие фрагменты культуры, обеспечивающие 
нужное поведение – путем специальной профессио-
нальной подготовки. 

В процессах формирования культуры многое по-
знано (и включено в технологии воспитания, образо-
вания, управления), но их понимание еще далеко от 
удовлетворительного. Например, Р. Акофф и Д. Грин- 
берг [1] ставят вопрос о том, что обучение «вообще 
следует перевернуть с головы на ноги» и жестко кри-
тикуют существующую в США систему образования. 
Внимание других исследователей привлечено к той 
роли, которую гены играют не только в физическом 
развитии человека, но и в его поведении в течение 
всей жизни. В современном менеджменте все большее 
значение придается вопросам  изучения и формирова-
ния корпоративной культуры каждой организации. 

Третье следствие. Поскольку субъект «погружен» 
в культуру, взаимодействует со средой «сквозь» нее 
посредством составляющих ее моделей, субъекту час-
то представляется, будто его модели реальности и 
есть сама реальность. Это проявляется практически во 
всех сферах деятельности субъекта: этнических сте-
реотипах о других нациях, всевозможных других ми-
фах, в том числе эгоцентризме и ксенофобии, да и в 
повседневных стереотипах, вызывающих межкульту-
ральные конфликты (известны случаи, когда «дикие» 
африканские племена убивали туристов за то, что те 
стреляли по птицам, считавшимися священными, или 
за осквернение священного камня присаживанием на 
него). У разных народов различны представления о 
женской красоте, правилах хорошего тона. Эта спе-
цифичность индивидуальных моделей открыто, в яв-
ной форме подчеркивается и используется в искусст-
вах, особенно живописи, литературе и музыке. Пожа-
луй, единственным видом деятельности, где внимание 
постоянно сосредоточено на различиях между моде-
лями и реальностью, является наука. В остальных де-
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лах субъекты исходят только из своих представлений 
о реальности. Например, профессионалы-управленцы 
редко отдают себе отчет в том, что причиной их не-
удач являются не «вражьи происки», неумелость ис-
полнителей или нехватка ресурсов, а неадекватность 
их собственных представлений о реальности, основы-
ваясь на которых они принимали свои решения. 

Роль априорных предположений в работе с любой 
системой чрезвычайно велика. Это должно быть 
предметом особого внимания в управлении социаль-
ными системами. 

Четвертое следствие. Деление культуры на ду-
ховную и материальную вполне соответствует клас-
сификации моделей на абстрактные и реальные. Аб-
страктные модели создаются средствами мышления и 
психики; реальные модели являются материальными 
предметами, на которых одним из трех способов запе-
чатлена информация о моделируемом оригинале (мо-
дели прямого, косвенного и условного подобия [2]). 

Пятое следствие. Язык субъекта сугубо индиви-
дуален. Из богатого разнообразия проявлений моде-
лирования выделим лишь один, но очень существен-
ный аспект культуры субъекта – язык. Роль языка в 
культуре столь велика, что П. Флоренский даже ото-
ждествил их: «Культура – это язык, объединяющий 
человечество» [3]. 

Язык оказывается объектом, на котором проявля-
ется грубость классификации моделей на абстрактные 
и реальные: пока человек мыслит в языке, он строит 
абстрактные модели, а когда он облекает эти модели в 
речевую или письменную форму, они становятся ре-
альными моделями, которые можно обмерять и об-
считывать. Языкознание является одной из сложней-
ших естественных наук, которую почему-то относят к 
гуманитарным. (Это еще один пример упрощенности 
четкой классификации вообще и, в частности, искус-
ственности деления наук на точные, естественные и 
гуманитарные.) 

Язык является универсальным средством модели-
рования: на языке можно говорить о чем угодно. Воз-
можность говорить конечными фразами о бесконечно 
разнообразной реальности приобретается ценой того, 
что модель отображает реальность не в ее бесконеч-
ной неисчерпаемости, а лишь в нужном субъекту от-
ношении (целевая предназначенность моделей), и су-
щественных подробностях, приближенно, с конечной 
достаточной точностью. При этом бесконечное разно-
образие рассматриваемого множества приближенно 
описывается разнообразием конечного числа под-
множеств («классов»), каждому из которых присваи-
вается обозначение, – в разговорном языке это слова. 
В зависимости от способа классификации («искусст-
венная» или «естественная», четкая, расплывчатая 
или статистическая [2]) и способа присвоения имен 
классам, возникают многозначность и расплывчатость 
смысла слов, характерные для всех естественных  
языков. 

Из уникальности культуры каждого субъекта сле-
дует, что у каждого субъекта свой язык. Националь-
ный язык принадлежит этносу; каждая группа имеет 

свой язык (на своих «профессиональных» языках го-
ворят юристы, философы, врачи, физики и т. д.), из-
вестны разные диалекты, различается английский 
язык у британцев и американцев; собственные языки 
у уголовников («феня») и у лондонских низов («кок-
ни»). Да и два индивида одной национальности гово-
рят по-разному (в силу различия их личных культур), 
и одно и то же слово понимают по-разному (в силу 
размытости смысла слов). Англичане особенно чувст-
вительны к произношению индивида (это хорошо 
описано в «Пигмалионе» Б. Шоу). Огромное значение 
имеет введение единого государственного языка в 
многонациональном государстве. 

Расплывчатость смысла слов в разговорном языке, 
столь полезная в бытовом общении, становится поме-
хой для обеспечения деятельности в «профессиональ-
ной» сфере. Необходимое уточнение (уменьшение 
неопределенности) возможно только путем внесения 
в язык новой специфической информации. Это дела-
ется либо за счет придания нового смысла старым 
словам (примером может служить разный смысл сло-
ва «поле» у физиков, геологов, агрономов, печатни-
ков), либо введения в язык новых терминов (изобре-
тенных или заимствованных из других языков). По 
мере добывания новых знаний специальный язык раз-
вивается, точность его языковых моделей взрастает. 
Предельной точности язык достигает, включая в себя 
язык математики. Но достичь этого можно только со-
брав достаточно информации для построения адек-
ватной математической модели. По-видимому, имен-
но это имел в виду Кант, говоря, что некая область 
знаний с тем большим правом может называться нау-
кой, чем больше она использует математику в своих 
целях. Но если какая-то деятельность не применяет 
математические модели, то либо ее цели достигаются 
без них, либо она имеет дело со столь сложным и 
столь мало изученным явлением, что до математиче-
ских моделей дело пока не дошло. Иногда некоторые 
нетерпеливые специалисты пытаются насильственно 
применить к сложному явлению красивое уравнение и 
предметно толковать его решение. Такие попытки 
редко бывают удачными. 

Шестое следствие. Культура – саморазвивающая-
ся система моделей. Культуры, как и все феномены, 
со временем изменяются. Как и остальные системы, 
они проходят свой жизненный цикл, в котором раз-
личные тенденции друг друга сменяют, протекают с 
разной скоростью; и любые системы, возникнув од-
нажды, когда-то исчезают. Неудивительно, что из пя-
ти вариантов изменений (развитие, рост, стабиль-
ность, спад, деградация) наиболее желательными для 
субъекта являются рост и развитие. 

Рост и развитие, хотя и могут протекать одновре-
менно, но по существу это качественно разные вещи, 
и могут происходить независимо друг от друга. Клад-
бища и свалки растут, но об их развитии можно гово-
рить лишь при придании им новых качеств. Человек 
растет до 25 лет, но развиваться продолжает по мере 
способностей и желания (Эйнштейн с возрастом даже 
стал худеть). Акофф развивал эту тему в ряде публи-
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каций; наиболее сжато это выражено в [4]: «Развитие – 
это увеличение компетентности. Объемность – резуль-
тат роста; компетентность – результат развития. Рост 
имеет количественный характер, развитие – качествен-
ный. Рост состоит в приобретении, развитие состоит в 
обучении. Развитие заключается не столько в том, как 
много организация имеет, сколько в том, как много 
организация может сделать с тем, что имеет». 

Из многообразия аспектов, составляющих пробле-
матику жизненного цикла культуры, для нашей темы – 
связь культуры и моделирования – особый интерес 
представляет тот факт, что развитие является следст-
вием приобретения субъектом новой информации, 
включения ее в свою культуру и последующего ис-
пользования с своей деятельности, т. е. результатом 
обучения. А обучение – это, пожалуй, единственная 
функция субъекта, которую нельзя выполнить для 
субъекта вместо него. Роль учителей и воспитателей – 
в том, чтобы помогать субъекту обучаться. Но, если 
субъект не способен или не желает обучаться, то ни-
какие усилия преподавателей не будут иметь успеха. 

Таким образом, развитие невозможно без обуче-
ния, обучение – активная функция самого обучающе-
гося, и, следовательно, развитие возможно только как 
саморазвитие. Значит, культура не планируется извне, 
не надстраивается извне, культура есть саморазви-
вающаяся система, взаимодействующая с изменчивой 
окружающей средой. 

Отметим несколько проблем, рассмотрение кото-
рых может углубить наше понимание процессов раз-
вития культур. 

Во-первых, для саморазвития системы должны 
быть внутренние механизмы в ней, какие-то собст-
венные прямые и обратные (положительные и отри-
цательные) связи. Предстоит выявить их и их взаимо-
связи. Пока лишь можно дать перечень некоторых 
кандидатов в элементы этих механизмов, обеспечи-
вающих рост и развитие культуры: любознательность, 
творчество, природная мотивация, обучаемость, адап-
тация, сочетание стабильности и изменчивости, эво-
люционный тип развития, критицизм, мораль, этика… 

Во-вторых, интересно уточнить соотношение ме-
жду искусственным (субъективным) и естественным 
(объективным) в культуре. В связи с трудовой, преоб-
разовательной активностью субъектов  различают два 
класса систем – естественные и искусственные. К ес-
тественным системам относятся природно организо-
ванные неоднородности – Солнечная система, живые 
организмы, бассейны рек, галактики, месторождения 
полезных ископаемых и т. д. и т. п. Искусственными 
называются системы, возникшие по воле и старания-
ми субъекта, – здания, сооружения, машины, прибо-
ры, инструменты и т. д. и т. п. Но все реальные искус-
ственные системы состоят из преобразованных или 
приспособленных естественных частей (лошадь в уп-
ряжке, лесная деляна в леспромхозе, лесопарк в горо-
де, природные стройматериалы в здании и т. п.). И по 
своим характеристикам многие искусственные систе-
мы в процессе технического совершенствования при-
ближаются к параметрам своих естественных анало-
гов (обводы подводных лодок – к формам китов, про-

фили самолетов – к контурам птиц и т. д.). Чисто ис-
кусственными, субъективными являются (по своей 
субстанции) лишь абстрактные модели, составляю-
щие мышление и психику, и то, что называется ду-
ховной культурой. Проблему соотношения искусст-
венного и естественного в культуре можно считать 
современной версией проблемы первичности созна-
ния и/или бытия. 

Еще один аспект саморазвиваемости культуры – ее 
автономное, неосознаваемое как бы биологическое, 
нейрофизиологическое, интуитивное, эмоциональное 
развитие. Этот феномен замечен многими исследова-
телями. Например, Хайек пишет: «Нельзя считать, что 
наше логическое обоснование является высшим сужде-
нием, и только те законы имеют моральную ценность, 
которые поддерживаются нашей логикой» [5, с. 21. На-
глядный пример такой ситуации приведен в [6] – ан-
тизакон № 10: «Степень иррациональности, которую 
руководитель приписывает другим, прямо пропор-
циональна его собственной неразумности». И еще: 
«Если бы мы не стали делать ничего без определенно-
го резонного обоснования, мы скорее всего погибли 
бы» [5, с. 68. Еще один пример – то, как мы познаем 
правила языка и поведения в обществе: ведь нас ни-
кто не инструктирует, мы просто открываемся окру-
жающей среде – семье, ее социальным связям, и – 
обучаемся. Нормы поведения, традиции, мораль воз-
никают в процессе человеческих взаимодействий, без 
их преднамеренного проектирования и введения в 
нашу культуру. 

В-третьих, интересной проблемой является сам 
механизм развития, т. е. процесс получения, воспри-
ятия новой информации и присоединения ее к суще-
ствующей культуре. В свете нашей гипотезы о тожде-
ственности культуры и моделирования, вопрос о 
включении новых моделей в состав культуры сущест-
венно связывается со степенью согласованности меж-
ду ними (ингерентностью модели культуре [2]). Куль-
тура субъекта воспримет только те новые идеи, кото-
рые совместимы с нею. Не зря говорят, что некоторые 
идеи «родились слишком рано». Идеи кибернетики 
были предложены (и даже под тем же названием!) 
Ампером и Трентовским в середине ХIХ в., затем Бо-
гдановым (под названием «тектологии») на рубеже 
ХIХ и ХХ вв., но были восприняты обществом только 
в середине ХХ в., благодаря тому, что Винер препод-
нес их как отклик на потребность самой культуры в 
совершенствовании управления и связи – того, что 
теперь называется информационными технологиями. 
Другой пример – процесс преподавания. Если перво-
курсник попадет на лекцию для старшекурсников, он 
мало что (если вообще) поймет: сообщаемые модели 
несовместимы с его культурой. Одна из сложнейших 
проблем преподавания – постепенное наращивание 
культуры обучающихся для последующего воспри-
ятия все более сложных моделей (отчасти поэтому 
столь высока корреляция между успеваемостью и по-
сещаемостью студентов в вузах). 

К этому же кругу вопросов относится проблема 
понимания в ходе общения двух или более субъектов. 
Полное понимание возможно лишь в рамках общего 
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языка. В силу различия индивидуальных культур, по-
нимание может быть лишь в пределах их совпадения. 
Добиваться понимания значит добиваться расшире-
ния поля совпадения культур сторон общения. На-
глядные примеры – практика переговоров сторон с 
различающимися интересами; период выработки об-
щего языка в группе экспертов разных специально-
стей, работающих над решением единой сложной 
проблемы; проблема доведения смысла распоряжения 
менеджера до всех исполнителей; гипотетическое 
общение с инопланетянами; укрепление целостности 
многонационального государства посредством едино-
го государственного языка. 

Седьмое следствие. Специфика внутренних функ-
ций культуры. Если внешние функции культуры 
обеспечивают активные действия субъекта в окру-
жающей среде, то внутренние обеспечивают самореа-
лизацию субъекта, раскрытие его врожденного потен-
циала. Разнообразие проявлений активности субъекта 
мы описываем с помощью классификаций. Можно по-
разному различать виды поведения субъекта; однако, 
в разных классификациях просматривается и некото-
рая общность: 

– работа, игра, развлечения, вдохновение [4]; 
– труд, познание, получение удовольствия, поиск 

смысла существования (самоопределение) [6]; 
– преобразовательная, познавательная, проектная 

деятельности (целеполагание), достижение удовле-
творения [2]. 

Каждый из типов деятельности обеспечивается со-
ответствующими моделями (культурой), каждый из 
них несет внешнюю и внутреннюю функции – в раз-
ных пропорциях. К внутренним функциям относится 
все, что связано с развитием (саморазвитием). 

И здесь на первый план для субъекта-индивида 
выходит образование. Центральная идея критики со-
временной образовательной системы [6] заключается 
в том, чтобы считать главным в образовательном 
процессе не работу преподавателя, а работу обучаю-
щегося. Следующий момент – обучение должно           
продолжаться всю жизнь. Сегодня все громче говорят 
о «послевузовском» образовании. В [6] подробно         
обсуждаются вопросы образования в разные периоды 
жизни человека, начиная с дошкольного возраста            
(3–4 года), и включая образование для пенсионеров. 
Но вполне логично пойти дальше – вплоть до перина-
тального образования: ведь известно, что ребенок уже 
во чреве матери воспринимает и различает звуки и 
другие сигналы извне. 

Общим для всех индивидов фактом образования 
является любопытство. Еще Аристотель во введении к 
трактату «Основы натуральной философии» (в другом 
переводе – «Метафизика») подчеркнул, что «люди по 
природе своей стремятся к знаниям». Любознатель-
ность признается постоянно действующей активной 
силой, заставляющей людей от рождения до смерти 
активно действовать. 

Другой, общий для всех индивидов фактор, – вро-
жденная способность к игре как средству обучения. 
Если игру понимать как любую деятельность при не-
известности ее исхода, то становится явной ее позна-
вательная роль. 

Однако, направленность действий и выбор спосо-
бов движения определяются характером личности, – 
особой уникальностью субъекта. Происхождение ха-
рактера остается тайной природы: люди, выросшие в 
одной семье и одинаковом окружении, всегда имеют 
уникальные и различные характеры. Гринберг [6] 
сделал попытку проанализировать компоненты харак-
тера: страстность, решительность, уверенность, спо-
собность решать проблемы, способность к общению. 
Разная выраженность каждого компонента и их взаи-
мосвязей является, по мнению Гринберга, причиной 
различия характеров. 

Развитие субъекта-группы выражается в различ-
ных формах придания его культуре новых качеств. 
Например, для человеческих сообществ этот процесс 
проявился в виде исторических переходов от одной 
общественной формации к другой. Попытка спрогно-
зировать этот процесс в будущем была сделана Ф. 
Фукуямой [7]; он считает, что либеральная демокра-
тия – неулучшаемая стадия развития человечества. 
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Для решения комбинированных задач распознавания образов предлагаются методы, основанные на функции 

конкурентного сходства (FRiS-функции). С ее помощью можно оценивать сходство между объектами, стро-
ить решающие правила, оценивать компактность образов и информативность признаков. Приводятся приме-
ры использования предлагаемых методов для решения задач распознавания и прогнозирования. 
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В задачах распознавании для принятия решения о 

принадлежности контрольного объекта z к образу A 
недостаточно знать расстояние R(z, А). Нужно знать 
также расстояние R(z, В) до конкурирующего образа В 
и определить, что R(z, А) меньше R(z, В). В методе k 
ближайших соседей (kNN) эти расстояния сравнива-
ются в шкале порядка. Но оценками сходства можно 
распорядиться более эффективно, если измерять 
сходство в более сильной абсолютной шкале. Сфор- 
мулируем следующие требования, которым должна 
удовлетворять мера F(a, b|z) сходства объекта z с объ-
ектом a в конкуренции с объектом b. 

Свойство локальности. Мера сходства должна за-
висеть не от характера распределения всего множест-
ва объектов, а от особенностей распреде- ления объ-
ектов в окрестности объекта z. 

Свойство нормированности. Если оценивается 
мера сходства объекта z с объектом a, и ближайшим 
соседом z является объект b, b ≠ a, то при совпадении 
объектов z и a мера F(a, b|z) должна иметь макси-
мальное значение, равное 1 , а при совпадении z         
с b – минимальное значение, равное 1 . Во всех ос-
тальных случаях мера конкурентного сходства при-
нимает значения от 1  до 1. При одинаковых рас-
стояниях R(z, a) и R(z, b) объект z в равной степени 
будет похожим на объекты a и b, и F(a, b|z) =             
= F(b, a|z)) = 0.  

Свойство инвариантности. Значения Fa/b(z) и 
Fb/a(z) должны сохраняться при сдвиге начала и пово-
роте координат, а также при умножении всех коорди-
нат на одно и то же положительное число.  

Предлагаемая нами функция конкурентного сход-
ства FRiS (от Function of Rival Similarity) [1] удовле-
творяет всем этим требованиям:   

 

F(a, b|z) = (r2 – r1)/(r2 + r1),                (1) 
 

где r1 r2 – расстояния R(z, a) и R(z, b) соответственно. 
Опыт показал, что использование этой меры сходства 
позволяет создавать эффективные алгоритмы реше-
ния задач распознавания, легко объединяемые в алго-
ритмы комбинированного типа. Опишем некоторые 
из этих алгоритмов. 

Оценка компактности и информативности. 
Практически все алгоритмы распознавания основаны 

на использовании гипотезы компактности, имею- 
щиеся определения которой не позволяют найти ее 
количественной оценки. Мы предлагаем использовать 
для этой цели FRiS-функцию. Для каждого объекта ai 
образа А, i = 1, 2, …, MA найдем оценки сходства c 
ним всех МА объектов aj этого образа и оценки отли-
чия от ai всех MB объектов bs конкурирующего образа 
В. При определении сходства объектов aj с ai конку-
рентом будет служить объект bj образа В, который яв-
ляется ближайшим соседом объекта aj. Для оценки 
отличия от ai объекта bs образа В нужно найти объект 
bq, который является ближайшим соседом объекта bs. 
Расстояние от bs до bq принимается равным r1, от bs до 
ai – равным r2, по ним вычисляется мера сходства 
объекта bs с объектом bq в конкуренции с объектом ai, 
и эта величина принимается в качестве меры отличия 
bs от ai.  

Просуммировав оценки сходства объекта ai со 
всеми своими объектами и оценки отличия от всех 
чужих объектов и разделив полученную сумму на ве-
личину (MA + MB), мы получим среднюю оценку Ci 
его сходства со своими и отличия от чужих объектов. 
Повторив эти процедуры для всех объектов образа А, 
мы можем найти оценку компактности CA этого об-
раза:  

1
(1/ ) .
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A A i
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C M C


                          (2) 
 

Общая оценка С FRiS-компактности K образов 
может быть получена путем геометрического усред-
нения  оценок Сt:  

1
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K
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C C


                               (3) 
 

Описанная мера компактности тем больше, чем 
выше плотность объектов внутри образов и дальше 
образы отстоят друг от друга. Таким же свойством 
обладает и мера, предложенная Фишером для оценки 
информативности признаков при нормальном распре- 
делении образов. Вполне естественным является ис-
пользование FRiS-компактности в качестве крите- 
рия информативности признаков при произвольных 
распределениях образов. Она используется в этом ка-
честве в алгоритме GRAD [2].  

 
 
* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 08-01-00040.  
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Наши эксперименты с этим критерием показали 
его существенное преимущество по сравнению с ши-
роко используемым критерием минимума ошибок при 
распознавании тестовой выборки методами Cross 
Validation или One Leave Out. 

Выбор эталонов (алгоритм FRiS-Stolp). Для рас-
познавания контрольного объекта используются меры 
его сходства с эталонными представителями («стол-
пами») каждого образа. Алгоритм FRiS-Stolp [1] вы-
бирает эталоны, которые обладают высокими значе-
ниями двух свойств: «обороноспособности» – высо-
кая степень сходства с ним других объектов этого об-
раза позволяет надежно распознавать свои объекты; 
«толерантности» – низкая степень сходства с ним 
объектов других образов предотвращает распознава-
ние чужих объектов в качестве своих.  

Алгоритм FRiS-Stolp состоит из следующих ша-
гов. 

1. Оценивается объект ai в роли столпа. Для этого, 
как и в предыдущем пункте, вычисляем сходство с 
ним всех MA объектов образа А и несходство с ним 
(отличие) всех MВ объектов образа В. Находим сред-
нее значение этих величин .iC  

2. После того, как все объекты образа А побывают 
в роли столпа, выбирается тот объект ai, который на-
брал наибольшую величину .iC  Он объявляется стол-
пом первого кластера. В состав этого кластера вклю-
чаются m1 объектов образа А, сходство которых               
со столпом превышает заданный порог F*, например, 
F* = 0. Среднее значение сходства m1 объектов со 
своим столпом (C1) служит мерой компактности по-
лученного кластера. 

3. Если m1 < MA, то для остальных объектов повто-
ряются шаги 1–2. В итоге получаем список kA столпов 
образа А с указанием величин Cj, j = 1, 2, …, kA,  нако-
пленных каждым столпом.  

4. Повторяем шаги 1–4 для объектов образа В и 
получаем список kB столпов этого образа и оценки  их 
компактности Cq, q = 1, 2, …, kB. 

5. Если образов больше, чем два, то при определе-
нии  компактности каждого t-го образа, t = 1, 2, …, K, 
будем считать его образом А, а объекты всех осталь-
ных образов объединим в образ В.  

Алгоритм FRiS-Stolp при нормальных распределе-
ниях, в первую очередь, выбирает столпы, располо-
женные в районе математического ожидания. Если 
распределения полимодальны и образы линейно не-
разделимы, то столпы будут стоять в центрах мод. В 
процессе распознавания, решение принимается в 
пользу того образа, на столп которого контрольный 
объект похож больше всего, а значение функции 
сходства объекта с выбранным образом позволяет су-
дить о достоверности принятого решения. 

Построение решающих правил с одновремен-
ным выбором признаков. Рассмотрим следующие 
алгоритмы. 

Алгоритм AdDel [2]. Пусть из N признаков выби-
рается наиболее информативная подсистема, состоя-
щая из n признаков. Хорошо известны два жадных 
полиномиальных алгоритма решения этой задачи. Ал-

горитм Deletion (Del) начинает работать со всеми N 
признаками и последовательно на каждом шаге вы-
черкивает из системы наименее полезный признак, 
пока в системе не останется n признаков. Алгоритм 
Addition (Ad), напротив, вначале находит самый ин-
формативный признак и на каждом из n шагов добав-
ляет в систему тот признак, участие которого в систе-
ме делает ее наиболее информативной. Оба описан-
ных алгоритма дают оптимальное решение на каждом 
шаге, но это не обеспечивает глобального оптималь-
ного решения. В алгоритме AdDel методом Ad наби-
рается некоторое количество n1 информативных при-
знаков, затем n2 из них (n2 < n1) исключается методом 
Del. Такое чередование алгоритмов Ad и Del продол-
жается до достижения заданного количества призна-
ков n. Наблюдения показывают, что по мере увеличе-
ния числа признаков компактность вначале растет, 
потом рост прекращается и начинается ее снижение за 
счет добавления малоинформативных, шумящих при-
знаков. Перегиб кривой качества позволяет автомати-
чески выбрать оптимальное количество признаков. 
Это очень важное свойство алгоритмов семейства 
AdDel, которым не обладают другие алгоритмы вы-
бора информативных признаков. 

Алгоритм GRAD [2]. Добавлять и исключать при-
знаки можно как по одному, так и группами (грану-
лами), состоящими из нескольких признаков. В наших 
экспериментах было обнаружено, что если все при-
знаки упорядочить по убыванию их индивидуальной 
информативности, то в составе наиболее информа-
тивных пар преобладают признаки с малыми поряд-
ковыми номерами. В алгоритме GRAD (GRanulated 
AdDel) алгоритм AdDel работает на множестве G 
наиболее информативных гранул, состоящих из w 
признаков, w = 1, 2, 3. Гранулы мощности 1 – это при-
знаки, занимающие первые m мест по индивидуаль-
ной информативности. Из них методом полного пере-
бора выбираются гранулы мощности 2 и 3. Затем весь 
список из m самых информативных гранул подается 
на вход алгоритма AdDel. Сравнительные экспери-
менты показали, что алгоритм GRAD по качеству по-
лучаемых решений значительно лучше алгоритма 
AdDel.  

Алгоритм FRiS-GRAD [2]. Этот алгоритм одно-
временно выбирает информативные признаки и в 
пространстве этих признаков строит решающее пра-
вило. Признаки выбираются алгоритмом GRAD, а 
решающие правила – алгоритмом FRiS. Эффектив-
ность этого алгоритма комбинированного типа под-
тверждена опытом решения большого количества ре-
альных задач.   

Примеры приложений. Рассмотрим примеры 
приложний. 

Распознавание двух видов лейкемии (ALL и AML). 
Задача распознавания двух типов лейкемии интересна 
тем, что в литературе представлены результаты ее 
решения разными группами исследователей. Это дает 
возможность сравнить наши результаты с лучшими 
прежними результатами. Анализируемые данные 
представлены матрицей векторов экспрессии генов, 
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полученных с помощью биочипов для пациентов            
с двумя типами лейкемии – ALL и AML [3]. Обу-
чающая выборка содержит 38 объектов, тестовая 
выборка – 34 объекта. Исходное количество призна-
ков (генов) N = 7 129.  

Рассмотрим результаты решения этой задачи, опи-
санные в работе [3]. Информативное подмножество 
признаков выбиралось методом RFE (разновидностью 
алгоритма Deletion), решающие правила основаны на 
методе SVM. Были найдены наилучшие подсистемы, 
размерность которых кратна степени числа 2: 4 096,          
2 048, …, 4, 2 и 1. По двум лучшим признакам, кото-
рые можно выбрать по результатам обучения, пра-
вильно распознано 30 объектов, по 4 лучшим призна-
кам – 31, по 128 признакам – 33. Нами на тех же дан-
ных получены следующие результаты. Информатив-
ное подмножество признаков выбиралось с помощью 
алгоритма FRiS-GRAD. Информативность признаков 
оценивалась по критерию FRiS-компактности. Из           
7 129 признаков было выбрано 18, из которых про-
грамма FRiS-Stolp построила 30 вариантов решающих 
правил. В состав каждого правила входит c разными 
весами от 4 до 6 признаков. Первые 27 правил дают 
результат 34 из 34. 

Различие между приведенными результатами мо-
гут зависеть как от метода выбора признаков, так и от 
типа решающих правил. Для сравнения решающих 
правил SVM и FRiS был проведен такой эксперимент. 
В подпространстве двух признаков (генов 803 и              
4 846), выбранных методом FRE, по правилу SVM 
было получено 30 правильных ответов, а FRiS-
методом – 33. По лучшему одному гену (4 846), вы-
бранному методом FRE, результат SVM равен 27, а 
результат FRiS – 30. Отсюда можно сделать вывод, 
что как метод выбора признаков, так и решающие 
правила, основанные на FRiS-функции, обладают дос-
таточно высокими конкурентными качествами.  

Прогнозирование покупательского спроса. Доста-
точно успешным оказалось применение FRiS-фун-
кции при решении задачи на международном конкур-
се Data Mining Cup 2009. Задача состояла в предска-
зании значений переменных, измеренных в абсолют-
ной шкале, и заключалась в следующем. Анализиро-
вались данные о том, сколько книг того или иного 
жанра было продано в разных магазинах в течение 
года. Эти данные представляли собой очень разрежен- 

ную таблицу (84 % клеток таблицы имели значе- 
ние 0), в которой M-строками (объектами) являлись 
магазины ( 4 812M  ), а N-столбцами (признаками) – 
жанры книг ( 1864N  ). На пересечении строк и 
столбцов указывалось количество книг данного жан-
ра, проданных в течение года в том или ином магази-
не. Последние 8 признаков являлись целевыми. Таб-
лица была разделена по горизонтали на два слоя.                
В первом (обучающем) слое содержалось oM  = 2 394 ма-
газина. Для 2 418 контрольных магазинов требовалось 
предсказать, сколько и каких из 8 жанров книг было 
продано в каждом из них. В конкурсе изъявили жела-
ние участвовать 618 команд из 164 организаций              
42 стран. Эту задачу решила 321 команда и прислала 
свои результаты. Наша команда, используя алгоритм 
FRiS-Pro [4], заняла 4 место. Полученные результаты 
подтверждают возможность использования FRiS-фун- 
кции в алгоритмах решения задач прогнозирования 
количественных переменных. 

Таким образом, использование относительной ме-
ры сходства, учитывающей конкурентную обстанов-
ку, позволяет строить эффективные методы решения 
всех основных задач Data Mining, в том числе задач 
распознавания образов. Методы инвариантны к коли-
честву образов, характеру их распределений и обу-
словленности обучающей выборки (соотношению 
между M  и N ).  
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FUNCTIONS OF RIVAL SIMILARITY IN ALGORITHMS  

OF RECOGNITION OF COMBINED TYPE 
 
For  decision of  combined tasks of pattern recognition we offer methods based on function of rival similarity (FRiS-

function). With the help of the function we can estimate similarity between objects, build decision rules, estimate 
compactness of patterns and informativeness of attributes. Examples of use of the offered methods for decision of tasks 
of recognition and forecasting are given in the article. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ АВТОРЕГРЕССИОННЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ  
ПРИ НАЛИЧИИ ЦЕНЗУРИРОВАНИЯ 

 
Рассмотрена задача статистического прогнозирования авторегрессионных временных рядов при наличии 

интервального цензурирования. Построена оптимальная прогнозирующая статистика, для нее вычислен ус-
ловный среднеквадратический риск. Для авторегрессии первого порядка проведено сравнение оптимальной 
прогнозирующей статистики с прогнозирующими статистиками, часто используемыми на практике. Пред-
ставлены численные результаты.  

 
Ключевые слова: авторегрессия, прогнозирование, цензурирование, риск. 
 
Задача статистического прогнозирования возника-

ет во многих приложениях: в медицине, экономике, 
метеорологии, технике, астрономии [1]. Для описания 
временных рядов с зависимыми наблюдениями и про-
гнозирования будущих значений широко применяется 
модель авторегрессии [1]. На практике значения вре-
менного ряда часто наблюдаются с искажениями раз-
личных типов: выбросы, пропуски, гетероскедастич-
ность [2], цензурирование [3] и др.; обзор типов иска-
жений и их математические описания представлены в 
работе [2]. Цензурирование временного ряда заклю-
чается в том, что часть наблюдений ряда известна 
точно, а об остальных наблюдениях известно лишь, 
что они принадлежат некоторым числовым интерва-
лам. Такая ситуация может возникать из-за наличия у 
приборов конечных пределов измерения, высокой 
стоимости проведения точных измерений, разладки 
оборудования и других причин. 

Цензурированные выборки независимых наблю-
дений подробно изучены в математической теории 
надежности [4]. Однако статистический анализ цензу-
рированных временных рядов остается малоизучен-
ным и актуальным направлением исследований. 

Математическая модель. Пусть временной ряд xt 
описывается моделью АР(p) авторегрессии порядка p 
 N [1]: 

1
,  ,p

t i t i ti
x x u t Z
                        (1) 

 

где   1

p
i i  – коэффициенты авторегрессии такие, что 

все корни порождающего характеристического мно-
гочлена 

1

pp p j
jj

z z 


   лежат внутри единичного 

круга; {ut} – независимые в совокупности одинаково 
распределенные случайные величины, имеющие нор-
мальный закон распределения вероятностей L{ut} =             
= N(0, 2). 

Пусть вместо значений временного ряда наблю-
даются случайные события: 

 

   * ,  1, , ,t t tA x A t T                      (2) 
 

где {At} – заданные борелевские множества; T > p – 
длительность наблюдения.  

При наличии интервального цензурирования воз-
можны два случая:  

1) At состоит из одного элемента (At = {xt}), тогда 
значение xt известно точно;  

2) At является числовым интервалом (At = [at, bt),         
at < bt), тогда имеет место интервальное цензурирова-
ние значения xt, а интервал [at, bt) называется интер-
валом цензурирования.  

Статистическое прогнозирование будущего значе-
ния xT + 1R заключается в вычислении оценки 

1ˆ RTx    на основе имеющейся информации о наступ-

лении событий * *
1 , , :TA A  

 * * *
1 1 1ˆ , , , .T T Tx f A A A                        (3) 

 

Погрешность прогнозирования будем характери-
зовать условным риском прогнозирования   

  2 * *
1 1 1ˆ( ) E , , 0,T T T Tr f x x A A                (4) 

 

т. е. среднеквадратической ошибкой прогнозирова-
ния. 

Рассмотрим задачу построения оптимальной про-
гнозирующей статистики (ОПС) f0(), минимизирую-
щей условный риск (4), в случае известных парамет-
ров модели (1), (2): 

 

0 ( )
( ) inf ( ).T Tf

r f r f


                             (5) 
 

Основные результаты. Теорема 1. Если времен-
ной ряд xt наблюдается при наличии цензурирования 
общего вида (2), то среди всех прогнозирующих ста-
тистик вида (3) оптимальная по критерию минимума 
риска (5) прогнозирующая статистика определяется 
условным математическим ожиданием: 

 

   * * * *
1 0 1 1 1ˆ , , E , , ,T T T Tx f A A x A A     

 * *
0 1 1( ) D , , .T T Tr f x A A                    (6) 

 

Доказательство. Преобразуем условный риск (4): 
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Заметим, что второе слагаемое зависит только от 
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Из этого представления следует, что (6) есть ре-
шение задачи (5). 

Теорема 1 является обобщением известного ре-
зультата [1] в ситуации, когда цензурирование отсут-
ствует. 

Рассмотрим случай, когда цензурированы только 
последние q (0 ≤ q ≤ T) значений временного ряда, а 
остальные T – q наблюдений известны точно. Обозна-
чим 

1 1
1

( , ) ,
m

t m t m i t i
i

t m x x x  


         , .t m N  
 

Теорема 2. Пусть в рамках модели (1), (2) наблю-
даются значения x1, …, xT–q и случайные события 

 *
1 1 1 1, ,T q T q T q T qA x a b          …, 

  * , .T T T TA x a b   Тогда ОПС имеет вид 
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(7) 

 

Доказательство . Оценку (6) в силу (1) можно 
представить следующим образом: 
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так как случайная величина uT+1 не зависит от 
* *

1, , ,T T qA A    xT–q, …, x1 и E{uT+1} = 0. Вычислив по-
лученное математическое ожидание, получим тре-
буемое равенство (7). 

Введем обозначение: 
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 x, y, m, s, u, v  R, 

где     21/ 2 exp( / 2),x x       ( )
x

x t dt


    – 

соответственно, плотность и функция распределения 
вероятностей стандартного нормального закона             
N(0, 1). 

Следствие. Если в рамках модели (1), (2) наблю-
даются значения x1, …, xT–1 и случайное событие 

 * ( , )T T T TA x a b   (q = 1), то ОПС (4) имеет вид 
  

 
1 1 1 12

ˆ ( , )

, , ( , ), , 1,1 .

p
T i T ii

T T

x T p x

a b T p
  
       

  

  

 

Доказательство. Воспользовавшись известным 
соотношением для модели АР(p) [1]   

     1 1, , , / /T T Tp x x x x T p       
 

и теоремой 2 для q = 1, получим требуемое соотноше-
ние. 

Если среди последних q значений временного ряда 
имеются не только цензурированные наблюдения, но 
и k (1 ≤ k ≤ q) известных наблюдений 

1
, ,

kl lx x  (T – q 
+ 1 ≤ l1 < … < lk ≤ T), то ОПС может быть получена из 
(7) предельным переходом 

1 1
, , .

k kl l l lb a b a   

Рассмотрим частный случай модели (1) – авторег-
рессию первого порядка (p = 1): 

 

1 ,  t t tx x u t   Z,                           (8) 
 

и q = 1, причем предполагается, что параметры моде-
ли θ и  известны. Для этого случая исследуем зави-
симость условного риска прогнозирования от длины 
интервала цензурирования и проведем сравнение 
ОПС  0f   с прогнозирующими статистиками, часто 
используемыми на практике [3]. В этом случае по-
следнее значение Tx  временного ряда цензурировано 
интервалом ( , ),T Ta b  а предпоследнее значение 1Tx   
известно точно. Поскольку в данном случае результат 
зависит только от одного интервала цензурирования 

( , ),T T TA a b  то для упрощения обозначений вместо 

Ta  и Tb  будем писать a  и .b  Используя теорему 2, 
можно доказать следующую теорему. 

Теорема 3. Пусть для модели (8) наблюдаются 
значение xT–1 и случайное событие  * [ , ) ,T TA x a b   
тогда ОПС и ее условный риск имеют вид: 

 

   * 2
1 0 1 1 1ˆ , , , , , 1,1 ,T T T T Tx f A x x a b x          (9) 

  
 

22 2
0 1

2
1 1 1

( ) (1 ) , , , , 1,1

, , , , , .
T T

T T T

r f a b x

a b x a x b x


  

        

        
  (10) 

 

Следствие. В условиях теоремы 3 для условного 
риска прогнозирования справедливо асимптотическое 
разложение при τ = b – a → 0:   

 
2 2 2 2 4

0

2 2 2 2 4 4
1 1

( ) /12

3 6 3 2 / 720 ( ).
T

T T

r f

a a x x o 
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Доказательство. Учитывая дифференцируе-
мость функции     в (10) по  , воспользуемся 
формулой Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано и получим требуемое соотношение для услов-
ного риска. 

Из доказанного следствия получаем, что безуслов-
ный риск ОПС имеет следующее асимптотическое 
разложение при τ = b – a → 0: 

 

 
  

2 2 2 2 4
0

2 2 2 2 2 4 4

E ( ) /12

3 3 / 1 2 / 720 ( ).
Tr f

a o

        

          
      (11) 

 

Одной из возможных альтернативных прогнози-
рующих статистик является следующая [3]: 

 

 
 

* *
1 1ˆ ( ) E |

E | [ , ) .
T T T T

T T

x f A x A

x x a b
    

  
                 (12) 

 

Теорема 4. Если для модели (8) наблюдается слу-
чайное событие   * , ,T TA x a b   то прогнозирую-

щая статистика (12) имеет вид 
 

 
 

* 2
1 1

2

ˆ ( ) / 1

, , 0, / 1 ,1,1 ,

T Tx f A

a b

      

    
               (13) 

 

и ее условный риск прогнозирования равен: 
 

2 2 2

1 2 2

2

2

2

2 2

( )
1 1

, , 0, ,1,1
1

, , 0, , , .
1 1

Tr f

a b

a b a b

  
  

   

  
        

   
  

    

            (14) 

 

Доказательство. Прогнозирующая статистика 
(12) выглядит следующим образом: 

 

     
  

2 2
1

1
2 2

ˆ E | , 0, /1

0, /1 .

b

T T T a

b

a

x x x a b xn x dx

n x dx





       

  




 

 

Воспользовавшись [5] для вычисления интегралов, 
получим статистику (13). Аналогично вычисляется 
условный риск прогнозирования (14). 

Следствие. В условиях теоремы 4 для условного 
риска прогнозирования справедливо асимптотическое 
разложение при τ = b – a → 0: 

 

 
 

22 2 2 2 2
1

4 2 2 2 4 4

( ) /12 1

3 2 / (1 ) / 720 ( ).

Tr f

a o

         

        
 

 

Доказательство. Проводится аналогично доказа-
тельству следствия теоремы 3. 

Сравнивая  0E ( )Tr f  и 1( )Tr f  при τ → 0, замеча-
ем, что усредненный риск ОПС (11) меньше риска 
прогнозирующей статистики (12). 

Рассмотрим еще одну часто используемую про-
гнозирующую статистику: 

 

   *
1 2ˆ / 2.T Tx f A a b                     (15) 

 

Теорема 5. Если для модели (8) наблюдается слу-
чайное событие  * [ , ) ,T TA x a b   то условный риск 
прогнозирования для статистики (15) равен: 

 

 
 

2 2 2 2 2 2
2

2

( ) /1 ( ) / 4 / 1

, , 0, / 1 , , .

Tr f a b

a b b a

            

    
 (16) 

 

Доказательство. Проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 4. 

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 5 и 
τ = b – a → 0. Тогда для условного риска справедливо 
следующее асимптотическое разложение: 

 

 
 

22 2 2 2 2
2

4 2 2 2 4 4

( ) /12 1

/ (1 ) / 360 ( ).

Tr f

a o

         

        
 

 

Доказательство. Проводится аналогично доказа-
тельству следствия теоремы 3. 

Легко увидеть, что при   близких к нулю, риск 
прогнозирования статистики (15) больше, чем риск 
прогнозирования для статистик (9) и (12). 

Численные результаты. Для сравнения прогно-
зирующих статистик (9), (12) и (15) проведены                 
компьютерные эксперименты. Применялся метод 
Монте-Карло с числом прогонов N = 10 000. Для             
моделирования временного ряда использованы значе-
ния параметров: p = 1, θ = 0,8,  = 1, q = 1, T = 100,      
τ  {0, 0,5, …, 15}, по наблюдению Tx  строился ин-
тервал цензурирования (a, b) длины τ, где a = xT – ατ и 
b = xT + α(1 – τ), α – случайная величина, равномерно 
распределенная на [0,1].  

На рисунке а изображены графики зависимостей 
экспериментальных значений риска для всех трех 
прогнозирующих статистик от  . ОПС (9) имеет 
наименьший риск, риск статистики (12) принимает 
большие значения, а риск статистики (15) возрастает 
очень быстро и уже при малых   принимает доста-
точно большие значения. 

На рисунках б–г изображены усредненные теоре-
тические значения риска прогнозирования для стати-
стик (9), (12) и (15) в зависимости от  , вычисленные 
по формулам (10), (14) и (16), соответственно, и 95 %-
ные доверительные границы риска.  

Таким образом, в настоящей работе найдена ОПС 
для авторегрессионных временных рядов при наличии 
цензурирования и ее риск; в случае авторегрессии 
первого порядка проведено сравнение ОПС с прогно-
зирующими статистиками, часто используемыми             
на практике; проведены компьютерные эксперимен-
ты, которые показали, что экспериментальные и тео-
ретические значения риска находятся в хорошем со-
гласии. 
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I. A. Badziahin, Yu. S. Kharin 

 
FORECASTING OF AUTOREGRESSIVE TIME SERIES UNDER CENSORING 
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УДК 62-544 
 

Е. Д. Агафонов 
 

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ УПРАВЛЕНИЯ  
НЕЛИНЕЙНЫМИ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  

СКОЛЬЗЯЩИХ РЕЖИМОВ 
 

Предложен алгоритм управления нелинейными динамическими системами с применением скользящих ре-
жимов, в которых объект управления с одним входом и одним выходом представлен конечно-разностной не-
параметрической моделью в пространстве состояний. Даны рекомендации по настройке и оптимизации алго-
ритма. Разработанный алгоритм реализован в пакете MATLAB, приведены результаты управления движени-
ем обратного маятника. 

 
Ключевые слова: нелинейная динамическая система, разностная модель, непараметрический регулятор, 

устойчивость по Ляпунову, метод скользящих режимов.  
 
Проблемы, связанные с созданием систем управ-

ления динамическими объектами, актуальны по ны-
нешний день в силу сложности математического опи-
сания объектов управления и синтеза соответствую-
щих управляющих алгоритмов.  

Наиболее развита теория управления линейными 
стационарными системами. Во-первых, известны 
подходы к синтезу алгоритмов управления, когда 
объект управления описывается системой линейных 
дифференциальных или разностных уравнений [1]. 
Во-вторых, разработаны алгоритмы управления в 
случае описания линейной системы в классе обоб-
щенных функций с использованием интеграла Дюа-
меля или уравнения Винера-Хопфа [2; 3]. В случае 
недоступности точного описания объекта управления 
отыскивают его модель, опираясь на априорную ин-
формацию о виде и структуре уравнений, законах 
распределения помех измерений входных и выходных 
величин и т. д. Принято говорить, что первому и вто-
рому вариантам описания объектов в стохастической 
постановке задачи соответствуют параметрические и 
непараметрические алгоритмы управления для ли-
нейных динамических систем.  

Теория управления для нелинейных систем в на-
стоящее время активно развивается. Среди эффектив-
ных подходов к разработке алгоритмов управления 
можно выделить подход с использованием регулято-
ров со скользящими режимами [4–6], обладающих 
высокими динамическими показателями и свойством 
грубости (робастности) по отношению к параметри-
ческим и координатным возмущениям. Управляющее 
воздействие в методе скользящих режимов синтези-
руется из условий устойчивости, заданных условиями 
теоремы устойчивости Ляпунова. Метод имеет сле-
дующие особенности: 

– применим для нелинейных динамических сис-
тем; 

– управляющее воздействие отыскивается в классе 
разрывных функций; 

– метод требует знания модели объекта управле-
ния (в общем случае модель в пространстве состоя-
ний); 

– для функционирования регулятора требуется 
информация о значениях переменных состояния; 

– метод устойчив к ошибкам идентификации мо-
дели объекта управления и ошибкам измерения пере-
менных состояния. 

Постановка задачи. Пусть объект управления за-
дан дифференциальным уравнением, линейным отно-
сительно входного воздействия: 

 

       1 1, , , , , ,  n n nx f x x x x x x u      , 
 

где  x x t  – траектория движения объекта, его ре-

акция на входной процесс  u u t ; функции 
  1, , , nx x x    и   1, , , nf x x x   – в общем случае 

нелинейные и разрывные, потребуем также выполне-
ния условия   1, , , 0nx x x   . 

Определим цель управления как * 0x  . В ином 
случае, если * 0,x   корректируем функции  и f так,  
чтобы цель управления стала * 0x  . 

Вводится понятие поверхности скольжения, изме-
няющейся со временем поверхности в пространстве 
состояний, обеспечивающей устойчивость движения 
системы. Поверхность скольжения задается скаляр-
ным уравнением 

 

  1, , , , 0ns x x x t  . 
 

В общем случае для системы порядка n поверх-
ность скольжения определяется выражением 

 

  
1

1, , , ,
n

n ds x x x t x
dt


      

 
 , 0  . 

 

Управление объектом осуществляется в два этапа: 
вывод процесса на поверхность скольжения и сколь-
зящий режим – движение процесса по поверхности 
скольжения до состояния равновесия. Для обеспече-
ния устойчивости движения к поверхности скольже-
ния вводится функция Ляпунова 

 

21
2

V s . 
 

Условие устойчивости имеет вид 
 

0V   , 
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где  

 
1

21
2

nd dV s ss s x s f u y
dt dt
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1 1

22

, , , 1   

1 2 2! .

n n

n n

y y x x n x

n n x x

 



     

      




 

 

Устойчивость движения обеспечивается выбором 
управляющего воздействия: 

 

,  0,
 ,  0,

,  0,

s
u s

s

  
  
  

 

где  
f y

  


. 
 

Метод скользящих режимов доказал свою эффек-
тивность для широкого круга практических приложе-
ний. Однако, для его использования необходима мо-
дель нелинейного объекта управления. Поэтому син-
тез алгоритма предваряется решением задачи иденти-
фикации объекта управления, в частности, в нашем 
случае, необходимо идентифицировать функции  и f. 
На практике не всегда возможно отыскать модель в 
виде уравнения, известного с точностью до вектора 
параметров, с последующей его оценкой, так как в 
теории не существует универсального алгоритма 
идентификации структуры объекта. В работе предла-
гается отыскивать модель нелинейного объекта 
управления в классе непараметрических моделей. 

Алгоритм решения задачи. Обобщим описание 
объекта управления: 

 

    1, , , ,n nx x x x u   . 
 

Линейность уравнения относительно входного 
воздействия не требуется. Первая производная функ-
ции Ляпунова имеет вид 

 

      1 1, , , , , , ,n nV ss s x x x u y x x          . 
 

Для устойчивости движения управляющее воздей-
ствие u выбираем так, чтобы обеспечивалось выпол-
нение следующих условий: 

 

     1 1, , , , , , , 0n nx x x u y x x       , если 0s  , 

     1 1, , , , , , 0n nx x x u y x x      , если 0s  , 

     1 1, , , , , , , 0n nx x x u y x x       , если 0s  . 
 

Преобразуем условия устойчивости к следующему 
виду: 

 

     1 1, , , , , , ,n nx x x u a y x x       , если 0s  , 

     1 1, , , , , , ,n nx x x u y x x       , если 0s  , 

     1 1, , , , , , ,n nx x x u a y x x        , если 0s  . 
 

где const 0a   . Решением задачи будет обратная за-
висимость значений входного процесса от перемен-
ных состояния и вспомогательной величины a y  : 

 

  1, , , ,nu q x x x a y   . 
 

Для синтеза модели перейдем к конечно-
разностному представлению: 

 

        , 1 , 1 ,d du q x t x t x t n a y t      . 
 

Здесь аргумент t представляет собой дискретную 
величину: 1, 2, ...t   Для перехода к дискретной мо-
дели используем аппроксимацию производной по 
времени в виде конечной разности с первым поряд-

ком аппроксимации 
       dx t x t x t x t t

dt t t
   

 
 

 

либо с использованием других более сложных схем 
[7]. Для удобства записи переименуем переменные: 

 

 1z x t ,  2 1z x t  ,  3 2z x t  , … , 

 1 1nz x t n    ,  nz a y t   . 
 

В результате получили модель в виде 
 

 1 ,s s nu q z z  . 
 

Проблема построения модели динамического про-
цесса сводится к решению проблемы идентификации 
статического объекта, входными воздействиями кото-
рого становятся состояния в текущий и предыдущие 
моменты времени, а также введенная ранее вспомога-
тельная величина. 

Во время функционирования объекта накапливаем 
выборку     ,kz i u i , 1, 2, ...k n , 1, 2, ...i s . Полу-

ченная выборка используется для построения непара-
метрической модели Надарая–Ватсона [2; 3]: 

 

   

 
1 1

1 1

 
s n

k k

i k sk
s s n

k k

i k sk

z z i
u i

C
u

z z i
C

 

 

 
 
 
 

  
 

 


. 

 

В случае равенства нулю знаменателя дополняем 
модель: 

0,su   если  
1 1

0.
s n

k k

i k sk

z z i
C 

 
  
 

  

 

Параметры sC  удовлетворяют условиям сходимо-
сти: 

0sC  , lim 0ss
C


 , lim ss

sC


  , 
 

а ядерная функция  приобретает вид 
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Перед использованием модели необходимо про-
вести процедуру оптимизации относительно вектора 
параметров  1 2, , ,s s s snC C C C   совместно с пара-
метром . Предлагается использовать критерий опти-
мизации, минимизирующий средний квадрат откло-
нения выходного процесса от желаемого. Критерий 
оптимизации принимает вид   

   2

,
0

, , min
s

T

s s C at
x u C a t



    . 
 

Указанная форма критерия обусловлена равенст-
вом нулю желаемого выхода процесса.  

Результаты моделирования. Тестирование алго-
ритма проводилось на задаче управления положением 
обратного маятника, совершающего колебания на 
плоскости, т. е. имеющего одну степень свободы. 
Требовалось привести маятник в вертикальное поло-
жение из некоторого начального состояния, заданного 
пользователем, а в дальнейшем сохранять это поло-
жение. Была взята физическая модель маятника – 
тонкого невесомого стержня с заданной массой, за-
крепленной на его верхнем конце. Во время переме-
щения в пространстве груз испытывает сопротивле-
ние окружающей среды. Управляющее воздействие 
представляло собой момент сил, приложенный к ма-
ятнику в точке его опоры – «нижнем шарнире». Дви-
жение маятника описывается системой нелинейных 
дифференциальных уравнений: 

 

2
2

 ,

 sin sign ,Fk lg M
l m ml

  

     

 

 

где l – длина маятника; m – масса груза; g – ускорение 
свободного падения; M – момент сил, действующих 
на маятник, – управляющее воздействие; Fk  – коэф-
фициент сопротивления окружающей среды;  – угол 
отклонения маятника от вертикального положения;         
 – угловая скорость маятника. 

Управляющее  устройство  включено в цепь об-
ратной связи, оно получает информацию о состоянии 

объекта управления и генерирует управляющее воз-
действие. Физическая модель объекта управления 
устройству управления недоступна. Информация об 
объекте заключена в выборке измерений переменных 
состояния и вспомогательной величины, накопленных 
заранее в процессе функционирования объекта управ-
ления. Необходимо отметить, что во время накопле-
ния выборки объект управляется с использованием 
каких-либо других регуляторов, вручную оператором 
либо, если это допустимо, претерпевает «неудачные» 
попытки управления в разомкнутой схеме, в том чис-
ле, например, реагирует на случайное, хаотическое 
управляющее воздействие.  

Алгоритм управления реализован в пакете 
MATLAB версии 7 с применением визуальной систе-
мы моделирования динамических процессов Simulink 
(рис. 1).  

Блок Inverted Pendulum содержит физическую мо-
дель обратного маятника. На вход блока подается 
значение начального угла отклонения маятника от 
вертикального положения Initial Angle, а также вход-
ное воздействие  u t , которое генерируется управ-
ляющим элементом Controller. Входная информация 
для элемента управления: переменные состояния  x t  

и  x t , вспомогательная величина  a y t  , пара-
метры размытости 1c , 2c  и 3c , коэффициенты   и  . 
Блок Supplement вычисляет значение вспомогательной 
величины на каждом такте управления.  

Как отмечалось ранее, перед использованием ал-
горитма должна осуществляться процедура оптими-
зации с применением среднеквадратического крите-
рия. Оптимизация проводилась методом сопряженных 
градиентов с мультистартом по параметрам, обозна-
ченным на схеме 1k , 2k  и 3k . Из практических сооб-
ражений эти параметры были выбраны следующим 
образом: 1 1k c , 2 2 3k c c  , 3k   . 

Результаты одного из экспериментов приведены 
ниже (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 1. Модель Simulink, реализующая алгоритм управления 
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Рис. 2. Тестовое управляющее воздействие и реакция маятника в разомкнутой схеме 
 

Момент времени, когда процессы прерываются, 
соответствует падению маятника на условную гори-
зонтальную плоскость, т. е.   2x t   . Объем обу-
чающей выборки 218s  , выборочные значения по-
ступают через равный временной интервал 0,01t   
и не содержат случайных ошибок. 

Начальное положение маятника было принято 
 0 8 0,39x     . Это значение лежит вне диапа-

зона обучающей выборки, в этом нетрудно убедиться, 
взглянув на рис. 2. Остальные параметры 1l   м, 

1m   кг, 0Fk  , 1  . В результате оптимизации 
были вычислены следующие значения параметров 
устройства управления: 1 0,8c  , 2 3 1,7c c  , 

0,7  . Результат управления маятником изображен 
на рис. 3. 

 
 

 
 

Рис. 3. Входное воздействие  u t  и результирующий  

отклик маятника  x t  

 
Нетрудно заметить, что входной процесс  u t  со-

стоит из двух составляющих: гладкой и осциллирую-
щей. Они соответствуют двум стадиям работы регу-
лятора: выводу на скользящую поверхность и режиму 
скольжения (рис. 4). 

Выход на поверхность скольжения 
    0s x t x t    происходит со второй попытки. 

Осцилляция во время процесса скольжения наблюда-
ется в области значений производной выходного про-
цесса. 

 

 
 

Рис. 4. Траектория управляемого движения маятника 
в пространстве состояний 

 
Таким образом, использование непараметрическо-

го подхода к идентификации позволяет осуществить 
метод скользящих режимов в управлении нелиней-
ным динамическим объектом, модель которого не-
возможно получить с точностью до набора парамет-
ров. Генерация управляющего сигнала в классе раз-
рывных функций позволяет свести к минимуму нега-
тивный эффект ошибок (как ошибок идентификации, 
так и влияния случайных ошибок измерений) в осу-
ществлении процесса управления. 

В настоящей работе была предпринята попытка 
построения эффективного непараметрического алго-
ритма управления, информация для функционирова-
ния которого заключена в обучающей выборке. Вы-
борка должна быть известна заранее, до начала про-
цесса управления. В дальнейшем необходимо совер-
шенствование предложенного алгоритма управления 
и создание его адаптивной модификации. 
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NONPARAMETRIC CONTROL ALGORITHM FOR NONLINEAR 

DYNAMIC SYSTEMS USING SLIDING MODES 
 
The paper deals with a new control algorithm designed for nonlinear dynamic systems with the use of  Sliding Mode 

control approach. The SISO object is represented by its nonparametric finite differences model in state space. The pa-
per gives recommendations for tuning and optimization of the control algorithm. The proposed control algorithm is im-
plemented in MATLAB/Simulink technical computing software. As an illustrative example we presrnt results of control 
process of inverted pendulum. 
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DETERMINATION OF VARIABLES SIGNIFICANCE USING ESTIMATIONS 
OF THE FIRST-ORDER PARTIAL DERIVATIVE 

 
In this paper we describe and investigate a method which allows us to detect the most informative features out of all 

data extracted from a certain data corpus. The significance of input features is estimated as an average absolute value 
of the first-order partial derivative. The method requires the values of the objective function at the certain assigned 
points. If there is no possibility to calculate these values (the object is not available for experiments), we use non-
parametric kernel regression to approximate them. The algorithm is tested on different simulated objects and is used for 
investigation of the dependency between linguistic features of spoken utterances and speakers’ capabilities.     

 
Keywords: non-parametric kernel regression, first-order partial derivative. 
 
In our research we try to investigate if there is a de-

pendency between spoken utterances of a person and his 
capabilities. For this purpose we collected a corpus of 
monologues and dialogues of different speakers [1]. Their 
verbal intelligence was measured with an intelligence test 
[2]. Dealing with the corpus, we try to extract relevant 
information enough for clustering, classification, regres-
sion, or other data mining tasks. There are normally lots 
of different features which could be extracted from the 
monologues and dialogues, but their importance or 
relevance is not always obvious. Most of them are noise 
fields, which make the analysis of data increasingly 
difficult. When working with high dimensional spaces, 
the computational effort required by data analysis tools 
may be tremendous. It is therefore essential to detect ir-

relevant or weakly correlated features and exclude them 
out of consideration.  

There exist different solutions to this problem. One of 
them is the use of Pearson’s coefficient or the coefficient 
of multiple correlation. However, if Pearson’s coefficient 
is close to 0, it does not mean that the output and input 
variables are not correlated. It just shows that there is no 
linear dependency between them. Such features should 
not be excluded out of consideration without additional 
analysis. Another approach to decrease the number of 
features is Principal Component Analysis. This method 
involves a mathematical procedure that transforms 
correlated variables into a smaller number of uncorrelated 
ones called principal components. But it does not 
determine the contribution of a certain feature to an 
objective function.  
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In this paper we describe a method which determines 
the most informative features even if the dependency 
between input variables and the output is not linear.  

Determination of the Most Informative Features. 
To determine if there is a dependency between input 
features (or extracted features) and the output, we make a 
series of experiments on the object (if it is available) or 
create a model using non-parametric kernel regression 
and estimate the average first-order partial derivative with 
respect to each input feature. The feature with the largest 
average partial derivative is the most important. This 
algorithm may be described in the following way. 

Non-parametric kernel regression (NPR) allows us to 
create a model using the data set 1[ ], ..., [ ],nx t x t  

[ ], 1,y t t s  without additional knowledge about the de-
pendency structure [3; 4]. NPR estimates the dependency 
between inputs and outputs using a weighted average of 
the observations [ ]y t : 

1 1

1 1
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[ ]

s n
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t i i
s n

i i

t i i
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, 

where iC  – is the bandwidth or smoothing parameter, 
( )z  – is a kernel function.  
The kernel function assigns weights for each 

observation. The weighted sum of [ ]y t  estimates the 
output at any point x . The parameters iC  determine how 
many points from the training data set are used for 
calculating ˆ( )y x . The observations which are nearer to 
x  have larger weights and are more significant for ˆ( )y x . 
If iC  are large, a lot of observations are taken into 
account and the model is not precise. These parameters 
should be trained on the existing data set, and iC  
providing the smallest mean square error (MSE) are used 
for other investigations. 

Let an object have an input vector 1 2( , ,..., )nx x x x
  

and an output ( )y f x
 . A feature ix  is informative if its 

average influence on the output is significant, given the 
other n−1 features fixed. We estimate this significance as 
an average absolute value of the first-order partial 
derivative with respect to this variable.  

Let the variables 1 2( , ,..., )nx x x x
  belong to the 

intervals 1 1[ ; ]a b , 2 2[ ; ]a b , …, [ ; ]n na b . We generate 
random values 1 1 2 2{ [1],..., [ ], [1],..., [ ],...}x x m x x m     in 
corresponding intervals, m  is a predefined value. To get a 
precise estimation of the average first-order partial 
derivative, we generate these random values near one 
observation value [ ]x l , 1,l s :  

1 1

[ ] [ ] 0
s n

i i

t i i

x k x t
C 

 
  
 

 
, 

 

for all 1,k m . Then we fix the features 2( ,..., )nx x  at 
some points, for example at 2 3( [1], [1], ..., [1])nx x x   . The 

outputs of the goal function are estimated at the following 
points:  

1 1 1 2ˆ ( [1] , [1],..., [1])ny f x h x x     ,

1 1 1 2ˆ ( [1] , [1],..., [1])ny f x h x x     , 

2 1 2 2ˆ ( [2] , [1],..., [1])ny f x h x x     ,

2 1 2 2ˆ ( [2] , [1],..., [1])ny f x h x x     , …, 
 

where 1h  and 1h  are random values from a small 
interval (for example, [0,01; 0,5]h ). 

The first component of the average first-order partial 
derivative with respect to 1x  is estimated as: 
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Then the features 2( ,..., )nx x  are fixed at other points, 
for example at 2 3( [2], [1], ..., [1])nx x x   , and the same 
procedure is repeated for 1x . The average absolute value 

of the partial derivative in the neighborhood of [ ]x l is 
estimated as: 

1 1 1

1

ˆ ˆ ˆ[1] [2] ... [ ]ˆ ( [ ]) x x x
x

f f f M
f x l

M
    

  , 
 

where M  – the number of all possible combinations, 
( 1)nM m  . As these random values have been generated 

in the neighborhood of one observation values, only small 
space is investigated. We generate 

1 1 2 2{ [1],..., [ ], [1],..., [ ],...}x x m x x m     next to another 

observation point [ ]x l  and find 
1

ˆ ( [ ])xf x l   in the same 
way. This procedure is repeated K  times. The average 
absolute value of the partial derivative 

1x̂f   – is estimated 

as: 
1 1

1

ˆ ˆ ( [ ])
K

x x
l

f f x l K


  , where K is a predefined value. 

In the same way the average absolute values of ˆ
ixf  , 

1,i n  are estimated. 
Investigation of the Algorithm. In this section we 

show the results of the algorithm’s work when the object 
is not available for experiments, i. e. there is only 
collected data. In the following experiments the average 
absolute value of the partial derivative is estimated with 

2M   and 20K  . The function for simulating the 
object is given by: 1 2 3 4 5( ) 5 0,5 10 0,1 2f x x x x x x     .  

In our first experiment, the non-parametric regression 
model is trained using all the input variables 
( [0,4; 1,7; 0,3; 1,8; 0,8]iC  , 0,08MSE  ).  

Then we take away the first feature 1x  from the data 
set. In this case the situation with incomplete data is simu-
lated, but the most informative features should 
nevertheless be found ( [1,9; 0,3; 1,9; 0,9]iC  , 

0,39MSE  ). The results of the algorithm are shown in 
Table 1. As we can see, the algorithm was able to find the 
most important features in both cases. 
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Table 1 
Results of the algorithm’s work 

 

5 inputs are used 4 inputs are used 
Features 

x̂f   (Real ranks) Algorithm’s x̂f   (Ranks) x̂f   (Real ranks) Algorithm’s x̂f   (Ranks) 
x1 5,0 (2) 3,42 (2) – – 
x2 0,5 (4) 1,40 (4) 0,5 (3) 0,39 (3) 
x3 10,0 (1) 6,51 (1) 10,0 (1) 7,97 (1) 
x4 0,1 (5) 1,20 (5) 0,1 (4) 0,28 (4) 
x5 2,0 (3) 2,10 (3) 2,0 (2) 1,39 (2) 

 
Table 2 

Results of the algorithm’s work 
 

5 inputs are used 8 inputs are used 
Features 

x̂f   (Real ranks) Algorithm’s ˆ
xf   (Ranks) x̂f   (Real ranks) Algorithm’s ˆ

xf   (Ranks) 
x1 3,83 (5) 3,15 (5) 3,83 (5) 2,71 (5) 
x2 4,23 (4) 3,29 (4) 4,23 (4) 3,24 (4) 
x3 4,38 (3) 3,50 (3) 4,38 (3) 4,38 (3) 
x4 7,05 (2) 4,24 (2) 7,05 (2) 4,43 (2) 
x5 30,0 (1) 31,48 (1) 30,0 (1) 26,23 (1) 
x6 – – 0,027 (7) 0,43 (7) 
x7 – – 0,021 (8) 0,07 (8) 
x8 – – 0,06 (6) 0,74 (6) 

 
Now let’s use the following function for generating 

the input and output data: 1 2( ) 7sin( ) 6cos( )f x x x    
2

3 4 58sin( ) 10cos( ) 5x x x   . In this dependency there are 
no features which influence on the output is linear. This is 
a more complex situation for the algorithm. However, if 
the model is trained well ( [1,0; 0,6; 0,7; 0,5; 0,1]iC  , 

0,32)MSE  , the algorithm gives us good results (see 
Table 2). 

Let’s use the same function for simulating the data set 
and add three more features to the input variables. We 
simulate the situation when the data set is large and not all 
features influence on the output. These additional input 
features are: 6 0,05sin( )x t , 7 0,03cos( )x t , 

2
8 0,01x t . The coefficients with these features                   

are small, so that 6x , 7x  and 8x  are noises for the output. 
In this case we use all the features to train the model.             
The results are shown in Table 2. The algorithm                  
could find the most informative and the least informative 
features ( [1,0; 0,6; 0,7; 0,5; 0,1; 1,9; 1,5; 1,4]iC  , 

0,32)MSE  .  
Let’s use for simulating the function: 
 

1 2 3

4 5 6 7 8 9 10

( ) 0,2sin(2 ) 2cos(8 ) 5sin( )
0,1 0,5 2 3 4 5 ,

f x x x x
x x x x x x x
   

      
 

 

generate the data set and take away the features x1, x2 and 
x3. The results of the algorithm 
( [1,5; 1,4; 1,0; 0,9; 0,5; 0,5; 0,5]iC  , 0,3MSE  ) are 
given in Table 3. 

Analyzing the results in the tables, we may say that 
the algorithm with the non-parametric model can find the 
most informative features. This method can be used for 
analyzing a high dimensional data set. It allows us to 
exclude the least informative features from consideration.  

Table 3 
Results of the algorithm’s work 

 

Features 
x̂f   (Real ranks) Algorithm’s x̂f   (Ranks) 

x1 – – 
x2 – – 
x3 – – 
x4 0,1 (7) 0,61 (7) 
x5 0,5 (6) 0,71 (6) 
x6 1 (5) 1,26 (5) 
x7 2 (4) 1,80 (4) 
x8 3 (3) 3,79 (3) 
x9 4 (2) 4,15 (2) 
x10 5 (1) 4,83 (1) 

 
Experiments with the Corpus. We decided to 

analyze different features extracted from monologues of 
German native speakers using the algorithm described 
above. The corpus consists of transcribed descriptions of 
a short film by different candidates. German native 
speakers of different ages and educational levels were 
asked to watch a short film and to describe it with their 
own words. The film was about an experiment on how 
long people could be without sleep. The participants were 
also asked to take an intelligence test. The verbal part           
of the test consists of 6 subtests. The first subtest is «In-
formation». With this sub-test the general knowledge is 
measured; 25 questions come from a particular culture. 
For example, «What is the capital of Russia?» Overall,  
56 candidates were tested; 3 hours 30 minutes of audio 
data were collected. 

To extract features from the monologues, all the 
words from the descriptions were compared with a special 
dictionary [5]. The dictionary consists of different words 
sorted by 64 categories. For example, the category 
«Articles» contains words die, das, der, ein, eine, einen, 
etc.  Each word from the dictionary may refer to several 
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categories. For example, the word traurig (sad) refers to 
the categories «Affect», «Negative emotion» and 
«Sadness». We analyzed all the monologues, calculated 
the number of words for each category and divided them 
by the total amount of words in each monologue. By this 
way we got 64 characteristics of 56 monologues. Our task 
was to investigate the dependency between these                     
64 features and the results of the subtest «Information», 
and to find several informative features out of 64 charac-
teristics.  

We combined 4 or 5 features together, trained the non-
parametric model and applied our method. As a result, the 
category «Affection» had the largest value of the first-
order partial derivative and was estimated as a more 
informative feature. «Positive emotions» and «Negative 
emotions» are subcategories of «Affection» and are also 
relevant according to our algorithm. However, «Anger» 
and «Optimism» do not have large values of ˆ

ixf  . The 
category «Cognitive mechanism» is estimated as 
irrelevant, however, the category «Cause» which is a 
subcategory of «Cognitive mechanism» is more 
important.  

Discussion and Future work. The goal of this work 
was to apply the method to the corpora. In each 
combination of the features the category of emotions was 
determined as the most informative feature. It means that 
there is a dependency between speaker’s general 
knowledge and the amount of emotional words which he 
uses in his speech. We could not find any references 
describing this dependency. Only in LEAS [6] emotional 
intelligence  is measured  linguistically, however, the cor- 

relation between them was not found. For our algorithm 
we used a small data set that also influenced the results. 
Also, these emotional words may be a subcategory of 
another category which was not analyzed. For example, 
they may create a group of frequently-used words, or they 
are formed from abstract words which show the level of 
intelligence in spoken utterances.  This research and the 
results are preliminary; in our future work we are going to 
further investigate this phenomenon, to find other 
linguistic features which reflect verbal intelligence and to 
collect more data for more precise estimations. 
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ESTIMATION OF RADIO SIGNAL QUALITY DEGRADATION BY MEANS 
OF NEURAL NETWORK AND NON-PARAMETRIC REGRESSION MODEL 

 
In this paper we present an approach which allows us to avoid expansive and time consuming subjective assess-

ments of audio quality degradation caused by different nature distortions while transmitting and receiving of stereo au-
dio signal through the radio channel. This approach is based on the basic version of PEAQ (Perceptual Evaluation of 
Audio Quality) originally developed mainly for audio codec estimation. The MOV (Model Output Variables) vector of 
the PEAQ method is mapped to the audio quality degradation scale using two different models: neural networks and 
non-parametric regression. The results of two independent approaches are compared. 

 
Keywords: PEAQ, audio quality degradation, neural network, non-parametric regression. 
 
The manufacturers of radio receivers and other radio 

equipment have to estimate the quality of the new product 
comparing to the existent equipment. Among other things 
the common listening comprehension of the perceived 
degradation with respect to the original (reference) audio 
signal has to be taken into consideration because humans 
with their own listening comprehension are supposed to 
be the main end-users of the designed equipment. Since 

any high-quality reliable subjective assessments are very 
expensive and time consuming it is strongly desired to 
have a tool for automatic perceptual evaluation of the 
audio quality degradation. This is a fundamental idea 
behind the PEAQ method, as specified in ITU-R BS.1387 
recommendation [1]. According to this recommendation 
the PEAQ measurement method is applicable to the most 
types of audio signal processing equipment, both digital 
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and analog. However, it is expected that many 
applications will focus on audio codecs. Test results 
obtained with the help of the PQevalAudio software, 
compliant with the basic model of PEAQ [2], disagree 
with the Mean Opinion Score (MOS) of the test persons. 
The Objective Difference Grade (ODG) of this software 
after appropriate linear rescaling is always significantly 
smaller than MOS. This implies that the PQevalAudio 
estimates the quality of the received (degraded) audio 
signal to be permanently lower than it seems to be for 
subjects from a test group. One of the obvious reasons is 
that the human requirements for audio files (signals) 
degraded by audio coding (recoding) are significantly 
higher than the requirements for files degraded by the 
entire radio transmitting-receiving process. 

The output of the software is not only the final ODG 
value, but also 10-dimensional Model Output Variables 
(MOV's) combined using a neural network to give the 
ODG value [2]. Our goal is to create a new model having 
MOV’s as the input variables and to train it on the basis 
of our test group subjective estimations to be able to use 
the whole algorithm for automatic perceptual evaluation 
of transmitted through the radio channel audio quality 
degradation. We have chosen two different approaches for 
MOS approximation: neural network [3] and non-
parametric regression model [4]. The performance of both 
algorithms on the test set is compared and the conclusions 
are presented in the corresponding section. 

Alignment of Reference and Received Audio 
Signals. All test audio files are divided into two unequal 
parts. The smaller one consists of artificially simulated 
audio signals degraded by the additionally applied noise 
signals of different types, which sound more or less real 
comparing to the radio noise. The second part of the test 
audio material was obtained under conditions maximally 
close to the real situation – the reference short audio files 
were captured from various Internet radio stations with 
acceptable quality which were aired at the same time 
(with a small time delay) in our local area. Degraded 
audio files were captured from the corresponding radio 
stations in different conditions: inside the buildings and 
outside, in the driving car. 

PQevalAudio software assumes two input audio 
signals (reference and degraded) to be time and gain 
aligned. Therefore, all the files are aligned even before 
the subjective assessment stage to be more accurate, when 
finding the dependency between MOS and MOV's. 

Variable Delay Compensation. The reference and 
degraded files transmitted through the radio channel have 
not only a constant delay between each other, but also a 
variable delay changing through the entire audio signal. 
The constant delay is calculated as a maximum value of 
the cross-correlation function. The variable delay 
compensation is an increasingly complex process. Both 
reference and degraded stereo files are first converted into 
monaural ones and then divided into blocks of chosen 
length. For each pair of blocks the mean delay is found. 
This vector is then digitally filtered by the use of the 
normalized symmetric Hanning window. The result delay 
vector is then linearly interpolated for each sample and 

the final dynamic shift is performed by the cubic 
interpolation. 

Usually the variable delay seems to have close to 
linear dependency from the time. However, sometimes 
due to the strong sudden noise or other distortions there 
are areas of the variable delay graph, where the curve 
seems to be almost randomly changing. In this case it is 
recommended to approximate linearly such «unreliable» 
areas using the left «trustful» data (see Fig. 1). 

 

 
 

Fig. 1. Variable delay between reference and degraded  
files with and without approximation 

 
In some specific cases the graph of the variable delay 

seems to change randomly. It is statistically estimated that 
in this case it is preferable to ignore the variable delay 
vector. The recognition of such case is automatically 
performed according to the acceptance threshold 0.1,                
i. e. the number of «reliable» data should not be less than 
10 % of all block delays data. The smaller threshold 
would lead to the increasing of the average difference 
between files. 

Gain Alignment. As a first step the reference and 
degraded stereo audio signals are converted into the 
monaural files. This should take into account, that the 
most of the receivers switch the audio to mono in the case 
of poor radio signal. Therefore, processing on the stereo 
signal may lead to a wrong gain calculation because of the 
reference and degraded files difference, caused even only 
by the switching to monaural signal, which can be quite 
pure itself. 

The gain itself is calculated as the absolute value 
average of all samples of the monaural files. The sample 
values of the file yielding a higher gain are linearly 
reduced according to the gain difference. Then, the 
proportional normalization is applied for both files. 

Subjective Assessments. Aligned files have to be 
estimated by the candidates from our test group. They 
should listen at first the reference and corresponding 
degraded audio files and then estimate the degradation of 
the second file with respect to the reference one. In our 
case each candidate has estimated 58 pairs of files, giving 
for every pair one value from the interval [0, 10] accord-
ing to Table. 

All pairs of files and appropriate MOS values are di-
vided into two sets: training set used for model creation 
and the test set (10 pairs from 58). The data from the test 
set are not used for modeling to be honest in evaluating of 
approximation results. 
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Subjective estimation scale 
 

Grade Subjective impression 
0 Program content is not/almost not understandable 
2 Program content is in common understandable, 

irritative noise 
4 Program content is mostly good understandable, es-

pecially when concentrating 
6 Noise is (always) audible, also at the usual loudness 
8 Reception distortion is audible when concentrating 

or at the high loudness 
10 Reception distortion is inaudible even concentrating 

or at the high loudness 
 
Neural Network Training. The modified approach 

for neural network training [5] by means of the genetic 
algorithm [6] is used. Genetic algorithms are global 
optimization stochastic algorithms which do not need the 
knowledge about the function and its derivatives. Only 
the values of the optimized function in the generated 
points are required for optimization [7; 8]. 

In our approach the genetic algorithm is applied two 
times within each iteration. Firstly it is used to optimize 
the weights of all neural nets in the current generation. 
The optimum in our case is the minimal value of the mean 
squared error (MSE) between the neural network output 
and the corresponding MOS values from a training set. 
Secondly the genetic algorithm is used to determine the 
new generation of the neural nets. In order to apply the 
optimization algorithm to a network structure its binary 
representation is used. The training is iterated until the 
stop conditions are satisfied or the break is performed 
manually. 

Non-parametric regression model. Non-parametric 
kernel regression of a static object allows us to build a 
model of this object without any knowledge about the 
structure of the dependency between input (MOV’s) and 
output (MOS) variables. This model can be presented in 
the form of a next function: 
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where ( )  is a kernel function; pc – smoothness 

parameters, 1,p n ; [ ], [ ]x i y i  – input and output 

variables from the training set, 1,i s . 
The kernel function should satisfy certain 

requirements [9] and in our case is chosen to be the 
following function: 
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The only unknown parameters of the algorithm are 
smoothness parameters pc  which should be trained on the 
base of the available data, minimizing Mean Square Error 
(MSE): 
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To minimize this error one could use any optimization 
methods, especially stochastic methods aiming to find a 
global minimum, e. g. genetic algorithm. It is also 
possible to chose one single value of c  and calculate all 
the smoothness parameters in the form of 

(max [ ] min [ ])p p pii
c c x i x i  . The parameter c  should 

be decreased from a fixed value (for instance, 0,5c  ) 
with a fixed small step until the value of the MSE starts to 
increase. To get a better result the found values of 

pc should be adapted. We did a post-adaptation in our 
work manually; however, one could prefer a certain 
optimization method. 

Experimental results. As it was previously men-
tioned, linearly mapped ODG value to the interval        [0, 
10] tends to be significantly smaller than MOS of the 
candidates from a test group (the MSE = 5,428). 

The MSE of the difference between the output of the 
found neural network and MOS values calculated on the 
training data set is equal to MSE = 1,040 and calculated 
on the test data set is even smaller MSE = 0,971. The 
result approximation is at least much closer to the MOS, 
than linearly rescaled ODG software output. 

Non-parametric kernel regression model on the same 
training data has achieved a little bit worse results                
MSE = 1,091 comparing to neural network. However, on 
the not-overlapping test data set the non-parametric model 
performed even better (MSE = 0,910) than our neural 
network. Moreover, it was found out that 6 out of the               
10 sub-optimal smoothness parameters (according to              
10-dimensional MOV’s) are much larger than the scale of 
the data in the corresponding dimensions. This means that 
these 6 input variables do not play any role in the non-
parametric model and therefore could be omitted. We 
created a new non-parametric model on the base of the 
reduced data size (6 variables were ignored) with the 
same left smoothness parameters values (re-training of the 
parameters did not bring any improvement). The result 
model achieved MSE = 1,092 on the training set and  
MSE = 0,906 on the test set that is the smallest achieved 
error on this test set. 

The results of both algorithms, rescaled ODG value 
and the perceptual estimations of the candidates (MOS) 
for 10 values from a test set are presented in Fig. 2. The 
closer the approximation to MOS is, the better the model 
is. Non-parametric regression presented on the graph uses 
only 4-dimensional input data. 

Conclusion and Future Directions. Either the neural 
network or non-parametric regression model in 
combination with the PQevalAudio software can be used 
for the perceptual evaluation of the audio quality 
degradation, transmitted through the radio channel. The 
both approaches are obviously not as precise as the 
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subjective assessments. However, they could be used for 
the mean opinion score approximation. 

 

 
 

Fig. 2. The algorithms comparison 
 

The non-parametric model has achieved slightly better 
results on the test set. The main advantage of this model is 
that we were able to exclude the insignificant features out 
of the model due to the huge values of the smoothness pa-
rameters. The input parameters left in the model are: 
«average block distortion», «distortion loudness», «noise-
to-mask ratio» and «windowed modulation difference». 
The input parameters which were excluded from a model: 
«average modulation differences», «bandwidths of the 
reference and test signal», «harmonic structure of the 
error» and «relatively disturbed frames». The accuracy of 
the MOS approximation can be improved by the use of 

described algorithms trained on the considerably greater 
amount of data and estimated by a higher number of 
people. 
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АЛГОРИТМЫ МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ КООРДИНАТ ПРИ ПОИСКЕ  
ГЛАВНЫХ МИНИМУМОВ МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Построены алгоритмы поиска заданного количества главных минимумов многоэкстремальных функций 

многих непрерывных переменных при активном учете ограничений неравенств. В основе алгоритмов лежит 
разбиение заданной области поиска на подобласти, тяготеющие к требуемым главным минимумам, и после-
дующий поиск в каждой найденной подобласти условного глобального экстремума на основе алгоритмов ме-
тода усреднения координат. Разбиение на подобласти производится также на основе алгоритмов усреднения 
координат путем их последовательных запусков и исключением уже найденных подобластей с помощью до-
полнительных ограничений неравенств. На численных примерах продемонстрирована эффективность работы 
алгоритмов. 

 
Ключевые слова: глобальная оптимизация, главные минимумы. 
 
При решении проблемы многокритериальной оп-

тимизации часто основываются на одном из показате-
лей эффективности и минимизируют (или максимизи-
руют) его, а остальные показатели выдерживают не 
хуже заданных (так появляются дополнительные ог-
раничения неравенства). В ограничения неравенства 
входят также ресурсные и конструктивные ограниче-
ния. При такой оптимизации исследователя интересу-

ет не только положение глобального минимума вы-
бранного показателя эффективности, но и положение 
близлежащих (по величине минимизируемой функ-
ции) минимумов. Указанные минимумы назовем 
главными. 

В работе [1] предложен алгоритм поиска главных ми-
нимумов без ограничений неравенств, в [2, с. 139–143] 
были проведены испытания алгоритма на простейших 
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численных. В работе [3] предложено три эвристиче-
ских способа учета ограничений, основанных на по-
следовательном выборе наилучшей точки в области 
поиска и выделении окрестности вокруг нее. 

В предлагаемой работе рассматривается еще один 
способ выделения подобластей, соответствующих 
главным минимумам, путем многократного запуска 
алгоритмов, основанных на методе усреднения коор-
динат, по всей области поиска с исключением най-
денных областей с помощью добавления дополни-
тельных ограничений неравенств. 

Постановка задачи. Необходимо найти заданное 
количество главных минимумов функции многих пе-
ременных: 

1( ) гл мин, ( ,..., )T
mx X

I x x x x


  .         (1) 
 

Допустимая область X  определяется системой 
ограничений неравенств 

 

1( ) 0, 1,j x j m   .                 (2) 
 

Минимизируемая функция качества ( )I x  имеет 
широкий диапазон свойств. Она может быть много-
экстремальной, разрывной, недифференцируемой, ис-
кажена помехой. Ограничения (2) сужают область по-
иска экстремума. Функции ограничений 

1( ) , 1,j x j m   также могут быть невыпуклыми и не-
дифференцируемыми. Допустимая область может 
иметь вид «узкого жгута». Поиск минимумов осуще-
ствляется только на основе измерений или вычисле-
ний указанных функций: 1( ); ( ) , 1,jI x x j m  . 

Алгоритмы. Три представленных ниже алгоритма 
включают в себя два этапа: первый этап – это разбие-
ние исходной области на подобласти, второй – поиск 
глобального минимума в каждой из найденных по-
добластей. Особенность предлагаемых алгоритмов за-
ключается в том, что на первом и втором этапе ис-
пользуются одни и те же алгоритмы усреднения коор-
динат, но запускаемые в разных областях и с разными 
наборами ограничений. Учет ограничений произво-
дится так же, как и в работе [3]. 

Исследователь задает:  
– исходную гиперпрямоугольную область 0  (с 

центром в 0x  и интервалами 0x ), которая должна 
содержать в себе искомые главные экстремумы;  

– количество исходных пробных точек 0n , равно-
мерно распределенных внутри области 0 ;  

– количество искомых главных минимумов глминn ;  
– количество пробных точек n , вид ядра и степень 

s  его селективности, используемых при поиске гло-
бального минимума в каждой подобласти.  

Первый алгоритм (с использованием пробных то-
чек внутри допустимой области). 

В заданной прямоугольной области поиска 0  по-
следовательно равномерно размещаются пробные 
точки, и из них формируется 0n  точек, попадающих в 
допустимую область (2). Разбиение пробных точек 

( ) 0, 1,ix i n  на группы точек, тяготеющих к главным 
минимумам, производится следующим образом.                 
В пробных точках вычисляется функция качества 

( ) ( ) 0( ) , 1,i iI x I i n  , и на основе алгоритма глобаль-
ной оптимизации (описанного ниже) в области 

1 0 X     отыскивается такая точка 1
минx , которая 

соответствует наименьшей величине исходной функ-
ции качества 

0мин { }
мин ( )

x X
I I x

  
 . Затем вокруг этой 

точки выделяется подобласть некоторого размера, на-
пример 0 /vx c , 1,v m . Обозначим эту подобласть 
как 1

пр  и добавим ее к списку ограничений (2), тем 

самым исключив ее из области 0 . Далее, аналогич-
ным способом, ведется поиск в области 2 1 1

пр\     

и получается область 2
пр  с центром в 2

минx  и т. д. Вы-
деление подобластей осуществляем до тех пор, пока 
их количество не станет равным заданному количест-
ву глминn  главных минимумов или алгоритм не сможет 
выполнить поиск минx  для очередной подобласти. 

Параметр 1c   определяет размеры подобластей и 
задается исследователем пока интуитивно на основе 
размеров исходной области 0 , априорной информа-
ции о функции качества и требуемого количества 
главных минимумов глминn . 

На этом первый этап – разбиение исходной облас-
ти на подобласти – считается завершенным. 

На втором этапе производится отыскание экстре-
мумов в каждой найденной подобласти. При этом к 
неравенствам (2), которые входят в исходную поста-
новку задачи, добавляются неравенства, определяю-
щие прямоугольные подобласти, найденные на этапе 
разбиения исходной области на подобласти. Добавле-
ние таких неравенств не дает алгоритму выходить за 
границы этих подобластей и исключает многократные 
попадания в один и тот же экстремум. 

Опишем алгоритм движения к минимуму на                 
( l  + 1)-м шаге, если на предыдущем шаге был полу-
чен вектор искомых переменных lx : 
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 , 

0, 1, 2,l   ; 
0 0

подоблx x , 0 0
подоблx x   ; [0 , {1, 2, }, 0 ]q q s    , 

 

где ( )
мин мин{ , 1, }iI I i n  , ( )

макс макс{ , 1, }iI I i n  ; 

q  – коэффициент растяжения области варьирования; 
s  – коэффициент селективности ядра ( )sp  ; в пере-
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менных ( )iu , ( )
,мин
i

sp , ( )iI  для упрощения записи опу-

щен номер итерации l ; всегда ( )
мин0 1ig  . Ядра 

( )
,мин
i

sp  нормированы на системе n  пробных точек: 

( )
,мин

1

1
n

i
s

i
p



 . 

Перед совершением ( 1)l  -го рабочего шага для 

получения пробных точек ( )ix , 1,i n , последова-
тельно генерируются точки (равномерно распреде-
ленные) в прямоугольной области lx  с центром в 
точке lx : 

 

( ) ( ) , [ 1; 1], 1, , 1, 2,i l l ix x x u u m i             … 
 

Из них оставляется n  точек, попадающих в допус-
тимую область, задаваемую ограничениями (2): 

0
мин
jx x , 0

пр
jx   , глмин1,j n . В пробных точках 

вычисляется минимизируемая функция ( )iI , 1,i n , и 
на основе этих экспериментальных данных [ ( )ix , 

1, m  , ( )iI , 1,i n ] совершается вышеприведенное 
рабочее движение и пересчитываются размеры облас-
ти поиска.  

Критерием останова процесса поиска обычно             
служит условие уменьшение размера области варь-
ирования lx  до заданной величины: 
max{| |, 1, }lx m     . 

Значения ( )sp g  на интервале изменения 0 1g   
являются неотрицательными, убывающими ядрами. 
Выбор формы и коэффициента s  селективности ядра 
существенно влияет на характеристики поиска гло-
бального минимума. Чаще всего используется сте-
пенное ядро ( ) (1 ) , 1,2,3,...r s

sp g g r   . Коэффици-
ент s  для степенных ядер лежит в широком диапазо-
не целых положительных чисел и подбирается срав-
нительно просто. 

Второй алгоритм (с переходом к штрафной функ-
ции). 

Введем вместо функции качества (1) и ограниче-
ний (2) штрафную функцию:  

 

( )
( ) мин

макс мин

( )
, мин ( )

1
,макс , мин

( )

( )
max , 1, ,

i
i

i
j j i

j j

I II x
I I

x
j J m


 



          



 

01,i n , 0  .                            (4) 
 

Здесь множество ( )iJ  включает только номера тех 
функций ограничений, для которых ограничения на-
рушены: при ( )

11,ij J m   всегда ( )0 ( )i
j x  ; 

( )
мин мин{ , 1, }iI I i n  , ( )

макс макс{ , 1, }iI I i n  ; 
для каждого фиксированного j :  

( ) ( )
,мин мин{ ( ), :0 ( )}i i

j j jx i x     , 
( ) ( )

,макс макс{ ( ), :0 ( )}i i
j j jx i x     . 

Если при некотором j l  множество 
( ){ : 0 ( )}i

li x   пустое, то этот номер l  не входит во 
множество ( )iJ  (для каждого фиксированного i ). Для 
пробных точек, в которых ни одно неравенство не на-
рушено (т. е. множество ( )iJ  пустое) штрафная до-
бавка берется равной нулю. 

Если при некотором j l  множество 
( ){ :0 ( )}i

li x   состоит из одного элемента, то соот-
ветствующий элемент в функции (4), входящий              
под оператор max{} , полагаем равным 1: 

( )
,мин ,макс ,мин[ ( ) ] [ ]i

l l l lx    =1. 
Далее, разбиение на подобласти происходит как 

для первого алгоритма, но пробные точки размеща-
ются равномерно по всей подобласти 0  (а не в ее 
части, как в предыдущем алгоритме) и вместо исход-
ной функции ( )iI  и ограничений ( )( )i

j x  использует-

ся штрафная функция ( )iI  (4).  
После разбиения 0  на подобласти, поиск услов-

ного глобального минимума в каждой из подобластей 
(второй этап) ведется так же, как и в первом алгорит-
ме, но пробные точки размещаются равномерно в ка-
ждой подобласти пр

j , глмин1,j n  без учета ограни-

чений (2) и вместо исходной функции ( )iI  использу-
ется штрафная функция ( )iI  (4). 

Третий алгоритм (с переходом к многомерным 
ядрам). 

Будем учитывать ограничения путем расширения 
вида нормированные ядра ( )i

sp : 

( )
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j
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x
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; 

1,sp  – ядро по оптимизируемой функции; 2,sp  – ядро 
по ограничениям. 

Значения максI , минI , ,максj , ,минj  для каждого 

фиксированного j , а также множество ( )iJ  вычисля-
ются так же, как и для второго алгоритма. 

Если при некотором j l  множество ( )iJ  состоит 
из одного элемента, то аргумент ядра 2,sp  полагаем 
равным 0,75. Это значение было получено эксперт-
ным путем. Если во всех пробных точках неравенства 
(2) не нарушены, то ядра становятся одномерными и 
зависят только от оптимизируемой функции:  

( ) ( ) ( )
1, 1,

1

( ) ( )
n

i i
s s sp p g p g 



  . 
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Таким образом, базовый алгоритм (3) трансфор-
мируется следующим образом: 
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 , 

0, 1, 2,l  …;       0 ; {1, 2, }; 0q q s    . 
 

Разбиение на подобласти производится так же, как 
в первом алгоритме, но пробные точки равномерно 
размещаются по всей области 0 , а точки мин

jx  оты-
скиваются на основе алгоритма (6). 

После разбиения 0  на подобласти поиск мини-
мума в каждой из подобластей ведется также, как и в 
первом алгоритме, но пробные точки размещаются 
равномерно в каждой подобласти пр

j , глмин1,j n  без 
учета ограничений (2), и поиск условного глобального 
минимума в каждой подобласти производится на ос-
нове алгоритма (6). 

Численный пример. Исследуем поведение алго-
ритмов при наличии аддитивной помехи и допусти-
мой области в виде «узкого жгута». Как и в работе [2, 
с. 93], в качестве помехи будем использовать адди-
тивную равномерно распределенную помеху 

[ ; ] [ 1; 1]R R     , принадлежащую интервалу 
[ ; ]   (здесь   определяет уровень помехи). Выбор 
равномерного закона распределения помехи соответ-
ствует наихудшей ситуации, которая, в принципе, 
может встретиться при реальном искажении оптими-
зируемой функции. При этом помеха имеет макси-
мальную приведенную энтропию среди всех непре-
рывных случайных величин (с любым законом рас-
пределения), изменяющихся внутри конечного интер-
вала [ ; ]  . Рассмотрим четырехэкстремальную по-
тенциальную функцию, построенную за счет приме-
нения операции min  к четырем элементарным экспо-
ненциальным потенциалам: 

 

 1,5 1,5
1 2( ) min 3exp{ 3[| 3 | | | ]},I x x x      
2,5 2,5

1 25exp{ 2,5[| 3 | | | ]},x x     
1,2 1,2

1 27exp{ [| | | 3 | ]}x x    , 

2 2
1 210exp{ 2[| | | 3 | ]} .x x                     (7) 

 

Допустимая область имеет вид кольца шириной 
 : 

2 2 2
1 2 (3 )

2
x x 
    и 2 2 2

1 2 (3 )
2

x x 
   .           (8) 

Пространственный вид функции (7) представлен 
на рис. 1. Она имеет минимумы в точках (–3; 0), (3; 0), 

(0; 3), (0; –3) и принимает в них, соответственно, зна-
чения (–3), (–5), (–7), (–10). Линии равных уровней 
функции (7) и допустимая область (8) при 0,4   
приведены на рис. 2. Соответственно, задавая 5  , 
мы получим 100 % помеху. 

Все три вышеописанные алгоритма хорошо справ-
ляются с поиском условного глобального экстремума 
при отсутствии помехи и достаточно узкой допусти-
мой области 0,01  . 

Изменение по итерациям минимизируемой функ-
ции при поиске двух главных минимумов функции (7) 
при ограничениях (8) и 0,01   для всех трех алго-
ритмов отражено на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 1. Потенциальная функция (7) 
 

 
 

Рис. 2. Равные уровни функции (7) и допустимая  
область (8) при 0,4   

 

 
 

Рис. 3. Процесс поиска двух главных минимумов  
всеми алгоритмами 

 
Все алгоритмы ведут себя примерно одинаково и 

отыскивают два главных минимума за 7–8 итераций 
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(рис. 3). Начальная точка поиска находится в малой 
окрестности истинного решения и алгоритмы ее лишь 
уточняют, это обусловлено тем, что еще на первом 
этапе (выделение подобластей) происходит достаточ-
но точная оценка положения главных минимумов. 

Проведем исследование поведения алгоритмов при 
наличии узкой допустимой области ( 0,01  ) и раз-
личных уровнях помехи. Для этого будем менять уро-
вень помехи   от 0 до 5 (от 0 до 100 % помехи) с ша-
гом 1 и усреднять полученные значения на каждом 
шаге по 101 запуску. В качестве меры качества рабо-
ты алгоритмов будем использовать количество попы-
ток размещения пробных точек N  и оценки вероят-
ности отыскания «истинных» главных экстремумов 

*ˆ( )P x x   . 

Первый алгоритм. Считаем, что 0n  = 500, область 
поиска с центром 0x  = (0; 0) и размером 0x  = (4; 4), 

2q  , 1,2q  , ядро по функции качества – парабо-
лическое с коэффициентом селективности 300s  , 
размер выборки при поиске экстремума в подобласти 
n  = 250. Графики, показывающие оценки вероятно-
сти отыскания истинного экстремума и количество 
пробных точек при разных уровнях помехи, представ-
лены на рис. 4.  

Первый алгоритм отыскивает оба экстремума 
практически с вероятностью  1,  но при этом алгоритм  

размещает очень большое число пробных точек: 
1,3·106 (рис. 4). Такое поведение обусловлено струк-
турой ограничений – узкая область в виде жгута не 
дает алгоритму размещать точки нигде, кроме как в 
этой области. Таким образом, алгоритм практически 
гарантированно отыскивает заданные экстремумы, 
даже при 100 % помехе (если ограничений станет еще 
больше, то алгоритм вообще не сможет разместить 
пробные точки за разумное время). 

Второй алгоритм. Зададим такие же параметры, 
как и для первого алгоритма. Штрафной коэффициент 
  = 1,1. Графики, описывающие поведение алгорит-
ма при различных уровнях помехи, представлены на 
рис. 5. 

Второй алгоритм размещает гораздо меньше проб-
ных точек (в 40 раз), чем первый алгоритм (рис. 5). Ве-
роятности отыскания главных минимумов хуже, чем у 
первого алгоритма, но вполне неплохие при таких 
уровнях помехи. Этот алгоритм эффективен и прост в 
настройке. 

Третий алгоритм. Зададим такие же параметры 
алгоритма как и для первого алгоритма. Ядро                   
по функции качества – степенное гиперболическое  
[2, с. 67] степень ядра 2r  , коэффициент селектив-
ности s  = 600, ядро по ограничениям – параболиче-
ское с коэффициентом селективности s  = 100. Гра-
фики, описывающие поведение алгоритма представ-
лены на рис. 6. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость показателей качества работы первого алгоритма от   
 
 

 
 

Рис. 5. Зависимость показателей качества работы второго алгоритма от   
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Рис. 6. Зависимость показателей качества работы третьего алгоритма от   
 
Третий алгоритм работает чуть лучше, чем второй 

алгоритм (рис. 6), но он гораздо более сложен в на-
стройке, так как необходимо настраивать два ядра 
вместо одного (пришлось настраивать не только сте-
пень и селективность ядра, но и его вид). 

Качество работы второго и третьего алгоритма 
можно еще повысить, задав 0n  = 1 000 и n  = 500,            
но это приведет к увеличению количества пробных 
точек. 

Программная реализация алгоритмов. Пред-
ставленные алгоритмы входят в состав пакета гло-
бальной оптимизации Global Optimizer v 2,0, в кото-
ром также представлены основные алгоритмы гло-
бальной оптимизации, базирующиеся на методе ус-
реднения координат. Пакет реализован на языке 
Delphi с использованием среды визуального програм-
мирования Delphi 2010 фирмы Embarcadero 
Technologies и функционирует в операционной систе-
ме из семейства Windows 2 000/XP/Vista/7. 

При проектировании программных алгоритмов 
поиска главных минимумов был использован объект-
но-ориентированный подход. Алгоритмы реализова-
ны как надстройка над алгоритмами поиска глобаль-
ного экстремума [2]. Этот подход позволяет распа-
раллелить поиск главных экстремумов и тем самым 

значительно повысить скорость работы алгоритма. 
Этот вариант требует специальных исследований. 

Алгоритмы поиска главных экстремумов привле-
кают своей простотой, сравнительно небольшими вы-
числительными затратами, высокими точностными 
показателями. Проведенные исследования показали, 
что все три алгоритма примерно одинаково эффек-
тивны при наличии сильной помехи. Наилучшие по-
казатели оказались у второго и третьего алгоритмов – 
они отыскивают главные минимумы с достаточно вы-
сокой вероятностью и при этом размещают разумное 
число пробных точек. 

 
Библиографические ссылки 

 

1. Рубан А. И. Метод непараметрической поиско-
вой оптимизации // Изв. вузов. Физика. 1995. Т. 38,          
№ 9. С. 65–73. 

2. Рубан А. И. Глобальная оптимизация методом 
усреднения координат : монография. Красноярск : 
ИПЦ КГТУ, 2004.  

3. Кузнецов А. В., Рубан А. И. Поиск главных ми-
нимумов многоэкстремальных функций при активном 
учете ограничений неравенств // Техника и техноло-
гии : журн. СФУ. 2010. Т. 3, № 3. С. 335–346. 

 
A. V. Kuznetsov, A. I. Rouban 

 
ALGORITHMS OF COORDINATES AVERAGING METHOD FOR SEARCHING 

OF THE PRINCIPAL MINIMUM OF MULTIEXTREME FUNCTIONS 
 
In the article we propose algorithms for search of the set quantity of the principal minimum of multiextremal func-

tions of continuous variables. The basis of the algorithms is sequential search of global extremum based on coordinates 
averaging method, with subsequent isolation of the found subdomains with the help of additional inequalities con-
straints. On numerical examples we demonstrate the overall effectiveness of the algorithms. 

 
Keywords: global optimization, principal minimum. 

 
© Кузнецов А. В., Рубан А. И., 2010 

 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 42 

УДК 519.2 
Г. С. Лбов, Г. Л. Полякова 

 
МЕТОД ПРОГНОЗИРОВАНИЯ В КЛАССЕ ЛОГИЧЕСКИХ РЕШАЮЩИХ ФУНКЦИЙ* 

 
Рассматривается метод прогнозирования в классе логических решающих функций.  Выбор наилучшего раз-

биения в пространстве переменных осуществляется на основе перебора, использующего идеологию «метода 
ветвей и границ». Эффективность предложенного метода иллюстрируется результатами решения приклад-
ных задач. 
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В статье задача прогнозирования целевой пере-

менной [1–3] решается в классе логических решаю-
щих функций. Особенностями указанной задачи яв-
ляются небольшое число временных отсчетов, необ-
ходимость в «наглядности» получаемых результатов. 
Рассматривается метод прогнозирования в классе ло-
гических решающих функций. При этом выбор наи-
лучшего разбиения в многомерном пространстве пе-
ременных осуществляется на основе перебора, ис-
пользующего идеологию «метода ветвей и границ». 
Предлагаемый метод осуществляет полный перебор 
различных разбиений многомерного пространства пе-
ременных на заданное число прямоугольных облас-
тей. Значительное сокращение перебора всевозмож-
ных вариантов осуществляется путем выбора только 
тех вариантов, которые обеспечивают заданную ста-
тистическую надежность прогнозирования целевой 
переменной для любой прямоугольной области.  

Отметим, что решение подобного рода задач свя-
зано с некоторыми особенностями:  

1) отсутствие априорной информации о распреде-
лениях в пространстве переменных (характеристик);  

2) в трудноформализуемых областях исследова-
тель вынужден включать большое число потенциаль-
но полезных переменных (характеристик) из-за слож-
ности изучаемого явления;  

3) малое число наблюдений (объектов), как прави-
ло, сравнимое с числом переменных;  

4) исследователя при изучении сложных объектов 
нередко интересует не только решение, дающее хо-
рошее качество прогноза, но и сама форма представ-
ления такого решения для получения информации о 
внутренних причинно-следственных связях между 
характеристиками изучаемых объектов.  

При решении статистических задач выявления за-
кономерностей с указанными выше особенностями 
возникает ряд проблем.  

Во-первых, задачи приходится решать в условиях 
отсутствия априорной информации о виде функций 
распределения. Любое предположение (например, о 
нормальности распределения, линейной регрессион-
ной зависимости, независимости переменных, марко-
вости процесса) ставит вопрос о соответствии вы-
бранного предположения истинным ограничениям. 
Как вводить предположения и какие? В этом состоит 
первая проблема.  

Во-вторых, в условиях малого числа наблюдений и 
высокой размерности пространства переменных воз-
никает проблема статистической устойчивости полу-
чаемых решений. Из теоретических исследований вы-
текает, что более сложные функциональные зависи-
мости используются для построения решений, больше 
переменных и меньше число наблюдений (объем вы-
борки), тем больше вероятность получения решения, 
сильно отличающегося от оптимального. Суть про-
блемы устойчивости статистических решений заклю-
чается в следующем. С одной стороны, сильное огра-
ничение на класс решений ставит вопрос об адекват-
ности наших предположений истинному распределе-
нию: чем больше такое несоответствие, тем хуже ре-
шение. С другой стороны, чем более сложный класс 
функций используется при малом объеме выборки, 
тем выше вероятность получить недостоверное реше-
ние. Так, например, может оказаться, что линейная 
функция, заданная на всем множестве переменных, 
будет менее информативной по сравнению с линей-
ной функцией, заданной на подмножестве этих пере-
менных. Таким образом, при построении решения не-
обходимо стремиться к максимальной сложности ис-
пользуемого класса решений (для ослабления ограни-
чений на истинное распределение), но при этом слож-
ность класса решений не должна превышать некото-
рого порога, задаваемого объемом выборки. При ма-
лом объеме выборки класс решений должен иметь 
малую меру сложности. При увеличении объема вы-
борки этот класс должен позволять постепенно уве-
личивать свою сложность, вплоть до получения опти-
мального решения при произвольном распределении. 
Класс решений, обладающий таким свойством, будем 
называть универсальным классом. Вопрос о соотно-
шении сложности используемого класса решений и 
объема выборки  – наиболее важный и трудный в об-
щих теоретических исследованиях, связанных с по-
строением решений на основе ограниченной эмпири-
ческой информации.  

По указанным выше причинам, а именно при от-
сутствии информации о виде распределения, линей-
ной зависимости, наличия малого количества наблю-
дений (объектов) относительно числа переменных 
(характеристик), традиционные статистические мето-
ды оказываются малоподходящими при решении ука-
занных задач. 

 
* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 10-01-00113-а), проект № 09-07-12087-офи_м. Инте-

грационного гранта СО РАН (№ 83).  
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Как показывают теоретические и эксперименталь-
ные исследования [13], построение логико-вероят-
ностных моделей изучаемых явлений на основе такой 
информации оказывается достаточно перспективным 
направлением. Модели представляют собой список 
логических закономерностей, обладающих достаточ-
но высокой прогнозирующей способностью. Кроме 
того, в отличие от классических методов статистиче-
ского анализа результаты в рамках указанной модели 
представляются на языке, близком к естественному 
языку логических суждений, что облегчает интерпре-
тацию результатов.  

Постулируется, что изучаемое явление характери-
зуется лишь небольшим числом закономерностей (не-
сколько десятков). Для решения поставленной задачи 
был использован как алгоритм ТЕМР [3], так и его 
модификация. Оба алгоритма обнаруживают все за-
кономерности с заданной прогнозирующей способно-
стью. Ниже приводится описание алгоритма ТЕМР и 
его модификации.  

Алгоритм обнаружения логических закономер-
ностей. Как указывалось выше, при решении каждой 
из 18 задач выявления закономерностей между при-
родными факторами и заболеваемостью клещевым 
энцефалитом имеем таблицу данных { },i iT x y   где 

1 12( ),i i ix x … x    1 18.i …    Так как объем выборки 
( 20N  ) является весьма малым, а размерность про-
странства переменных относительно велика (от 12          
до 48), статистически надежные закономерности мо-
гут быть получены лишь при огрублении статистиче-
ского материала. 

В данном случае диапазон значений каждой пере-
менной разбивается на ряд интервалов. Интервалы 
переменной Y назовем образами. Из исходной табли-
цы T создаем таблицу { },i iv z u   где z и u  соответ-
ствующие интервалы переменных x и y.  

Для каждого сочетания переменных 1 12z … z   пе-
ребираются все наборы интервалов рассматриваемого 
подмножества переменных (логические высказыва-
ния, в данном случае конъюнкции). Пример конъ-
юнкции интервалов:      5 7 112 1 3 .S z z z       
Естественно, ее можно записать через границы интер-
валов указанных переменных, что и делается при опи-
сании результатов изучения влияния природных фак-
торов на заболеваемость клещевым энцефалитом.  

Логические закономерности определяются  от-
дельно для каждого образа-интервала Y. Для этого об-
раз с номером  s, 1 ,s … k    назовем первым образом, 
а объединение всех остальных – вторым образом. 
Обозначим конъюнкцию через ( ),S a E  где a – имя 
объекта (номер переменной); E – некоторая область 
многомерного пространства переменных. Если набор 
значений переменных для рассматриваемого объекта 
принадлежит области E, то будем говорить, что 

( )S a E  для этого объекта принимает значение «ис-
тина», иначе – «ложно». Для любой конъюнкции 

( )S a E  можно определить по таблице данных  v чис-

ло объектов первого образа (1 )N S  и число объектов 
второго образа (2 ),N S  на которых указанная конъ-
юнкция истинна.  

Конъюнкцию ( )S a E  назовем логической зако-
номерностью ,S   характеризующего первый образ, 
если выполняются неравенства    

(1, ) (2, ), ,
(1) (2)

N S N S
N N

     
 

где δ и β – некоторые параметры, 0 1.      Чем 
больше  δ и меньше  β, тем сильнее логическая зако-
номерность. Множество всех закономерностей обо-
значим через .S   Конъюнкцию ( )S a E  называем по-
тенциальной логической закономерностью для перво-
го образа (обозначим ее через   S  ), если выполняют-
ся неравенства    

(1 ) (1) (2 ) (2)N S N N S N       
 

Множество потенциальных закономерностей обо-
значим через   .S   Очевидно, что из S S   можно, 
вообще говоря, получить закономерность  S   после-
довательным присоединением предикатов, т. е. 

( )jS J a E …    . Если для некоторой конъюнкции 
( )S a E  выполняется неравенство (1 ) (1) ,N S N     

то конъюнкция  S по определению не является зако-
номерностью и присоединение к ней какого-либо 
предиката не даст закономерности (множество таких 
конъюнкций обозначим через  S). Таким образом, лю-
бая конъюнкция  ( )S a E  может быть трех типов: ,S   
S   и  S.  

Назовем конъюнкцию 
1

( ) ( ) ( )
mj jS a E J a E … J a E       

конъюнкцией длины  m, где jE  область значений пе-
ременной .jZ   

Алгоритм обнаружения логических закономерно-
стей состоит в последовательном выполнении сле-
дующих шагов.  

Шаг 1. Рассматриваются всевозможные конъюнк-
ции длины 1, т. е. конъюнкции вида ( ) ( ),jS a E J a E    

,j jE W  1 .j … n    Если ( ) ,S a E S    то она включа-
ется в список закономерностей и соответствующее 
подмножество  jE  исключается из дальнейшего пере-
бора; если ( ) ,S a E S    то соответствующее подмно-
жество  jE  оставляется для дальнейшего перебора; 
если ( ) ,S a E S   то соответствующее подмножество 

jE  исключается из дальнейшего перебора. Обозначим 

через 1
jW  множество подмножеств ,jE  оставленных 

для дальнейшего перебора после выполнения шага 1 
алгоритма.  

Шаг 2. Рассматриваются всевозможные конъюнк-
ции длины 2, т. е. конъюнкции вида 

( ) ( ) ( ),j lS a E J a E J a E      ;j l  1,j jE W  1.l lE W  

Если S S   или ,S S   то соответствующие подмно-
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жества   jE  и  lE  исключаются из дальнейшего пере-

бора. Если ,S S   то соответствующая конъюнкция 
включается в список закономерностей.  

Шаг 3. Рассматриваются всевозможные конъюнк-
ции длины 3, т. е. конъюнкции вида 

( ) ( ) ( ) ( ),j l mS a E J a E J a E J a E        ,j l m   

;j m  2 ,j jE W  2 ,l lE W  2 ,m mE W  где 2
jW  содержит 

подмножества  ,jE  оставленные для перебора после 
шага 2 алгоритма. Далее аналогично рассматриваются 
конъюнкции длины 4, 5 и т. д.  

Предполагается, что реальные таблицы данных та-
ковы, что число элементов множества m

jW  резко 
уменьшается с увеличением числа шагов  m, а также, 
что уже при небольшом числе шагов происходит ос-
танов программы. Из схемы алгоритма следует, что с 
его помощью обнаруживаются все логические зако-
номерности, характеризующие s-й образ. Последова-
тельно применяя данный алгоритм для каждого из  k 
образов, получаем k списков логических закономер-
ностей: 

1

1 1
1 1{ } { }.

k

k k
d dS … S … S … S       Сделаем сквозную 

нумерацию полученных закономерностей: 1 ,dS … S   

где 
1

.
k

s
s

d d


  Заметим, что при малых значениях  β  

( β 0 ) и больших значениях  δ  ( δ 1 ) логических 
закономерностей может не быть; при фиксированном 
малом  β  (например, β 0 05  ) при уменьшении  δ  
( δ β ) число закономерностей может резко возрас-
тать, а их качество падать. Поэтому при фиксирован-
ном значении  β  необходимо выбрать такую величи-
ну  δ,  чтобы число закономерностей было небольшим 
(например, десять закономерностей на каждый образ). 
Этой цели можно достигнуть последовательно 
уменьшая  δ  с некоторым шагом δ.  По критерию 

δ βF    можно упорядочить полученные законо-
мерности по их вероятностной прогнозирующей спо-
собности. 

Особенность модифицированного алгоритма 
ТЕМР состояла в переборе всевозможных конъюнк-
ций сразу заданной длины, указанной в параметрах 
алгоритма, и нового критерия качества дерева реше-
ний.  

Метод решения задачи прогнозирования. Рас-
смотрим задачу прогнозирования [3–6] для каждой 
переменной Yl, l = 1, …, m, отдельно, т. е. определим 
решающую функцию F набором функций { 1,f …,         

,lf  …, },mf  где lf  – отображение из B в .
lYD  Построе-

ние функции  lf  осуществляется в два этапа [4–6].   
Этап  I. На основе временного ряда q для фикси-

рованного номера  d, d  {1, …, R}, и фиксированного 
номера  l организуется обучающая выборка в виде 
таблицы данных { , },d

d lv x y    = R + 1, …, N.        
По таблице данных  vd строим логическую решаю-

щую функцию <αd, r(αd)> с разбиением 
1{ , , ..., }dMt

d d d dE E E   множества 
1

j

n

X
j

D D


  на  Md 

подмножеств (с помощью алгоритма обнаружения ло-
гических закономерностей). Введем новую перемен-
ную  Zd с множеством значений {1, ..., , ..., }

dZ dD t M  
следующим образом: если предыстория 

1( , ..., ) ,d d t
n dx x E    то zd = t. Указанные выше вычис-

ления проводятся для всех номеров предысторий           
(d = 1, …, R). Результатом первого этапа является на-
бор разбиений (α, …, αd, …, αR) и соответствующий 
ему набор переменных (Z1, …, Zd, …, ZR). Это позво-
ляет для любого момента времени t,  = R + 1, …, N, 
n-мерную предысторию длины  R, представленную 
набором (x–R, …, x–d, …, x–1), x–d  D, задать             
в виде одномерной последовательности 

1( , ..., , ..., ),R dz z z z     .
dd Zz D    

Этап II. Временному n-мерному ряду { },v
jq x             

j = 1, …, n, v = 1, …, N ставится в соответствие табли-
ца данных { , },lv z y    = R + 1, …, N. По таблице  v 

строится логическая решающая функция  ,lf  которая 
позволяет прогнозировать значение переменной  Yl по 
предыстории длины  R, l = 1, …, n. Заметим, что зада-
ча прогноза для любого набора 

1 1{ , ..., } { , ..., },
mi i nY Y X X m = 1, …, n решается анало-

гично. 
Из-за сложности статистической задачи (много-

мерность, нестационарность, малое число наблюде-
ний) возникла необходимость в «огрублении» стати-
стической информации (использовалось небольшое 
число интервалов значений переменных, включая и 
показатель заболеваемости).  

Совместный анализ климатических и астрофизи-
ческих факторов в природных очагах клещевого эн-
цефалита проводился на основе следующей статисти-
ческой информации: температура воздуха (ТВ), отно-
сительная влажность воздуха (ОВВ) в приземном 
слое; количество осадков; данные солнечной радиа-
ции: прямой радиации на горизонтальную поверх-
ность, прямой радиации на перпендикулярную по-
верхность, отраженной радиации; заболеваемость лю-
дей клещевым энцефалитом. Исследование влияния 
взаимозависимых природных факторов  на заболе-
ваемость людей клещевым энцефалитом заключалось 
в совместной статистической обработке 12 временных 
рядов. Каждый временной ряд представлял собой на-
бор значений среднемесячных показателей перечис-
ленных 6 природных факторов и годовых значений 
заболеваемости людей в течение 20 лет (с 1991 по 
2010 гг.). Таким образом, каждому природному фак-
тору соответствовала таблица из 12 столбцов (пере-
менные X1, …, X12) и 20 строк (наблюдения или объ-
екты). Для каждой строки указывается количество за-
болевших за год (переменная Y). Требовалось найти 
статистические закономерности (взаимосвязи) между 
всеми X1, …, X12 и Y. В силу того, что природных фак-
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торов – 6, а рассматриваемых регионов – 3, возникает 
18 задач выявления закономерностей, решение кото-
рых и представлено в данной работе. 

При решении задачи алгоритмом ТЕМП [4; 5] зна-
чения показателя заболеваемости были разделены на 
2 диапазона: 1 диапазон соответствовал низкому 
уровню заболеваемости от 2 до 17 человек на 100 ты-
сяч населения, 2 диапазон – высокому уровню заболе-
ваемости от 17 до 62 заболевших на 100 тысяч насе-
ления. Это дало возможность обнаружить логические 
закономерности, как правило, включая конъюнкции 
значений не более трех переменных для прогноза 
уровня заболеваемости. При решении данной задачи 
модифицированным алгоритмом ТЕМП [6] количест-
во образов (диапазонов значений целевой перемен-
ной) задавалось равным k, где k > 2. 

Приведем некоторые из полученных закономерно-
стей. 

Высокий уровень заболеваемости КЭ возникает 
при совместном (одновременном) выполнении усло-
вий: «ТВ в январе – от –20 до –11°C» и «ТВ в августе – 
от 15 до 18,7 °C» и «ТВ в октябре – от 2,1 до 5,6 °C». 

Высокий уровень заболеваемости КЭ определяется 
совместным выполнением условий: «ОВВ в феврале – 
от 72,5 до 83,5 %» и «ОВВ в апреле – от 58 до 73 %» и 
«ОВВ в декабре – от 79,8 до 85 %». 

Полученная нами оценка заболеваемости КЭ в 
НСО в 2009 г. имела значение 7 человек на 100 тысяч 
населения, реальная заболеваемость составила 6,5 че-
ловек на 100 тысяч населения. 

Предложен метод прогнозирования целевой пере-
менной на основе обнаружения логических законо-
мерностей на обучающей выборке, который включает 
перебор различных разбиений многомерного про-
странства переменных на заданное число прямо-
угольных областей. Значительное сокращение пере-
бора всевозможных вариантов осуществляется путем 

выбора только тех вариантов, которые обеспечивают 
заданную статистическую надежность прогнозирова-
ния целевой переменной для любой прямоугольной 
области.  

Эффективность предложенного метода иллюстри-
руется результатами решения прикладной задачи, со-
стоящей в исследовании влияния природных факто-
ров на заболеваемость клещевым энцефалитом насе-
ления Новосибирской, Иркутской областей и Респуб-
лики Горный Алтай. 
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УДК 519.234 
 

А. В. Маер, В. А. Симахин  
 

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ДАТЧИКИ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ  
СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 
Рассмотрены алгоритмы непараметрических датчиков случайных стационарных процессов. На основе не-

параметрических алгоритмов прогноза находится интервал зависимости случайного процесса. 
 
Ключевые слова: датчик, непараметрический, прогноз, процесс, моделирование. 

 
Методы статистического имитационного модели-

рования нашли широкое распространение как в науч-
ных исследованиях, так и в технических приложени-
ях. Именно с их помощью удается получить выводы 
при исследовании сложных систем, зависящих от 
большого числа случайных факторов (переменных, 
показателей, элементов). Особая роль при таких ис-
следованиях отводится датчикам случайных величин, 
которые должны адекватно отражать суть физических 
явлений, характерных для случайных процессов, уча-
ствующих в исследовании. Определение функции 
распределения случайного процесса фактически оп-
ределяет задание математической модели физическо-
го явления и тем самым определяет адекватность по-
лучаемых решений. Обычно, исходя из физических 
или интуитивных соображений, выбирают некоторое 
стандартное распределение ( ( ), ),G x t 


 а затем по обу-

чающей выборке 1, ..., Nx x оценивают неизвестный па-

раметр 


 и проверяют по некоторым критериям адек-
ватность параметрической модели, например, линей-
ной авторегрессии (АР), скользящего среднего (МА), 
АРМА, ARCH, GARCH и т. д. – параметрический 
подход. Понятно, что при этом задается вид парамет-
рической модели и распределение случайных помех. 
Построить датчик случайного процесса в данном слу-
чае не представляет трудностей. Но при параметриче-
ском подходе имеется ряд трудноформализуемых мо-
ментов (например, выбор вида параметрической мо-
дели процесса и распределения ( ( ), ),G x t 


 критерия 

адекватности, интервала зависимости и т. д.). Но не-
обходимо понимать, что любая ошибка в задании ап-
риорной информации о виде модели и распределения 

( ( ), )G x t 


 приводит к неизвестному смещению при 
окончательных выводах. Именно этот момент и вы-
зывает значительный интерес к непараметрическому 
подходу, когда вид распределения ( ( ))F x t случайного 
процесса X(t) априори считается неизвестным. Дейст-
вительно, выборка 1, ..., Nx x  в виде эмпирических 
функций распределения ( ( ))NF x t  несет информацию 
о неизвестном распределении ( ( ))F x t  случайного 
процесса X(t). Следовательно, возможно построение 
датчиков на основе непараметрических оценок 

( ( )).NF x t  Такие датчики назовем непараметрически-
ми. Интерес к непараметрическим датчикам случай-

ных величин в математической статистике особенно 
вырос с появлением такого статистического метода, 
как бутстреп [1], который получил широкое распро-
странение [2]. Как известно, в математической стати-
стике большинство результатов исследований носит 
асимптотический характер. Желание узнать свойства 
статистических процедур при конечных объемах вы-
борки N с помощью метода статистических испыта-
ний и породило бутстреп-метод [1]. В последние де-
сятилетия исследования в области создания бутстреп-
процедур сосредоточены на создании непараметриче-
ских датчиков случайных процессов [3; 4]. В рамках 
этого направления был предложен ряд непараметри-
ческих датчиков случайных процессов: блочный бут-
стреп, решетчатый бутстреп, локальный бутстреп. Но 
то, что хорошо для исследования статистических про-
цедур в задачах математической статистики, в боль-
шинстве случаев не совсем приемлемо в задачах ста-
тистического моделирования, где требуются большие 
массивы случайных неповторяющихся чисел. При 
блочном бутстрепе нарушается структура статистиче-
ской зависимости, решетчатый бутстреп – это факти-
чески параметрический датчик, локальный бутстреп 
основан на непараметрической регрессии и создает 
датчик, имитирующий исходную выборку [3].  

В данной работе рассмотрены основные принципы 
построения непараметрических датчиков случайных 
процессов на основе непараметрических оценок ус-
ловных функций распределения. 

Постановка задачи и алгоритм датчика. Пусть 
(x)t – стационарный в узком смысле случайный про-
цесс, удовлетворяющий условию слабой зависимости 
[5] с функцией распределения ( ( )).F x t  В реальных 
задачах бесконечномерная функция распределения 

( ( ))F x t  представляется в виде k-мерной ( )k kF t


 с ко-
нечным интервалом зависимости. 

Пусть 1, ..., Nx x  – выборка из ( )X t  с неизвестной 

функцией распределения ( ( )),F x t  1( , ..., )T
kX X X


 – 

k-мерная случайная величина с функцией распределе-
ния ( ).k kF t


 Обозначим через 1( / ), 1,j j jF t t j k 


 ус-

ловные функции распределения случайной величины 
,X


 1 1 1( ) ( / ), 1,j j jF t F t t j 


 1 1 1( , ..., ) .T
j jt t t 


 
Для построения непараметрических датчиков вос-

пользуемся стандартным методом генерирования слу-
чайных векторов с помощью преобразования [6] 
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                      (1) 

 

Как известно [6], случайные величины 1, ..., kU U  
будут независимы и равномерно распределены         
на [0; 1]. С помощью обратного преобразования 
системы (1) и получают датчики случайных             
векторов. Метод получения непараметрических 
датчиков заключается в следующем. Вместо              
неизвестных 1 1 1( ), ..., ( / )k k kF X F X X 


 в систему (1) 

подставляются их непараметрические оценки 

1 1 1( ), ..., ( / )N kN k kF X F X X 


 и затем решается система 

типа (1). Для реализации данного метода необходимо 
выполнение следующих условий: 

– оценки 1 1 1( ), ..., ( / )N kN k kF X F X X 


 должны быть 

из класса непрерывных непараметрических оценок 
условных функций распределения; 

– преобразование типа (1), где вместо неизвестных 

1 1 1( ), ..., ( / )k k kF X F X X 


 стоят их оценки  

1 1 1( ), ..., ( / ),N kN k kF X F X X 


 должно также асимптоти-

чески приводить к независимым и равномерным в           
[0; 1] случайным величинам 1, ..., ;kU U  

– так как решение системы типа (1) сводится к на-
хождению непараметрических оценок условных кван-
тилей распределения 1( / ),jN j jF X X 


 то необходимо, 

чтобы эти оценки сходились по вероятности к кван-
тилям распределения 1( / ).j j jF X X 


 

Для этого воспользуемся непараметрическими 
оценками условных функций распределения [5]: 

 

1( / ) ;jN
jN j j

jN

A
F t t

B 


                          (2) 

1

1
1 1

1 ;
jN j

j j i
jN j

iN N N

t x t xA G K
Nh h h


 


 

   
    

   
   

1

1
1 1

1 ,
jN j

i
jN j

iN N

t xB K
Nh h


 


 

 
  

 
  

 

где K  – ядерные функции [6]; ( )G u  – симметричная 
функция распределения; 0, , .k

N Nh N h N     
При некоторых условиях регулярности на 
( ), ( ), ,k k NF x K u h

  ( )G u  можно доказать [5]: 
1) 1( / )jN j jF t t 


 Pr 1( / );j j jF t t 


 

2) вектор 1 1 1( ( ), ..., ( / ))T
N kN k kN T t T t t 


 имеет асим-

птотически нормальное распределение с нулевым 
вектором средних  и диагональной корреляционной 
матрицей 

 

2 1
1 1 1( ) ( / ) 1 ( / ) ,j j

N j j j j j jh Q f t F t t F t t
       
  

 
 

где 1 1 1( / ) ( ( / ) ( / )),j
jN j j N jN j j j j jT t t h F t t F t t   

  
 

2 ( ) ,K u du Q    (т. е. асимптотически 

1 1 1( ), ..., ( / )N kN k kF t F t t 


 – независимы); 

3) пусть j  квантиль уровня р условной функции 

распределения 1( / ),j j jF t t 


 тогда jN Pr ,j  где 

jN  – оценка условного квантиля, удовлетворяющего 

уравнению 1( / ) , 0 1.jN jN jF t p p   


 
Данные теоретические результаты и позволяют 

практически создавать алгоритмы непараметрических 
датчиков стационарных случайных процессов. Для 
этого необходимо использовать алгоритм стохастиче-
ской аппроксимации нахождения корня уравнения 

1( / )jN j jF t t p 


 одной переменной jt  при фиксиро-

ванном векторе 1.jt 


 Рассмотрим алгоритм получения 

одного многомерного случайного числа 

1( , ..., ) .T
kx x x  

  Пусть 1, ..., ku u – равномерные на             
[0; 1] числа. Генерируем 1u  и решаем уравнение 

1
1 1 1 1 1 1( ) ( ).N NF x u x F u      В результате получаем 1 .x  

Данный алгоритм давно используется для получения 
одномерных случайных чисел. Генерируем 2u  и ре-

шаем уравнение 1
2 2 1 2 2 2 2 1( / ) ( / ),N NF x x u x F u x        

генерируем ku  и решаем уравнение 
1

1 1( / ) ( / ).kN k k k k kN k kF x x u x F u x    
   
   На j такте необ-

ходимо решить уравнение 1( / )jN j j jF x x u 
 
  относи-

тельно ,kx  при условии, что известно число 

1 1 1( , ..., )T
j jx x x  
 
  вида  
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   (3) 

 

В результате, при заданном интервале зависимо-
сти k, мы получаем начальные значения 1 , ..., kx x  слу-
чайного временного ряда. Для получения следующего 
значения 1kx

 при заданных 1 , ..., kx x  генерируем 1ku   и 
решаем уравнение 
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      (4) 

 
 

Алгоритмы (3), (4) зависят от выбора ядерных 
функций ( ),G u  ,K  параметра размытости ,Nh  ин-
тервала зависимости k. Выбор ядерных функций 

( ),G u  K  и параметра размытости Nh  хорошо иссле-
дован в рамках непараметрической статистики (на-
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пример, в [5]) и в рамках данной статьи не рассматри-
вается. Выбор интервала зависимости k является дос-
таточно критичным во всех бутстреп-процедурах ге-
нерации re-выборок случайных процессов (длина 
блока в блочном бутстрепе, порядок АР-модели) и, 
несмотря на многочисленные исследования, остается 
достаточно субъективным. В данной работе предлага-
ется алгоритм нахождения параметра k, основанный 
на непараметрических алгоритмах прогноза [7], кото-
рый может быть использован в разных бутстреп-
процедурах. Возьмем простой непараметрический ал-
горитм прогноза регрессионного типа [5; 7]. Алго-
ритм нахождения параметра k заключается в следую-
щем. На основании первых значений ряда 

1,..., ,1jx x j k   делаем прогноз следующего значе-

ния 1.jX   Образуем квадрат невязок прогноза 

2
1

1
( ) ( ) .

N

j i
i j

Q j X x
 

   Значение параметра k находим 

из условия минимума ( )Q j  (для циклических гетеро-
скедастических случайных процессов наблюдается 
минимум) или ( ) ,Q j l  где l задается пользователем. 

Моделирование. Для теста возьмем случайный 
стационарный процесс  

 

( ) sin( ) ,X t A t b      
 

где   равномерная на  0; 2  случайная величина;          
b – константа уровня помех;   – стандартная нор-
мальная величина. Вначале определялся интервал за-
висимости k. На рис. 1, 2 приводятся зависимости 

( )Q j  (рис. 1. – без помех; рис. 2. – с помехой b = 0,1;              
N = 100), из которых следует, что интервал зависимо-
сти процесса без помех равен 2, с помехами  5. 

 

   
 

Рис. 1 
 
Без помех: 1 ( )NF t  получается равномерным на [–1; 1]; 

2 1( / )NF t t  получается двухточечным; 3 1 2( / , )NF t t t  вы-
рождается в сингулярное. Моделировались и другие 
процессы, но наглядность, как в тестовом примере, 
существенно снижается.  

 
 

Рис. 2 
 

Таким образом, в работе предложен метод генера-
ции случайных процессов, основанный на классиче-
ской схеме генерации (3) с использованием непара-
метрических оценок условных функций распределе-
ния. 

Предложен метод нахождения интервала зависи-
мости на основе непараметрических оценок прогноза. 
Данный метод может быть использован в качестве 
блока адаптивной настройки в классических бутст-
реп-процедурах (блочный бутстреп, локальный бутст-
реп). 

К недостаткам предложенного метода следует от-
нести большую вычислительную емкость. Хотя моде-
лирование производилось на кластерах, требуется 
большая вычислительная производительность. Сейчас 
рассматривается реализация таких алгоритмов в ней-
росетевом базисе. 
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ПОСТРОЕНИЕ МНОГОМЕРНЫХ ДИСКРЕТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
С ЗАДАННОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ СТРУКТУРОЙ 

 
Рассмотрены методы воспроизведения многомерного дискретного распределения с заданной корреляцион-

ной структурой и маргинальными распределениями. Для воспроизведения используются смеси базовых распре-
делений и решение некоторых оптимизационных задач. 

 
Ключевые слова: дискретное распределение, корреляция, копула, смесь. 
 
Пусть заданы нормальные распределения со сред-

ними значениями μ1, …, μd и стандартными отклоне-
ниями σ1, …, σd. Для произвольной корреляционной 
матрицы R существует единственное многомерное 
нормальное распределение, обладающее такими мар-
гинальными распределениями и корреляционной мат-
рицей. Хорошо известный алгоритм воспроизведения 
соответствующего случайного вектора X = (X1,…, Xd) 
основан на факторизации ковариационной матрицы. 

Обозначим 
1

2

0 0
0 0

0 0 d

 
   
 
  




   


 

 

диагональную матрицу со стандартными отклонения-
ми на диагонали, тогда C = ΛRΛ является ковариаци-
онной матрицей распределения вектора X. Будучи не-
отрицательно определенной и симметричной, кова-
риационная матрица C может быть представлена в 
виде 

C = A′A                                     (1) 
 

с некоторой матрицей A, причем последняя определя-
ется не одним образом. Примерами такого представ-
ления являются разложение Холецкого и ортогональ-
ное разложение. 

При наличии разложения (1) вектор X воспроизво-
дится из стандартного нормального случайного век-
тора Z по формуле 

X = A′Z.                                  (2) 
 

Действительно, для Z справедливо EZZ′ = I, где I – 
единичная матрица соответствующего размера, по-
этому EXX′ = E(A′ZZ′A) = A′(EZZ′)A = A′A = C, так 

что X обладает требуемой ковариационной структу-
рой. 

В случае, когда компоненты X имеют фиксирован-
ные дискретные распределения, аналогичный метод 
оказывается неприменимым. Во-первых, заданным 
маргинальным распределениям и ковариационной 
матрице соответствуют, вообще говоря, многие мно-
гомерные дискретные распределения. Может оказать-
ся и так, что подходящее многомерное распределение 
не существует. 

Во-вторых, алгоритм вращения (2) не сохраняет 
дискретную решетку значений, на которой задано рас-
пределение. 

В работах [1; 2] анонсированы методы воспроиз-
ведения двумерного дискретного распределения с за-
данными маргинальными распределениями и корре-
ляцией, основанные на смесях некоторых базовых 
распределений и минимизации уклонения от незави-
симого распределения. В настоящей работе предлага-
ется обоснование этих методов. 

Описание двумерного дискретного распреде-
ления. Пусть размерность d = 2. Обозначим                 
K = {1,…,m} × {1,…,n}. Дискретное распределение 
вектора X = (X1, X2)′ задается на прямоугольной сетке 
значений {x11,…, x1m}×{x21,…, x2n} в виде P(X1 = x1i;  
X2 = x2j) = rij, (i, j)K. Обозначим совместное распре-
деление компонент вектора X: 

 

r = {rij, (i, j) K}.                             (3) 
 

Здесь P(X1 = x1i) = pi, i = 1,…,m и P(X2 = x2j) = qj,          
j = 1,…,n, так что векторы 

 

p = (p1,…,pm),  q = (q1,…,qn)                 (4) 
 

описывают маргинальные распределения компонент. 
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Средние значения 
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j

a EX x q


  ,  

12 1 2 1 2
1 1
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m n
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i j

a E X X x x r
 

  , 
 

стандартные отклонения 
 

2
1 1 1( )E X EX   ,  2

2 2 2( )E X EX    
 

и коэффициент корреляции 
 

1 2 1 2

1 2

( )E X X EX EXc 


 
                           (5) 

вычисляются как обычно. 
Если маргинальные распределения (4) известны, 

то выполняются следующие соотношения: 
 

1

, 1, ,
m

ij j
i

r q j n


   ;                         (6) 

1

, 1, ,
n

ij i
j

r p i m


   .                         (7) 

 

Отметим, что среди m + n уравнений (6), (7) име-
ется лишь m + n – 1 независимых, поскольку сумма 
компонент любого распределения равна 1. 

Если же дополнительно известен коэффициент 
корреляции c компонент X, то справедливо и уравне-
ние 

1 2 1 2 1 2
1 1

m n

i j ij
i j

x x r c a a
 

    .               (8) 
 

Обозначим F(p, q) класс всех двумерных распре-
делений (3) с маргинальными распределениями (4) 
(его еще называют классом Фреше), а Fc(p, q) его под-
класс распределений с корреляцией c. Известно [3], 
что среди всех распределений в F(p, q) наименьшей 
корреляцией cmin = cmin(p, q) обладает антикомонотон-
ное распределение R–(p, q), а наибольшей корреляци-
ей cmax = cmax(p, q) обладает комонотонное распреде-
ление R+(p, q), причем cmin  > –1 и cmax  < 1. Класс 
Фреше представим в виде 

 

min max[ , ]

( , ) ( , )c
c c c

F p q F p q


  .                 (9) 

 

Обозначим еще R0(p, q) независимое распределе-
ние из класса Фреше F(p, q). 

Пример. Пусть на сетке значений 
 

{0, 1, 2} × {0, 1}                        (10) 
 

заданы маргинальные распределения 
 

p = (1/3, 1/2, 1/6), q = (2/5, 3/5).            (11) 
 

Основные характеристики маргинальных распре-
делений равны: 

1 2 1 2
5 3 17 6, , , .
6 5 6 5

a a       
 

Двухпараметрическое представление класса Фре-
ше имеет вид 

2 / 5
1/ 3 1/ 2 7 / 30

u v u v
R

u v u v
  

      
.        (12) 

 

Область допустимых значений параметров задает-
ся неравенствами 

 

0 1/ 3,0 1/ 2,7 / 30 2 / 5u v u v            (13) 
 

и представлена на рисунке. Окружностями на нем от-
мечены антикомонотонное R–(p, q)  

 

0 7 / 30 1/ 6
( , )

1 / 3 4 /15 0
R p q  

  
 

;                (14) 

независимое R0(p, q)  
 

0 2 /15 1/ 5 1/15
( , )

1 / 5 3 /10 1/10
R p q  

  
 

;            (15) 

комонотонное R+(p, q) распределение 
 

1/ 3 1/15 0
( , )

0 13 / 30 1/ 6
R p q  

  
 

.                (16) 

. 

 
 

Допустимая область в плоскости параметров (u, υ): 
––– – некоррелированные компоненты; О (слева направо) – 
антикомонотонное, независимое и комонотонное распреде-

ления; –––– – решения задачи 1 
 

Класс Fc(p, q) описывается в параметрическом 
представлении следующим уравнением: 

 

7 102 2
15 30

v c u   .                      (17) 
 

Некоррелированные распределения лежат на от-
резке прямой, описываемом выражением 

 

7 1 7,
15 15 30

u v u    . 
 

Коэффициент корреляции в данном примере за-
ключен в интервале 

7 8;
102 102

c     
.                       (18) 

 

Критерий близости к независимому распреде-
лению. Теперь сформулируем две задачи выбора из 
всего множества совместных распределений, удовле-
творяющих условиям (6)–(8), единственного распре-
деления, наименее уклоняющегося от независимого 
распределения в смысле критерия 
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 2

1 1

1( ) min
2

m n

ij i j ri j
f r r p q

 

   .         (19) 

 

Задача 1. В первой задаче целевая функция (19) 
минимизируется при ограничениях (6)–(8). 

Функция Лагранжа этой задачи имеет вид 
 

 2

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2
1 1 1 1

1( , , , )
2

.

m n n m

ij i j j ij j
i j j i

m n m n

i ij i i j ij
i j i j

L r r p q r q

r p x x r c a a

   

   

          
 

   
           

   

  

  
 

 

Дифференцируя функцию Лагранжа по всем пере-
менным и приравнивая производные к нулю, получа-
ем уравнение 

 

1 2/ ( )
0, 1, , 1, ,

kl kl k l l k k lL r r p q x x
k m l n

         
   

         (20) 

 

а также выражения (6)–(8). Отметим, что ввиду соот-

ношения 
1 1

1
m n

i j
i j

p q
 

    в системе (6)–(8) одно из 

уравнений, например первое, является следствием ос-
тальных, и его можно отбросить вместе с соответст-
вующим множителем Лагранжа 1 . Для решения по-
лученной системы уравнений выразим элементы мат-
рицы r из уравнения (20) в виде функции множителей 
Лагранжа , ,   : 

 1 2 0,( , )ij i j j i i jr p q x x i j K        .     (21) 
 

Подставив полученное выражение в уравнения 
(6)–(8), имеем: 

2 1
1 1

0, 2,
m m

j i j i
i i

m x x j n
 

          ;           (22) 

1 2
1 1

0, 1,
n n

j i i j
j j

n x x i m
 

          ;         (23) 

  1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

m n

i j i j j i i j
i j

x x p q x x c a a
 

         . 

Обозначив 2 2
1 1 2 2 12 1 2

1 1 1 1

, ,
m m m n

i j i j
i j i j

s x s x s x x
   

      , 

преобразуем последнее уравнение к виду 

1 2 2 1 12 1 2
1 1

n m

j j i i
j i

s x s x s c
 

          .         (24) 

Обозначим In единичную матрицу размера n×n, а 
Jmn – прямоугольную матрицу размера m × n, все эле-
менты которой равны 1. Далее обозначим 

2 122 2 11 1( , , ) ', ( , , ) 'n mx x x x x x   . В системе уравне-
ний (6)–(8), как уже отмечалось, первое уравнение яв-
ляется следствием остальных, поэтому его можно от-
бросить. Кроме того, в полученной системе m + n 
уравнений относительно m + n + 1 неизвестных одну 
из неизвестных можно выбрать произвольным обра-
зом. Мы будем полагать 1 0  , что соответствует от-
брасыванию первого столбца в матрице системы. По-

сле этих операций система уравнений запишется в 
виде 

A b  ,                                     (25) 
 

где неизвестные множители Лагранжа обозначены 
 

2 1( , , , , , , ) ',n n                       (26) 
 

а матрица системы А и вектор правых частей имеют 
вид 

21 1, 1

1, 1 2
' '
2 11 2 12

n n m

m n m

mI J s x

A J nI s x

s x s x s

 



   
 

    
     

,     1 20, ,0,b c   . 

 

Квадратная система линейных уравнений (25) 
имеет единственное решение (26), добавляя в которое 
значение λ1 = 0, из (21) вычисляем искомое распреде-
ление. 

Задача 2. Целевая функция (19) минимизируется 
при ограничениях (6)–(8) и 

 

0,( , )ijr i j K  .                        (27) 
 

Аналитическое решение этой задачи в общем виде 
недоступно, однако численные методы позволяют 
эффективно решать ее. Приведем решения для рас-
смотренного примера. 

Максимальному значению max 8 / 102c c   соот-
ветствует решение 

 

1/ 3 1/15 0
0 13 / 30 1/ 6

r  
  
 

, 
 

которое, как нетрудно заметить, представляет собой 
комонотонное распределение (16). 

Минимальному значению min 7 / 102c c    со-
ответствует решение 

 

0 7 / 30 1/ 6
1/ 3 4 /15 0

r  
  
 

, 

 

представляющее собой антикомонотонное распреде-
ление (14). 

Результаты работы позволяют эффективно строить 
дискретные вероятностные модели с заданной корре-
ляционной структурой. Предложенная методика без 
труда обобщается на многомерный случай d > 2. 
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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ МОДЕЛЕЙ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ 
 
Описывается применение метода ортогональных рядов для построения моделей управляемых систем па-

раметрического вида в условиях непараметрической неопределенности. Ключевым элементом метода являет-
ся выбор длины ортогонального ряда по данным наблюдений, т. е. определение параметрической структуры 
модели. Продемонстрировано применение метода к оцениванию плотности распределения и функции регрес-
сии. Предложены пути обобщения оценок на многомерный случай. 

 
Ключевые слова: плотность распределения, функция регрессии, ортогональный ряд, непараметрическая 

оценка. 
 
В классической теории управления [1] обычно ис-

пользуются параметрические модели, которые стро-
ятся в условиях параметрической неопределенности. 
Здесь предполагается известным факт принадлежно-
сти модели к некоторому заранее определенному ко-
нечномерному классу моделей. Процедура идентифи-
кации (оценивания) модели сводится при этом к оце-
ниванию по данным наблюдений некоторого конеч-
ного набора параметров. 

Столь полную априорную информацию можно 
считать доступной далеко не всегда, поэтому парал-
лельно развивается и непараметрическая теория 
управления [2; 3], в которой априорный класс моде-
лей предполагается бесконечномерным; при этом го-
ворят о непараметрической неопределенности. Малое 
количество априорной информации приходится ком-
пенсировать при этом большим количеством стати-
стических наблюдений. 

Основными строительными блоками для создания 
математических моделей систем управления по на-
блюдениям являются оценки плотности распределе-
ния и функции регрессии [1–3]. Непараметрическая 
оценка плотности распределения ядерного типа была 
впервые рассмотрена в [4; 5], а соответствующая не-
параметрическая оценка функции регрессии – в рабо-
тах [6; 7]. 

Классические параметрические оценки этих функ-
ций гораздо проще для человеческого восприятия и 
лучше приспособлены для анализа, чем непараметри-
ческие оценки. Поэтому постоянно предпринимаются 
попытки построения оценок параметрического вида в 

условиях непараметрической неопределенности. Это 
направление можно назвать параметризацией моде-
лей. 

Одной из ветвей этого направления является ис-
пользование оценок в виде отрезков ортогональных 
рядов, называемых еще проекционными оценками 
ввиду прозрачной геометрической аналогии. Оценка 
такого типа для плотности распределения была пред-
ложена Н. Н. Ченцовым в [8], а оценка для функции 
регрессии – в [9]. 

Проекционные оценки были подвергнуты тща-
тельному изучению. Так, в статьях [10–13] исследова-
лись вопросы сходимости оценок в различных смыс-
лах, в публикациях [14; 15] проводилось сравнение 
различных непараметрических оценок. В [16–19] ис-
следовались проекционные оценки в конкретных ба-
зисах. Во всех этих исследованиях длина отрезка ор-
тогонального ряда выбиралась произвольно. В рабо-
тах [20–24] предложен некий принцип оптимального 
выбора длины отрезка ортогонального ряда в проек-
ционных оценках, исследованы свойства получаемых 
оптимальных проекционных оценок. В настоящей ра-
боте приведен обзор результатов [20–24], и представ-
лены соображения по поводу обобщения оптималь-
ных проекционных оценок на многомерный случай. 

Проекционное приближение. Пусть Lr
2 – гиль-

бертово пространство функций f, заданных на под-
множестве U вещественной оси и интегрируемых с 
квадратом с весом r в смысле 

 

2 ( ) ( ) ,
U

f x r x dx    
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где r – неотрицательная весовая функция на U. Ска-
лярное произведение и норма задаются в Lr

2 выраже-
ниями: 

( , ) ( ) ( ) ( ) ,
U

f g f x g x r x dx   ( , ).f f f  
 

Любая функция f из Lr
2 представима в виде ряда 

[25] 

0
( ) ( ),j j

j
f x a g x





  
 

в смысле сходимости последовательности его частич-
ных сумм 

0
( ) ( )

N

N j j
j

f x a g x


                          (1) 
 

по норме пространства Lr
2, что означает || f – fN ||  0 

при N  ∞. Здесь G = {gj, j = 0, 1, …} обозначена 
произвольная полная ортонормированная система в 
Lr

2, а aj = (f, gj), j = 0, 1, … представляют собой коэф-
фициенты Фурье функции f относительно системы G. 

Выбор ортонормированной системы G зависит от 
конкретной задачи; в различных ситуациях могут 
быть использованы, например, классические ортого-
нальные многочлены [26] или тригонометрическая 
система функций [27]. 

Оценка плотности распределения. Пусть X,            
X1, …, Xn, … – последовательность независимых, оди-
наково распределенных на U R  случайных вели-
чин, и пусть распределение X имеет неизвестную 
плотность f. Рассмотрим задачу оценивания неизвест-
ной плотности распределения f по выборке наблюде-
ний X1, …, Xn объема n в ситуации, когда априори не-
известен какой-либо конечномерный класс плотно-
стей, которому заведомо принадлежит f, т. е. в ситуа-
ции непараметрической неопределенности. 

В [4; 5] для этого была предложена ядерная оценка 
плотности 
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1

1
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            (2) 

 

где K – некоторая плотность распределения на R, на-
зываемая ядром оценки, Kh(u) = K(u/h)/h; h – параметр 
оценки, называемый параметром размытости или па-
раметром ширины окна. 

В [8] рассматривалась проекционная оценка плот-
ности, основанная на отрезке ряда (1), в котором ко-
эффициенты Фурье aj заменены на оценки по выборке 
наблюдений вида 
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Таким образом, проекционная оценка плотности име-
ет вид 

,
0

ˆ ˆ( ) ( ),
N

n N j j
j

f x a g x


    .x U                  (3) 
 

Отметим, что в результате несложных преобразо-
ваний эту оценку можно представить следующим об-
разом: 

,
1

1ˆ ( ) ( , ),
n

n N N i
i

f x K x X
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0
( , ) ( ) ( ) ( ),

N

N j j
j

K x u g x g u r x


  , .x u U  
 

Это представление по виду напоминает второе 
представление в оценке (2), как среднее выборочное 
значение некоторого ядра. Существенное отличие со-
стоит в том, что ядро в последнем выражении не яв-
ляется плотностью распределения, в частности, оно 
может принимать отрицательные значения. Таким же 
недостатком обладает и проекционная оценка (3), она 
не является, вообще говоря, плотностью распределе-
ния, поскольку может принимать отрицательные зна-
чения. В некоторых случаях избавиться от этого не-
достатка позволяет следующий прием. В качестве 
оценки плотности рассматривается среднее арифме-
тическое первых частичных сумм ряда 
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     .x U  

 

Такой прием позволяет обеспечить неотрицатель-
ность оценки плотности, например, при использова-
нии тригонометрической ортонормированной систе-
мы [27]. При этом оценка оказывается построенной 
посредством так называемых сумм Фейера [27]. 

Длина разложения N выбирается в [8] произволь-
но, там также приводятся некоторые асимптотические 
соображения по поводу выбора N. В работах [20–22; 
24] предложен и исследован оптимальный принцип 
выбора длины отрезка ряда, основанный на следую-
щем наблюдении. Обозначим tj = gj(X)r(X), j = 0, 1, … 
и вычислим среднеквадратичное отклонение проек-
ционной оценки плотности (3) от неизвестной плот-
ности f. Получаем выражение 

 

2 2 2 2
,

0 0
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        (4) 

 

Оказывается [20; 24], что величина Tn(N) при фик-
сированном n достигает минимума по N, это означает, 
что при любом объеме выборки имеется оптимальная 
длина отрезка ряда в проекционной оценке (3), при-
чем оптимальность понимается в смысле среднеквад-
ратического критерия (4). Для приближенной мини-
мизации критерия (4) с использованием выборки на-
блюдений заметим [20; 24], что слагаемое ║f║ в пра-
вой части (4) не влияет на положение точки миниму-
ма, и его можно отбросить, а остальные члены оцени-
ваются следующим образом: 

 

2 2

0 0

1 2ˆ ˆ( ) ,
N N

n j j
j j

nT N a t
n n 


      

 2 2 2

1

1 ( ) ( ).
n

j j i i
i

t g X r X
n 

                        (5) 
 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 54 

Минимизация ˆ ( )nT N  по N дает оптимальное зна-

чение N̂  длины отрезка ряда, подстановка которого в 
выражение (4) дает оптимальную проекционную 
оценку 

ˆ

0

ˆ ˆ( ) ( ),
N

n j j
j

f x a g x


    .x U                  (6) 
 

В качестве примера рассмотрим тригонометриче-
скую ортонормированную систему на [–1; 1], которая 
состоит из функций 

 

1 ,sin( ),cos( ), [ 1;1], 1, 2, .
2

jx jx x j      
 

  
 

При использовании этой ортонормированной сис-
темы удобно включать члены в ортогональное разло-
жение парами, при этом оптимальная проекционная 
оценка приобретает вид 
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            (7) 

Здесь 
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1ˆ cos( ),
n
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c jX
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1
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n
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s jX
n 

   1, 2,j    
 

Рассмотрим случайную величину X, имеющую 
распределение с треугольной плотностью на [–1; 1],    
т. е. f(x) = 1–|x|, [ 1;1].x   Методами статистического 
моделирования нетрудно получить выборку наблюде-
ний такой случайной величины, для целей иллюстра-
ции мы возьмем объем выборки равным n = 50. Гра-
фик оценки критериальной функции (5), построенный 
по полученной выборке, приведен на рис. 1. Видно, 
что в оптимальное разложение входит только первая 
пара тригонометрических функций (N = 1). Графики 
модельной плотности распределения f и ее оптималь-
ной проекционной оценки показаны на рис. 2. С рос-
том объема выборки качество оценивания довольно 
быстро возрастает. Более подробный анализ опти-
мальных проекционных оценок плотности можно 
найти в работах [20–24]. 

 

 
Рис. 1. График оценки критериальной функции (5),  

построенный по выборке наблюдений объема n = 50 
 
Оценка функции регрессии. Пусть теперь (X, Y), 

(X1, Y1), …, (Xn, Yn), … – последовательность незави-

симых одинаково распределенных случайных векто-
ров. Обозначим f(x) = E(Y|X = x), x U  функцию рег-
рессии Y на X. Для непараметрического оценивания 
этой функции по наблюдениям (Xi, Yi), i = 1, …, n           
в [6; 7] была предложена ядерная оценка 
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Здесь объекты K, h имеют тот же смысл, что и для 
ядерной оценки плотности (2). 

 

 
Рис. 2. График модельной треугольной плотности  

распределения и ее оптимальной проекционной оценки (7), 
объем выборки n = 50 

 
Для простоты предположим, что U = [0; 1] и слу-

чайная величина X имеет равномерное распределение 
на [0; 1] так, что ее плотность равна P(x) = 1, [0;1].x  
Положим также, что весовая функция постоянна:             
r(x) = 1, [0;1].x  При этом коэффициенты Фурье 
имеют вид 

1

0

( ) ( ) ( ( )),j j ja f x g x dx E Yg X   j = 0, 1, … 
 

Поэтому проекционная оценка функции регрессии 
имеет вид (3), где оценки коэффициентов Фурье вы-
числяются по формулам: 
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1ˆ ( ),
n

j i j i
i

a Y g X
n 

   j = 0, 1, … 
 

Все свойства критерия выбора длины ортогональ-
ного разложения сохраняются и в случае оценивания 
функции регрессии, оптимальная проекционная оцен-
ка вычисляется по той же формуле (6), а качество 
приближения получается даже лучше, чем для плот-
ности распределения, что связано со спецификой дан-
ной задачи. 

Случай известной, но не равномерной плотности 
распределения X отличается лишь повышенной гро-
моздкостью формулировок. В случае неизвестной 
плотности X можно использовать фейеровские оценки 
[23; 24]. 

Многомерное обобщение. Представляет интерес 
обобщение описанных оценок на многомерный слу-
чай, когда область распределения случайной величи-
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ны X имеет размерность, превышающую 1. Для осу-
ществления такого обобщения по существу нужно 
лишь уметь строить многомерные ортонормирован-
ные системы. Это легко достигается на основе одно-
мерных ортонормированных систем, что мы и проде-
монстрируем для двумерного случая. 

Пусть {gj(x), j = 0, 1, …}, x U  и {hk(y), k = 0, 1, …}, 
y V – одномерные полные ортонормированные сис-

темы на соответствующих областях определения. То-
гда полная ортонормированная система на U × V об-
разуется из всевозможных произведений одномерных 
функций, а именно: 

 

( , ) ( ) ( ),

0,1, , 0,1, , ( , ) .
jk j kG x y g x h y

j k x y U V


    
 

 

Следует иметь в виду, что с ростом размерности 
очень быстро нарастают комбинаторные сложности в 
вычислении ортонормированных функций, поэтому 
применимость описанного способа оценивания в про-
странствах высокой размерности сомнительна. Кроме 
того, метод проекционного оценивания не обладает 
свойствами локальных оценок, вследствие чего не 
может использовать «трубчатое» строение выбороч-
ных данных. По-видимому, возможно построение 
специальных ортонормированных систем, адаптиро-
ванных под имеющуюся структуру данных, что по-
зволит использовать такое специальное строение, од-
нако, нам неизвестны исследования в этом направле-
нии. 

В работе дан краткий обзор оптимальных проек-
ционных оценок плотности распределения и функции 
регрессии, которые применяются при построении мо-
делей управляемых систем по наблюдениям. Описаны 
основные алгоритмы, участвующие в построении 
оценок, приведены примеры и иллюстрации. Отмеча-
ется возможность многомерного обобщения процеду-
ры оценивания и имеющиеся ограничения по размер-
ности. 
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PARAMETRIZATION OF MODELS OF CONTROLLED SYSTEMS 
 
The paper describes application of orthogonal series method for construction of controlled systems models under 

non-parametric uncertainty. A key element of the method is draw of orthogonal expansion length based on observa-
tions, in other words, defining parametric structure of the model. The method is demonstrated for estimation of distribu-
tion density and regression function. Directions for generalizing onto multi-dimensional case are also presented. 
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УДК 004.932.2 
И. А. Пестунов, В. Б. Бериков, Ю. Н. Синявский 

 
СЕГМЕНТАЦИЯ МНОГОСПЕКТРАЛЬНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ  
АНСАМБЛЯ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ КЛАСТЕРИЗАЦИИ* 

 
Предложен метод сегментации многоспектральных изображений на основе ансамбля непараметрических 

алгоритмов; дано теоретическое обоснование метода. Результаты статистического моделирования на мо-
дельных данных и реальных изображениях подтверждают эффективность предложенного метода. 
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Сегментация является одним из важнейших этапов 
анализа цифровых изображений [1]. Она заключается 
в разбиении изображения на сегменты на основе по-
добия спектральных, текстурных и других характери-
стик пикселов. Методы сегментации нашли широкое 
применение во многих прикладных областях, в том 
числе в дистанционном зондировании Земли (ДЗЗ)  
[2; 3], интерес к которому в последние годы непре-
рывно возрастает.  

Один из наиболее распространенных подходов к 
сегментации многоспектральных изображений осно-
ван на статистических методах кластеризации [4; 5]. В 
этом случае задачу кластеризации, как правило, при-
ходится решать при отсутствии каких-либо априор-
ных сведений о числе классов и их вероятностных ха-
рактеристиках. Для этого наиболее подходящими яв-
ляются непараметрические алгоритмы, позволяющие 
получить хорошие результаты при минимальной ап-
риорной информации. Их общим недостатком являет-
ся высокая чувствительность к входным параметрам, 
что существенно усложняет процесс настройки алго-
ритма для решения конкретной задачи. 

Известно [6–8], что устойчивость решений в зада-
чах кластеризации может быть повышена благодаря 
формированию ансамбля алгоритмов и построению 
на его основе коллективного решения. При этом              
используются результаты, полученные различными 
алгоритмами  либо одним алгоритмом с различными  

значениями параметров, по разным подсистемам пе-
ременных и т. д. В настоящее время ансамблевый 
подход является одним из наиболее перспективных 
направлений в кластерном анализе [9]. 

В данной работе предложен алгоритм сегментации 
многоспектральных изображений с использованием 
ансамбля непараметрических алгоритмов кластериза-
ции, основанных на оценках плотности Розенблатта–
Парзена [10; 11]. Для формирования ансамбля ис-
пользуются результаты выполнения непараметриче-
ского алгоритма MeanSC (представляющего собой 
оптимизацию предложенного ранее алгоритма [12]) с 
различными значениями параметра сглаживания .h  
Итоговое коллективное решение строится на основе 
попарной классификации объектов. Дано теоретиче-
ское обоснование предложенного алгоритма, приве-
дены результаты статистического моделирования на 
модельных данных и реальных изображениях, под-
тверждающие его эффективность. 

Непараметрический подход к задаче кластери-
зации данных ДЗЗ. Предположим, что произведена 
k-спектральная съемка участка местности, содержа-
щего N элементов разрешения, тогда результат съем-
ки можно представить в виде множества 

( ) ( ) ( )
1{ ( , ..., ) , 1, },i i i k

kX x x x R i N     где ( )i
jx  – зна-

чение яркости i-го элемента разрешения в j-м диапа-
зоне спектра ( 1, ).j k   

 
* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 09-07-

12087-офи_м).  
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Пусть каждый вектор ( )ix  – реализация k-мерного 
случайного вектора x, плотность распределения кото-
рого ( ),f x   1, , k

kx x x R    неизвестна и нет ка-
кой-либо априорной информации о ее параметриче-
ском виде. В этих условиях для оценивания плотно-
сти ( )f x  в точке kx R  целесообразно воспользо-
ваться непараметрической оценкой Розенблатта–
Парзена ˆ ( ),Nf x  определяемой выражением 

 

( )

1

1ˆ ( ) ,
iN

N k
i

x xf x
hNh 

 
  

 
  

 

где h – параметр сглаживания; ( )x  – колоколооб-
разная функция (ядро), удовлетворяющая определен-
ным условиям сходимости [10; 13]. 

Среди ядер, удовлетворяющих этим условиям, 
наибольшей популярностью пользуются радиально-
симметричные ядра, представимые в виде 

 

 2( ) || || ,kx c x    
 

где константа 0;kc   : [0; ) R    – непрерывная 
функция, удовлетворяющая условиям: 

( ) 0;t   1 2( ) ( ),t t    если 1 2 ;t t   
0

( ) .t dt


    

К таким ядрам относятся, например, ядро Епанеч-
никова [13]: 

21

E

1 ( 2)(1 ), если 1,
2

0, иначе,         

kV k x x     


 

 

где kV  – объем k-мерного единичного шара и много-
мерное нормальное ядро; 
 

2|| ||
/ 2 2

N ( ) (2 .)
x

kx e
    

 

При использовании радиально-симметричных 
ядер, оценки неизвестной плотности распределения 

( )f x  и ее градиента ( )f x  могут быть записаны 
([14]) в виде 

2

1

ˆ ( ) ;
N

k i
N k

i

c x x
f x

hNh 

 
   

 
  

2

2
1

2ˆˆ ( ) ( ) ( ) .
N

k i
N ik

i

c x x
f x f x x x

hNh 


         
 

  

Обозначим ( ) ( ) ( ) / ,t t d t dt       предполагая, 
что функция ( )t  дифференцируема [0; )t    за 
исключением конечного множества точек. 

Тогда, согласно [15; 16] 
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h
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–  

вектор среднего сдвига. 

Этот вектор интересен тем, что его направление 
совпадает с направлением градиента оценки плотно-
сти ( )f x  в точке x. 

Итерационную процедуру, заключающуюся в пе-
реходе от 0

kx R  к 1
0 0 0( ),hx x m x   затем от 1

0x  к 
2 1 1
0 0 0( )hx x m x   и т. д. до точки 0 ,x  для которой 

0( ) 0,hm x   называют алгоритмом среднего сдвига. 
Доказано [14], что эта процедура сходится к локаль-
ным максимумам (модам) плотности распределения 

( ).f x  Путь, пройденный от точки 0x  до моды 0 ,x  
будем называть траекторией среднего сдвига и обо-
значать 0 0, , .x x    

Процедура среднего сдвига порождает естествен-
ное разбиение множества X на компоненты связности: 
точки ix  и jx  связны, если итеративные процессы 
среднего сдвига, начинающиеся с этих точек, сходят-
ся к одной и той же моде. Эта процедура достаточно 
трудоемка, поэтому ее непосредственное применение 
ограничено выборками небольшого объема. В работах 
[17; 18] процедура среднего сдвига применяется не ко 
всей исходной выборке, а к некоторому ее подмноже-
ству значительно меньшего объема. 

В следующем разделе приведено описание быст-
рого алгоритма кластеризации многоспектральных 
данных MeanSC (являющегося оптимизацией пред-
ложенного ранее алгоритма [12]), в котором стартовое 
множество точек для запуска процедуры среднего 
сдвига порождается клеточной структурой данных, 
формируемой в пространстве спектральных призна-
ков. В этом алгоритме вектор ( )hm x  и оценка плотно-

сти ˆ ( )Nf x  вычисляются с использованием финитных 
радиально-симметричных ядер. 

Описание алгоритма MeanSC. Предлагаемый ал-
горитм опирается на использование двух характерных 
особенностей многоспектральных данных. Первая из 
них заключается в ограниченности диапазонов изме-
нения значений спектральных признаков (значения 
лежат в диапазоне целых чисел от 0 до 1,K   где K  – 
число уровней квантования видеосигнала, обычно не 
превышающее 256), а вторая – в высокой частоте по-
вторяемости векторов спектральных яркостей. Повто-
ряемость обусловливается ограниченностью диапазо-
на спектральных яркостей, наличием корреляции ме-
жду спектральными диапазонами, а также относи-
тельной однородностью и достаточной протяженно-
стью природных объектов. Для описания алгоритма 
MeanSC с параметрами h, , T введем следующие оп-
ределения. 

Определение 1. Пусть в точке kx R   достигается 
локальный максимум оценки плотности ˆ ( ).Nf x  Тогда 

точка kx R  связна с ,x  если процедура среднего 
сдвига, стартовавшая из x, сходится к .x  В дальней-
шем через a  будем обозначать моду плотности, к ко-
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торой сойдется процедура среднего сдвига, старто-
вавшая в a. 

Определение 2. Компонентой связности, опреде-
ляемой локальным максимумом x  ˆ( ( ) ),Nf x    на-

зовем непустое подмножество точек ( ) ,Q x X   

связных с .x  Точку x X  будем считать «шумом», 
если она связна с локальным максимум 0:x  

0
ˆ ( ) .Nf x    Здесь 0   – порог «шума». 

Определение 3. Кластером назовем подмножест-
во ,C X  которое либо задано одной компонентой 
связности, либо задано множеством компонент связ-
ности   и удовлетворяет условиям: 

1) x C   выполнено ( ) ;Q x   

2) 1 2,x x   таких, что 1 2( ), ( )Q x Q x    существует 

непрерывная траектория ,kP R  соединяющая 1x  и 

2 ,x  вдоль которой 
 1 2

ˆ ( )
.

ˆ ˆmin ( ), ( )
N

N N

f x T
f x f x 

  Здесь 

1T   – параметр, задаваемый пользователем и отве-
чающий за уровень детализации результата. 

В соответствии с введенными определениями, ал-
горитм MeanSC можно записать в виде следующей 
последовательности шагов. 

1. Формируем клеточную структуру данных в про-
странстве спектральных признаков. Для этого разби-
ваем все пространство значений спектральных при-
знаков 1[0; 1] [0; 1]kK K    на гиперкубические 
клетки со стороной 2h (h – параметр сглаживания). 
Вводим общую нумерацию клеток (последовательно 
от одного слоя клеток к другому) и с каждой клеткой 
связываем набор попавших в нее спектральных век-
торов из X. 

2. Формируем таблицу «весов» векторов множест-
ва X. Здесь под «весом» вектора x понимаем число 
вхождений x в множество X. При обработке спутни-
ковых изображений таблица «весов» позволяет значи-
тельно (иногда в несколько десятков раз) сократить 
объем вычислений при выполнении процедуры сред-
него сдвига и вычислении оценок плотности распре-
деления. 

3. Формируем множество начальных (стартовых) 
векторов S для запуска процедуры среднего сдвига. 
Для каждой клетки, которая содержит векторы из X, 
вычисляем вектор средних значений по всем точкам, 
попавшим в эту клетку. Совокупность полученных 
таким образом векторов образуют множество S. 

4. Для каждого вектора s S  находим моду s  
оценки плотности распределения ˆ ( ),Nf x  связную с s. 
Из найденных мод формируется множество 

 0
ˆ| , ( ) .NZ s s S f s      По мере нахождения мод 

заполняем множество  0 , , i
s S

S s s s


     

1 1( ), , ,i h is m s s     которое содержит все точки, 

пройденные при выполнении процедуры среднего 
сдвига. 

5. Связываем каждую точку x X  с ближайшей 
точкой из множества ,S  используя для сокращения 
вычислительных расходов введенную клеточную 
структуру. В результате множество X разбивается            
на компоненты связности в соответствии с определе-
нием 2. 

6. Формируем кластеры из выделенных компонент 
связности. Если искомая траектория ,P  соединяющая 

1( )Q x  и 2( )Q x  (определение 3), существует, она,        
наиболее вероятно, проходит через общую границу 

1( )Q x  и 2( ).Q x  Поэтому для ее нахождения выбира-

ем точки 1 1( )x Q x  и 2 2( ),x Q x  расположенные 
ближе всего к общей границе, и проверяем выполне-
ние условий из определения 3 для 

 1 1 1 2 2 2, , , , , .P x x x x x x             Здесь  1 2,x x  – 

отрезок прямой, соединяющей точки 1x  и 2 .x  Исходя 
из определения процедуры среднего сдвига, точка 
x P  с наименьшей плотностью находится на отрез-
ке  1 2;x x . Точки отрезка проверяем последовательно 
с шагом h. 

Заметим, что благодаря финитности используемо-
го ядра, при вычислении оценки плотности и векторов 
среднего сдвига достаточно использовать только век-
торы из клеток, которые являются соседними к клет-
ке, содержащей точку x. Это позволяет значительно 
уменьшить объем вычислений. 

Метод построения коллективного решения. Ре-
зультаты кластеризации, получаемые с помощью ал-
горитма MeanSC, являются неустойчивыми к измене-
нию параметра сглаживания h. Известно [6–8], что ус-
тойчивость результатов кластеризации может быть 
повышена путем использования ансамблевого подхо-
да. При этом для построения коллективного решения 
используются различные принципы. Так, в [7] предла-
гается принцип максимизации количества взаимной 
информации, которую разделяет итоговое группиро-
вочное решение с исходными кластеризациями. В ря-
де работ используется принцип, основанный на нахо-
ждении согласованной матрицы подобия (или разли-
чия) объектов. В данной работе будет использован 
именно этот принцип; ансамбль предлагается форми-
ровать из L частных решений, полученных в резуль-
тате выполнения алгоритма MeanSC с различными 
значениями параметра сглаживания h. 

Предлагаемый метод построения коллективного 
решения может быть описан следующим образом. 

Пусть с помощью некоторого алгоритма кластери-
зации ( ),     зависящего от случайного вектора 
параметров Θ  (где Θ  – некоторое допустимое 
множество параметров), получен набор частных ре-
шений (1) ( ) ( ){ , , , , },l LG G G    где ( )lG  – l-й ва-

риант кластеризации, содержащий ( )lM  кластеров. 
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Обозначим через ( )lH   бинарную матрицу 

 ,( ) ( )l i j lH H    размерности ,N N  которая во-
дится для l-й группировки, следующим образом: 

 

,
0, если объекты отнесены в один кластер,
1, иначе,                                                     

)
 

(
 i j lH 


 


 
 

где , 1, , ,i j N   .i j  
После построения L  частных решений можно 

сформировать согласованную матрицу различий 

 , ,i jH H    , ,
1

1 ( ),
L

i j i j l
l

H
L 

 H  
 

где , 1, ,i j N  . Величина ,i jH  равна частоте клас-
сификации ix  и jx  в разные группы в наборе группи-

ровок  . Близкое к нулю значение величины означа-
ет, что данные объекты имеют большой шанс попада-
ния в одну и ту же группу. Близкое к единице значе-
ние этой величины говорит о том, что шанс оказаться 
в одной группе у объектов незначителен. 

После вычисления согласованной матрицы разли-
чий, для нахождения коллективного решения будем 
применять стандартный агломеративный метод по-
строения дендрограммы, который в качестве входной 
информации использует попарные расстояния между 
объектами [9]. При этом расстояния между группами 
будем определять по принципу «средней связи», т. е. 
как среднее арифметическое попарных расстояний 
между объектами, входящими в группы. Процесс объ-
единения продолжается до тех пор, пока расстояние 
между ближайшими группами не превысит заданное 
пороговое значение .dT  Этот метод является очень 
привлекательным, потому что он позволяет выделять 
иерархическую структуру кластеров, которая упроща-
ет процесс интерпретации результатов. 

Для исследования свойств предложенного метода 
формирования коллективного решения рассмотрим 
его вероятностную модель. 

Предположим, что имеется некоторая скрытая 
(непосредственно ненаблюдаемая) переменная U , 
которая задает принадлежность каждого объекта к 
некоторому из 2M   классов. Каждый класс харак-
теризуется определенным законом условного распре-
деления ( | ) ( ),rp x U r f x   1, , .r M   Рассмотрим 
следующую вероятностную модель генерации дан-
ных. Пусть для каждого объекта определяется класс, к 
которому он относится, в соответствии с априорными 
вероятностями ( ),rP U r   1, , ,r M   где 

1
1.

M

r
r

P


  Затем в соответствии с распределением 

( )rf x  определяется значение x. Указанная процедура 
проводится независимо для каждого объекта. 

Пусть с помощью некоторого алгоритма кластер-
ного анализа  строится разбиение множества объек-
тов X на M подмножеств. Поскольку нумерация кла-
стеров не играет роли, удобнее рассматривать отно-
шение эквивалентности, т. е. указывать, относит ли 

алгоритм  каждую пару объектов в один и тот же 
класс либо в разные классы. Определим для каждой 
пары объектов a и b следующую величину: 

 

,
0, если объекты отнесены в один кластер,
1, иначе,                                                    

( )
   a b 





H  

 

где , ,a b X  .a b  
Выберем произвольную пару a и b различных объ-

ектов выборки. 
Пусть ( ( ) ( ))UP U a U b   – вероятность отнесе-

ния объектов к различным классам. Например, при 
2M   указанная вероятность равна 

 

22

1

1 ( ( ) 1 | ) ( ( ) 1 | ) ( ( )
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p a p b

     

   

  

  

где 
2

1
( ) ( ) ,r

r
rp f P



    , .a b   

Обозначим вероятность ошибки, которую может 
совершить алгоритм  при классификации a и b через 

er ( ),P   где 
 

,
er

,

, если ( ) 0,
( )

1 , если ( ) 1.
U a b

U a b

P
P

P
 

     

H
H

 

Легко заметить, что 
 

er , ,

,

( ) (1 ( )) ( )(1 )
(1 2 ) ( ).

a b U a b U

U U a b

P P P
P P

       

   

H H
H

 

 

Алгоритм  зависит от случайного вектора пара-
метров :Θ  ( ).     Чтобы подчеркнуть зависи-
мость результатов работы от параметра ,  в даль-
нейшем будем обозначать , ,( ( )) ( ),a b a b   H H  

er er( ( )) ( ).P P     
Пусть в результате L-кратного применения алго-

ритма  со случайно и независимо отобранными па-
раметрами 1, , L    получен набор решений 

1( ), , ( ).LH H    Для определенности, будем считать, 
что L – нечетно. Коллективным (ансамблевым) реше-
нием по большинству голосов будем называть функ-
цию 

1 1

1 10,  если ( ) ,
( ( ), , ( )) 2

1,  иначе.                        

L

l
L l

H
H H L 


     




H  

 

В рамках описанной модели для предложенного 
коллективного решения справедливы следующие ут-
верждения [6]. 

Утверждение 1. Математическое ожидание и дис-
персия величины вероятности ошибки для алгоритма 

( )   равны соответственно: 
 

er ( ( ) ,) 1 2U U HP P P P      
2

erVar ( ) (1 2 ) (1 ),U H HP P P P      
 

где ( ( ) 1).HP H    
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Обозначим через er 1( , , )LP     случайную функ-
цию, принимающую при фиксированных аргументах 
значение, равное вероятности ошибки, которую мо-
жет совершить ансамблевый алгоритм при классифи-
кации a и b. Здесь через 1, , L    обозначены стати-
стические копии случайного вектора .  Рассмотрим 
поведение вероятности ошибки для коллективного 
решения. 

Утверждение 2. Математическое ожидание и дис-
персия величины вероятности ошибки для коллектив-
ного решения равны соответственно: 

1 , , er 1 ,( , , ) (1 2 ,)
L L U U LP P P P        H  

1
2

, , er 1 , ,Var ( , , ) (1 2 ) (1 ),
L L U L LP P P P        H H  

 

где ,
1 1

2

1 1( ) (1 ,)
2

L L
l l L l

L l L H H
Ll l

P H C P P
L



     

 
     

 
 H   

 ·  означает целую часть числа. 
Воспользуемся следующей априорной информа-

цией об алгоритме кластерного анализа. Будем счи-
тать, что ожидаемая вероятность ошибочной класси-
фикации er ( ) 1/ 2,P    т. е. ожидается, что алго-
ритм  проводит классификацию с лучшим качест-
вом, нежели алгоритм случайного равновероятного 
выбора. Из утверждения 1 следует, что выполняется 
один из двух вариантов: 1/ 2HP   и 1/ 2;UP    

1/ 2HP   и 1/ 2.UP   Рассмотрим, для определенно-
сти, первый случай. 

Утверждение 3. Если er ( ) 1/ 2P    и при этом 
1/ 2HP   и 1/ 2,UP   то при увеличении мощности 

ансамбля ожидаемая вероятность ошибочной класси-
фикации уменьшается, стремясь в пределе к 1 ,UP  а 
дисперсия величины вероятности ошибки стремится к 
нулю. 

Последнее утверждение позволяет сделать вывод о 
том, что при выполнении вполне естественных усло-
вий использование ансамблевого подхода позволяет 
улучшить качество кластеризации. 

Результаты экспериментальных исследова-
ний. В соответствии с описанной выше схемой, 
разработан и программно реализован на языке про-
граммирования C++ ансамблевый алгоритм 

 1EMeanSC { , , }, , , .L dh h h T T    Здесь 1, , Lh h  – 
значения параметра сглаживания;   – порог «шума»; 
T  – порог объединения компонент связности, а dT  – 
параметр дендрограммы. 

Ниже приведены результаты нескольких экспери-
ментов на модельных данных и реальных изображе-
ниях. Эксперименты 1 и 2 подтверждают эффектив-
ность алгоритма для выделения классов сложной 
формы. Эксперимент 3 демонстрирует возможность 
разделения пересекающихся классов разной плотно-
сти. Эксперимент 4 демонстрирует применение алго-
ритма для обработки спутниковых изображений.               
В эксперименте 5 показано влияние параметра dT  на 
уровень детализации картосхемы. 
Эксперимент 1. Использовались двумерные данные, 
состоящие из 400 точек, сгруппированных в два рав-
новеликих линейно неразделимых класса (рис. 1), 
имеющих форму бананов (рис. 1, а). Модель построе-
на с помощью инструментария PRTools (PRTools: the 
Matlab Toolbox for Pattern Recognition – 
http://www.prtools.org). Результаты кластеризации, по-
строенные по ансамблю из шести элементов, пред-
ставлены на рис. 1, б. Выделено 2 кластера, содержа-
щих по 200 точек.  

Эксперимент 2. Использовались двумерные дан-
ные (рис. 2), состоящие из 200 двумерных точек, сгруп-
пированных в два спиралевидных класса по 100 точек 
(рис. 2, а). Сложность этой модели заключается в том, 
что плотность точек по мере удаления от центра спи-
рали уменьшается. На рис. 2, б представлены резуль-
таты выполнения алгоритма MeanSC с двумя значе-
ниями параметра сглаживания. Несложно заметить, 
что искомые классы оказались раздробленными. Ан-
самбль, сформированный на основе указанных ре-
зультатов, успешно выделил кластеры, совпадающие 
с искомыми классами (рис. 2, в). 
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Рис. 1. Двумерные данные, состоящие из 400 точек: 
а – исходные данные; б – результат выполнения EMeanSC с параметрами  

{10;10,5;11;11,5;12;12,5},h   ε 0 , 4,T   Td = 0,99 (2 кластера) 
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Рис. 2. Двумерные данные, состоящие из 200 точек: 
а – исходные данные; б – результаты выполнения алгоритма MeanSC (12, 14 и 12 кластеров соответственно)  

с параметрами {8; 8,5; 9},h  0,   5,5;T   в – результат выполнения алгоритма EMeanSC  
с параметрами {8; 8,5; 9},h   0,   5,5,T   0,999dT   (2 кластера) 

 
Эксперимент 3. Использовались двумерные дан-

ные, состоящие из 3 000 точек (рис. 3), сгруппирован-
ных в 3 нормально распределенных класса (рис. 3, а). 
Большинство кластеризаций, на основе которых фор-
мировался ансамбль, содержат достаточно грубые 
ошибки (дробление и пересечение классов) (рис. 3, б). 
При этом результаты выполнения ансамблевого алго-
ритма (рис. 3, в) не содержат грубых ошибок. 

Эксперимент 4. Использовался фрагмент снимка 
Болотнинского района Новосибирской области (раз-
мером 500  450), полученного со спутника 
ALOS/ANVIR-2 17 июня 2007 г. (рис. 4). Исследуе-
мый участок ограничен 55°52'14.8'' и 55°55'2.13'' се-
верной широты и 83°50'45.41'' и 83°54'51.6'' восточной 
долготы. Исходный фрагмент представлен на рис. 4, а. 
Обработка выполнялась по трем спектральным кана-
лам. Обработка производилась на ПК с тактовой час-
тотой 2,4 ГГц (объем оперативной памяти 2 Гб). Вре-
мя обработки с двумя значениями параметра сглажи-
вания составляет 18 с. Алгоритм выделил пять клас-
сов (рис. 4, б). 

Эксперимент 5. Использовалось цветное изобра-
жение (рис. 5, а) размером 510 604  пикселов. Кла-
стеризация выполнялась в цветовом пространстве 

.R G B   Каждый кластер соответствовал однород-

ной области на изображении. Срезам дендрограммы, 
построенной в ходе выполнения алгоритма EMeanSC, 
на уровнях, соответствующих различным значениям 
параметра ,dT  соответствуют рис. 5, б–г. Параметр 
дендрограммы управляет степенью раздробленности 
получаемых кластеров, что позволяет получить кар-
тосхему с необходимым пользователю уровнем дета-
лизации. 

В работе представлен метод комбинирования ан-
самблевого и непараметрического подходов для кла-
стеризации изображений, позволяющий повысить ка-
чество и устойчивость получаемых результатов. Дано 
его теоретическое обоснование. В соответствии с 
этим методом создан алгоритм EMeanSC, основанный 
на непараметрических оценках плотности Розенблат-
та–Парзена. Показано, что алгоритм способен разде-
лять кластеры сложной структуры и может быть ис-
пользован для сегментации многоспектральных изо-
бражений. 

Заметим, что предложенный метод построения ан-
самблевых алгоритмов допускает распараллеливание 
наиболее трудоемких этапов обработки, позволяющее 
повысить быстродействие при реализации его на мно-
гопроцессорных вычислительных системах. 
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Рис. 3. Двумерные данные, состоящие из 3 000 точек: 
а – исходные данные; б – 3 из 5 элементов ансамбля (19, 8 и 5 кластеров, соответствующих значениям {10; 15; 20}h );  

в – результат выполнения EMeanSC с параметрами {5; 10; 15; 20; 25},h   0,   2,5,T   0,75dT   (3 кластера) 
 
 

           
 

Рис. 4. Фрагмент снимка Болотнинского района Новосибирской области:  
а – снимок ALOS; б – результаты выполнения EMeanSC с параметрами {5; 10; 15},h   0,   1,3,T  0,5.dT    

Выделено 6 кластеров: 1 – песчаные отложения; 2 – березовые и березово-осиновые травяные леса; 3 – луговая  
и кустарниковая растительность в пойме реки; 4 – сосновые травяные и травяно-кустарничковые леса; 5 – река Обь 
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Рис. 5. Изображение: 
а – исходное изображение; б, в, г – результаты выполнения EMeanSC с параметрами {5; 7; 9},h   0,    

1,5,T   0, 4dT   (18 кластеров), 0,6 (12 кластеров) и 0,95 (6 кластеров) соответственно 
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stantiation is resulted. Results of the model data and real images confirm the efficiency of the proposed method. 
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А. Н. Сергеев 
 

О НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ АЛГОРИТМАХ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 
 

Рассматриваются особенности и параметры, влияющие на деятельность организаций, осуществляется 
постановка задачи моделирования и управления организационной системой. Приводятся математические не-
параметрические  модели организационных систем. 

 
Ключевые слова: организационные системы, управление, измерения, неопределенность, случайные факто-

ры, непараметрическое моделирование, алгоритмы принятия решений. 
 
В понятии «организационная система» использу-

ются одновременно два нетривиальных термина: «ор-
ганизация» и «система». 

Организация может рассматриваться как процесс 
либо как сущность [1]. Как процесс организация – это 
совокупность действий, ведущих к образованию и со-
вершенствованию взаимосвязей между частями цело-
го. Как сущность организация – это целевое объеди-
нение под единым началом ресурсов для реализации 
определенной программы на основании определен-
ных правил и процедур.  

Здесь надо отметить, что некоторые организации 
могут сами являться ресурсами для более крупных 
структур, в которые они входят. Одним из наиболее 
важных ресурсов, несомненно, является человеческий. 

Термин «система» имеет множество вариантов оп-
ределений в разной литературе. Рассел Л. Акофф [1] 
попытался сформулировать «ядро» определения: «Сис-
тема есть целое, состоящее из двух или более частей, 
которое удовлетворяет следующим 6 условиям: 

– целое обладает одним или более определяющи-
ми свойствами или функциями; 

– каждая часть в этом множестве может влиять на 
поведение или свойства целого; 

– существует подмножество частей, которое дос-
таточно в одном или нескольких внешних условиях 
для выполнения определяющей функции целого;  

– способ, которым любая существенная часть воз-
действует на поведение или свойства системы, зави-
сит от поведения или свойств по крайнем мере одной 
другой существенной части системы; 

– воздействие любого подмножества существен-
ных частей на систему в целом зависит от поведения 
по крайней мере еще одного другого такого подмно-
жества; 

– система есть целое, которое не может быть раз-
делено на независимые части без потери ее сущест-
венных свойств или функций». 

Акофф вводит для ресурса два различаемых свой-
ства-термина: «целенаправленный» и «целеориенти-
рованный». 

«Некая сущность является целеустремленной, если 
она может выбирать цели и средства в двух или более 
разных обстоятельствах» [1]. Если же сущность, имея 
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способность выбирать средства и способы, произво-
дит только один результат в любой среде, то она яв-
ляется целенаправленной. Уже оттолкнувшись от 
этих терминов, производится типология систем по 
свойствам своих частей и целого (см. таблицу). 

Организационная система – социальная система, 
это чрезвычайно сложный «организм», который со-
стоит из целеустремленных частей и заставляет ис-
кать принципиально новые методы управления вза-
мен используемых в 1960–80-е и даже 1990-е гг. XX в. 

И ключевым отличием в новых методах организа-
ционного управления должен стать акцент на управ-
лении отношениями частей системы друг с другом, с 
внешним окружением и самой системы с другими 
системами. Внешняя среда включает многие условия 
и организации, в том числе политические, экономиче-
ские и экологические условия, конкурирующие орга-
низации, поставщиков и потребителей, социальную 
инфраструктуру и т. д. 

В широком смысле, отношения – взаимодействие 
или противодействие между частями системы внутри 
и вне ее, при создании, функционировании, развитии 
и разрушении самой системы. И когда мы начинаем 
говорить об организациях, отношения бывают трех 
уровней – здравого смысла, взаимного уничтожения, 
заранее спроектированного взаимодействия. 

Основные свойства организационных систем сле-
дующие: стремление сохранить свою структуру (за-
кон самосохранения); потребность в управлении; 
сложная зависимость от свойств входящих в нее эле-
ментов и подсистем (система может обладать свойст-
вами, не присущими ее элементам, и может не иметь 
свойств этих элементов) [1]. 

Каждая система имеет входное воздействие (необ-
ходимо разделять на управляемые и неуправляемые), 
влияние случайных помех, технологию их обработки, 
конечные результаты и обратную связь. Изначальная 
постановка задач идентификации и моделирования 
организационных процессов будет опираться на дос-
тижения и результаты классической теории иденти-
фикации в узком и широком смыслах [2]. 

Общая схема исследуемого процесса, принятая в 
теории моделирования и идентификации, приведена 
на рис. 1 [3]. 

На рис. 1 приняты следующие обозначения: А – 
неизвестный оператор процесса; x(t) – выходная пе-
ременная процесса; u(t) – управляющее воздействие; 
µ(t) – входная переменная процесса; ( )t  – случайное 
воздействие; t – дискретное время; hµ, hu, hx– ошибки 
измерения показателей, соответствующие различным 
переменным (индекс); µt, ut, xt – означают измерение 
µ(t), u(t), x(t) в дискретное время t. Используемые при 
этом каналы измерения включают в себя различные 
средства и методы контроля, учета и измерения. 

Контроль переменных x, u, µ осуществляется через 
интервал времени ,t  т. е. (xi, ui, µi), ,i i s – выборка 
измерений переменных процесса (x1, u1, µ1), (x2, u2, 
µ2), …, (xs, us, µs), …, s – объем выборки. В этом слу-
чае x(t) определяется следующим образом: 

 

 ( ) ( ), ( ), ( ), .x t A u t t t t                    (1) 
 
 

 
 

Рис. 1. Классическая схема стохастического процесса  
и контроля переменных 

 
Заметим, что выход объекта x(t) зависит от всех 

входных переменных µ(t), u(t), ( )t и оператор ( )A   не 
зависит от t, т. е. неизменен во времени.  

Искомая же модель процесса (1) будет опреде-
ляться как 

 ˆ( ) ( ), ( ), , , ,s s s sx t B u t t x u  
                 (2) 

 

где B – оператор, поиск и настройка которого будет 
являться основной задачей исследователя; 

1 2( , , ..., ),s sx x x x
  1 2( , , ..., ),s su u u u


 1 2( , , ..., )s s    
  

– временные векторы значений переменных; s – объем 
выборки. Влияние переменной ( )t  учитывается че-
рез измерения фактических значений переменных x, 
u, µ: ,sx  ,su  .s

  
Решая задачи идентификации в широком смысле, 

исследователь сталкивается с недостатком или отсут-
ствием информации о параметрической структуре ис-
следуемого процесса. В таких условиях могут приме-
няться методы непараметрической идентификации, 
используя которые модель (2) может быть записана в 
виде [3] 
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Используя некий обобщенный аргумент y, можем 
записать условия, которым должна удовлетворять 
ядерная функция («ядро») Ф(y): ограниченность              

0 ≤ Ф(y) < const; четность Ф(y) = Ф(–y); ( ) 1.y dy




    

 
Типы систем и моделей 

 

Системы и модели Части системы Целое 
Детерминированные Нецелеустремленные Нецелеустремленные 
Живые Нецелеустремленные Целеустремленные 
Социальные Целеустремленные Целеустремленные 
Экологические Целеустремленные Нецелеустремленные 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 66 

 
Параметр размытости cs для модели (3) обладает 

свойствами:  0sc   и 2
ssc   при s   (степень 

соответствует числу переменных). 
Если рассматривать управление организационны-

ми системами, то имеет смысл говорить, как мини-
мум, о двух подсистемах (составляющих): 

– техническая подсистема – включает оборудова-
ние, технологии и изделия, имеющие инструкции для 
пользователя; набор решений в технической подсис-
теме ограничен и последствия всех решений, как пра-
вило, предопределены; решения носят строго форма-
лизованный характер и выполняются в строго опреде-
ленном порядке; 

– социальная подсистема характеризуется наличи-
ем человека как субъекта и объекта управления в со-
вокупности взаимосвязанных элементов. 

Если процессы контроля и управления техниче-
ской подсистемой уже достаточно изучены и здесь 
достигнуты определенные успехи, то управление со-
циальной подсистемой до сих пор представляет опре-
деленную сложность. Одной из неприятных особен-
ностей действия социальной подсистемы можно счи-
тать появление неизмеримых входных воздействий и 
специфику поведения самой системы (человеческий 
фактор). 

Говоря об организационных системах, нельзя не 
вспомнить об их структурах, которые отражают спе-
цифику отношений внутри предприятия и стиль 
управления. По типу представления, разделения 
функций и ответственности среди организационных 
структур выделяют линейные, функциональные, мат-
ричные, проектные, дивизиональные [4]. 

Также стали рассматривать многомерные структу-
ры, выделяя в разные «измерения» ориентации: функ-
циональную, продуктовую (сервисную) и рыночную 
[1]. Сложнее представляется задача управления соци-
альной подсистемой в многомерном пространстве.  

Тип организационной структуры, используемой в 
отдельно взятой организации, предопределяет прин-
ципы и специфику процессов взаимодействия. Суще-
ственное влияние на характер организационной сис-
темы оказывает соотношение горизонтальных и вер-
тикальных связей.  

Горизонтальные связи – это взаимодействие отно-
сительно равнозначных частей организационной сис-
темы (сотрудников, подразделений, групп) друг с 
другом напрямую, минуя привлечение вышестоящих 
руководителей (не используя эскалацию).  

Вертикальные связи – это эскалация проблемы 
(задачи, требования, просьбы и т. д.) по вертикали 
подчинения и получение решения (ответа, отказа, 
указания, инструкции …) от вышестоящего руково-
дства.  

От того, чего больше (какого вида связей) в орга-
низации, будет зависеть оперативность, гибкость, ка-
чество, своевременность, адекватность осуществляе-
мых действий в конкретных обстоятельствах. Однако 
однозначно ответить, чего должно быть больше или 
меньше, каким должно быть оптимальное соотноше-

ние в той или иной организационной системе, весьма 
непросто. 

Напрямую преобладание горизонтальных или вер-
тикальных связей зависит от используемого в органи-
зационной системе стиля управления [5]. Среди всех 
стилей управления принято выделять: директивный 
(авторитарный), демократический (коллегиальный), 
либеральный (попустительский). Каждый из них хо-
рош по-своему при конкретных обстоятельствах, в 
которых оказывается организация. Однако вне зави-
симости от используемого стиля управления, руково-
дитель организации вынужден принимать решения 
для достижения заданных показателей (требуемого 
выхода) в условиях имеющихся ресурсов (входные 
параметры), информации и оказывающих влияние на 
процессы внутренних и внешних воздействий. Алго-
ритм, по которому действует конкретное лицо, при-
нимающее решение (ЛПР), как минимум, сложно 
формализуем. Кроме того, алгоритм действий зачас-
тую зависит от самого ЛПР как субъекта, что и пре-
допределяет успешность или неуспешность прини-
маемого решения. 

Само по себе наличие человека (коллектива) в ор-
ганизационной системе существенно усложняет зада-
чу управления, так как способность человека прини-
мать самостоятельные решения и видоизменять усто-
явшиеся процессы заставляет ЛПР оперативно реаги-
ровать на любые отклонения. В этих условиях реше-
ние задачи идентификации организационного процес-
са не может полностью исключить ЛПР из процесса 
управления. Можно говорить о построении модели, 
которая формализует процесс управления организа-
ционной системой, насколько это возможно без 
ущерба для показателей эффективности системы. Та-
кая настроенная и «обученная» модель предназнача-
ется быть помощником ЛПР, снижая, тем самым, тре-
бования к самому ЛПР. 

Развивая классическую постановку задач иденти-
фикации [2; 3], следует учитывать и влияние внешне-
го окружения организации (государство, конкуренты, 
партнеры, клиенты) и их обратной связи. Тогда в та-
кой постановке задач неизбежно увеличение как ко-
личества переменных на входе, так и необходимый 
рост числа каналов измерения показателей. И в этих 
условиях схема исследуемого процесса в организации 
примет более общий расширенный (рис. 2) (стрелки 
внутри объекта символизируют наличие человеческо-
го фактора, социальных связей).  

На рис. 2, в дополнение к схеме на рис. 1, вводятся 
новые обозначения: 

– входная переменная (t) существенно отличает-
ся по своему содержанию от переменных µ(t), u(t) 
тем, что эта переменная известна, но не поддается ре-
гулярному измерению в соответствии, как правило, со 
сложной и длительной процедурой;  

– переменная ( )t  представляет собой воздействие 
внешней среды на объект; t  – измерение перемен-
ной; h – ошибки измерения переменной; 



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 67 

– ( )j t : j = 1, 2, …,  – дополнительные измеряе-
мые переменные «по длине» процесса, контролируе-
мые на разных участках в разные кванты времени; j

t  
означает измерение ( )j t  в дискретное время и пред-
ставляет собой дополнительную информацию о про-
цессе; 

j

h  – ошибки измерения этих переменных при 
использовании различных средств и методов контроля. 

 
 

 
 

Рис. 2. Схема организационного процесса 
 
Контроль переменных 1( , , ..., , , , )x u     осуще-

ствляется через интервал времени ,t  т. е. 
1, , ..., , , , ,i i i i i ix u     ,i i s  – выборка измерений пе-

ременных процесса 1
1 1 1 1 1 1( , , ..., , , , ),x u     

1
2 2 2 2 2 2( , , ..., , , , ),x u     …, 

1( , , ..., , , , ),s s s s s sx u     …,     
s – объем выборки. В этом случае x(t) определяется не 
только значениями входных переменных, как в выра-
жении (1), но и (t), ( )t  и может быть представлена 
в следующем виде: 

 

 ( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), .x t A u t t t t t t                  (4) 
 

Моделирование процессов подобного типа суще-
ственно усложняется в зависимости от характера 
влияния (t) и ( )t  на x(t). 

С повышением уровня образованности человека, 
развития технологий, ростом объема доступной ин-
формации и стирания границ и барьеров для понима-
ния происходит развитие атмосферы конфликтности. 
Учитывая такую тенденцию, эксперты призывают 
применять социально-системные приемы моделиро-
вания организаций [1]. 

Организация, основанная на социально-системной 
модели, обладает следующими свойствами: 

– наличие демократических принципов управле-
ния, когда каждый голос влияет на принятие решения, 
а каждый руководитель подвластен мнению большин-
ства (никакая власть не является окончательной); 

– наличие в организации внутренней рыночной 
экономики, когда каждый вправе сделать выбор при 
покупке или продаже требуемой услуги внутри или 
вовне организации; в случае запрета вышестоящим 
начальством каждый вправе рассчитывать на компен-
сацию понесенных при этом затрат; 

– многомерная организационная структура, объе-
диняющая функциональные, продуктовые и рыноч-
ные (пользовательские) блоки в разных измерениях; 

– интерактивное планирование, приспосабливаю-
щееся к доступным ресурсам; 

– содержит систему поддержки решений, обеспе-
чивающую обучение и адаптацию организации к 
внутренним и внешним изменениям. 

Каждый из вышеприведенных пунктов способен 
улучшить работу организации, а использование их в 
комплексе может повлечь мультипликативный эф-
фект [1]. 

Наиболее естественный, часто и достаточно эф-
фективный, путь моделирования организационных 
процессов состоит в предварительной декомпозиции. 
Причем, выявление фрагментов исследуемого про-
цесса осуществляется исходя из возможностей его 
математической формализации. Те же фрагменты, ко-
торые не поддаются последней, «отдаются на откуп» 
ЛПР. Следует иметь в виду, что переход от содержа-
тельной характеристики задачи к ее математической 
формализации часто чрезвычайно труден, а сам этот 
процесс не формализуем. Именно на этой стадии мо-
гут быть, из различных соображений, сделаны допу-
щения (а это совершенно необходимо для математи-
ческой постановки задачи), которые могут оказаться 
совершенно не адекватными существу исследуемого 
процесса. В последнем случае исследователь решает 
задачу, имеющую отдаленное отношение к действи-
тельности [6]. 

Таким образом, при математической формулиров-
ке задач крайне важно охватить реалистические черты 
исследуемого процесса моделирования и управления. 
Это означает, что математическая формализация 
должна действительно охватывать те черты иссле-
дуемого процесса, которые фактически имеют место. 
Иными словами, крайне важно ничего не упрощать 
при формулировке задачи. В этом контексте для дос-
тижения адекватности построенной модели реально 
действующим процессам (4) в организации важно 
учитывать при моделировании переменные (t), ( ),t  

( ),j t  j = 1, 2, …, . В силу специфики (неизмеряемо-
сти) переменных (t), ( )t  их влияние в модели мо-
жет присутствовать через измерения других перемен-
ных, включая «выход» x(t). Такая модель при поста-
новке задачи идентификации в широком смысле бу-
дет выглядеть следующим образом: 

 

1

1

ˆ( ) ( ( ), ( ), ( ), ..., ( ),

( ), , , , , , ..., , ),
s

s s s s s s

x t B u t t t t

t t x u





   

    
                    (5) 

 

где 1 2( , , ..., ),s sx x x x
  1 2( , , ..., ),s su u u u

  

1 2( , , ..., ),s s    
  1 2( , , ..., ),s s    


 1 2( , , ..., ),j j j j

s s    


 

1,j    – временные векторы значений переменных;      
s – объем выборки; B – оператор, поиск и настройка 
которого предопределяют уровень соответствия по-
строенной модели моделируемому процессу. 
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С использованием методов непараметрической 
идентификации модель (5) принимает следующий вид 
(для упрощения восприятия приводится без учета пе-
ременных ( ),j t  1, ):j    

 

1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ .

j j k k l ls J K L
i i i

i j k l
i j k ls s s

j j k k l ls J K L
i i i

j k l
i j k ls s s

u ux
c c c

x
u u

c c c

   

   

          
       
     
          

       
     

   

  
 (6) 

 

Здесь обозначения и требования те же, что и в 
формуле (3), и для обобщенной векторной перемен-

ной 1 2( , , ..., )Iy y y y : 
1

( ) const.
I

i i
i

y dy




   Требо-

вания же к параметру размытости sc  в случае моде-
лирования организационных процессов могут не вы-
полняться. Процесс подбора наилучших параметров 
размытости является отдельным предметом для ис-
следований. Учет в модели переменных ( ),j t  

1,j    осуществляется аналогичным образом, путем 
введения дополнительных произведений ядерных 
функций по этим переменным. 

На практике при исследовании различных непре-
рывных и дискретно-непрерывных процессов, в зави-
симости от требований точности, в качестве ядерной 
функции могут использоваться различные варианты. 
Например, для управляющего воздействия u при ве-
личине выборки s это могут быть такие зависимости, 
как 

1 ; 1;
2

0; 1;

i

si

s i

s

u u
cu u

c u u
c

 


     
   



 

1 ; 1;

0; 1,

i i

s si

s i

s

u u u u
c cu u

c u u
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или другие более сглаженные «колоколообразные» 
функции. 

При нахождении всех требуемых параметров и на-
стройке модели вида (6) поиск необходимого управ-
ляющего воздействия для получения заданного век-
торного выхода x используется преобразованная зави-
симость следующего вида: 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ .

n n k k l ls N K L
i i i

i n k l
i n k ls s s

n n k k l ls N K L
i i i

n k l
i n k ls s s

x xu
c c c

u
x x

c c c

   

   

          
       
     
          

       
     

   

  
 (7) 

 

Включение в модель измеряемых переменных 
( ),j t  1,j K  осуществляется аналогичным образом – 

введением дополнительных произведений ядерных 
функций по этим переменным. 

Попытаемся построить непараметрическую модель 
для конкретного организационного процесса. Возь-
мем, например, в качестве процесса A – управление 
конкретным проектом по оснащению некоего объекта 
инфраструктурным оснащением инженерными систе-
мами. В таком случае будем иметь дело с организаци-
онным процессом управления деятельностью проект-
ной группы, состоящей из специалистов разного на-
значения и выполняющих различные специальные 
функции. Здесь можно выделить руководителя проек-
та, главного инженера проекта, отдельных инженер-
но-технических специалистов, производственный и 
монтажный персонал, специалистов логистики и 
снабжения, проектно-сметных специалистов, бухгал-
теров и, возможно, других. В зависимости от подхода 
исследователя, всех указанных участников можно 
считать непосредственными членами проектной 
группы или, например, бухгалтеров выделять в так 
называемое «внешнее окружение», наряду с постав-
щиками, производителями, транспортными организа-
циями и др.   

Для данного примера параметры и переменные за-
висимости (4) могут приобретать следующие смысло-
вые значения: 

– A – неизвестный оператор процесса управления 
проектом; 

– x(t) – вектор, включающий x1(t) – параметры вы-
пускаемого продукта, измеряемые уровнем соответ-
ствия решения рабочей проектной документации в %; 
x2(t)  – соблюдение сроков реализации решений;            
x3(t)  – исполняемость бюджета проекта; …; xN(t) – 
удовлетворенность клиента; 

– u(t) – векторное управляющее воздействие:          
u1(t)  – степень укомплектованности проектной груп-
пы необходимыми специалистами; u2(t) – своевре-
менность поставок материалов на объект; …; uJ(t)  – 
проводимые планерки и штабы для членов проектной 
группы; 

– µ(t) – неуправляемые входные переменные про-
цесса: µ1(t) – квалификация членов группы; µ2(t) – 
выделенные бюджеты проекта; … ; µK(t) – строитель-
ная готовность участков объекта; 

– ( )t  – случайное воздействие, форс-мажорные 
обстоятельства: поломка инструмента, болезнь клю-
чевого специалиста, взлом и ограбление оперативного 
склада и др.; 

– hµ, hu, hx – ошибки измерения показателей в раз-
личных каналах (аттестации, оценка износа оборудо-
вания и инструмента, учетные системы, медицинские 
освидетельствования персонала, рыночный монито-
ринг, отчетность); используемые при этом каналы 
включают в себя различные средства и методы кон-
троля, учета и измерения (позволяют оценить доста-
точность квалификации и численности сотрудников, 
инструмента, оптимальность закупочных цен, сроков 
поставки, финансового соответствия поставленной 
задаче); 
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– ( ),j t  1, 2, ...,j    – измеряемые ключевые 
опережающие показатели деятельности проектной 
группы, контролируемые на разных участках дея-
тельности (по количеству   в разные кванты време-
ни (работоспособность инструмента, результаты эко-
номии или издержек, исполнение нормативных пока-
зателей, фиксация скрытых работ, отклонения от гра-
фика и т. д.); 

– ( )t  – вектор сложноизмеримых показателей: 
организационная культура в проектной группе, ло-
яльность сотрудников к руководству и компании, со-
ответствие норм оплаты труда среднерыночным пока-
зателям; 

– ( )t  – измеряет воздействие на деятельность 
группы со стороны внешней среды: 1( )t  – время, 
уходящее на планерки, проводимые высшим руково-
дством; 2 ( )t  – сдвиги сроков поставки транспорт-
ными компаниями, задержка на таможне;  3 ( )t  – до-
полнительное время на устранение аварий из-за дей-
ствий смежников на объекте; … ; ( )L t  – лояльность 
заказчика к компании. 

В данном случае N, J, K, L – размерности векторов 
соответствующих переменных x(t), u(t), µ(t), ( ),t  из-
меряющихся и контролируемых при управлении про-
цессом.  

Обратим здесь внимание на важнейшее обстоя-
тельство, возникающее при исследовании реальных 
процессов. Это средства контроля, измерения всех 
доступных переменных, характеризующих состояние 
процесса. Здесь следует отметить, что если перемен-
ные процесса доступны измерению техническими 
средствами, то это, чаще всего, позволяет установить 
желаемый интервал (дискретность) контроля. Некото-
рые же переменные, приобретая специфические се-
мантические значения, не могут измеряться стандарт-
ными способами. И это накладывает дополнительные 
усложняющие ограничения на процессы моделирова-
ния подобных систем. На практике может использо-
ваться введение специальных  шкал измерения и при-
ведение показателей к безразмерным величинам. 

Выбранный для моделирования процесс совер-
шенно отчетливо демонстрирует специфику некото-
рых переменных организационной системы как в час-
ти измерения и оценивания, так и в части использова-
ния весовых коэффициентов. Привычные требования 
теории непараметрической идентификации к ядерной 
функции, и в особенности к параметрам размытости, 
рушатся и трансформируются в несколько иную се-
мантику и ограничения [3]. 

Так, например, нарушение своевременности по-
ставок u2(t) для одного отрезка выполнения проекта 
недопустимо более чем на 4 часа, для другого может 
оказаться некритичным вплоть до нескольких дней. 
Таким образом, требования сходимости к параметру 
cs оказываются неприменимыми. И допустимые от-
клонения в значениях некоторых переменных процес-

са зачастую могут быть определены только субъек-
тивно ЛПР.  

Вообще говоря, в случае управления организаци-
онными процессами корректнее будет говорить об 
управляющем воздействии ur на очередном r-м такте 
принятия решений. Предлагается ввести новое обо-
значение взамен 1.sc  Пусть теперь это будет vr, и этот 
коэффициент будет являться весовым для перемен-
ных процесса на r-м управленческом такте. Его зна-
чение определяется исследователем на основании 
опыта экспертов, накопленных знаний о процессе и 
соответствия конкретному такту управления процес-
сом с учетом конкретных ситуаций и складывающих-
ся условий. 

Тогда и ядерная функция для обобщенной пере-
менной y будет существенно отличаться от привыч-
ной ( ).y  Введем специально для моделирования ор-
ганизационных процессов обозначение ядерной 
функции ( )y  с выполнением всех тех же условий, 
что и для ( ):y  ограниченность 0 ( ) const;y    

четность ( ) ( );y y     ( ) const.y dy




   

При таких условиях для организационного про-
цесса модель (6) примет вид 
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 (8) 

 

где все переменные те же, что обозначены на рис. 2, а 
( ),j t  1, 2, ...,j    не используется только ради уп-

рощения восприятия формулы. 
В рассматриваемом процессе можно выделить ре-

зультаты (выходы), получаемые немедленно и дос-
тупные к измерению в короткие промежутки времени, 
например, x1(t), x3(t). Будем называть такие результа-
ты внутренними. Другие выходные переменные, на-
зовем их внешними, не всегда могут измеряться через 
кванты времени ,t  а только через T  ( ),T t    
например, xN(t). Можно заметить и то, что ( ),t ( )t  
влияют на внутренние выходные переменные в мень-
шей степени, чем на внешние. Аналогично можно 
разделить на внутренние и внешние управляющие 
воздействия. Тогда приходим к пониманию о неиз-
бежности появления внешнего контура управления 
(хотя бы одного). 

Изучаемый процесс A без внешних выходных пе-
ременных, влияющих и управляющих воздействий 
покажем на рис. 3. 

На рис. 3 вектор x(t) – внутренняя выходная пере-
менная; u(t) – внутреннее же управляющее воздейст-
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вие на процесс A во времени t, остальные переменные 
те же; УУ – устройство управления, выдающее воз-
действие на процесс; x*(t) – желаемые параметры вы-
хода.  

 

 
 

Рис. 3. Схема локального организационного процесса 
 
Каналы и ошибки измерений не показаны на схеме 

только для облегчения иллюстраций и упрощения их 
восприятия. Однако будем помнить о них и учитывать 
их наличие в любых организационных процессах. То-
гда в таких условиях и для таких процессов зависи-
мость x(t) будет выглядеть следующим образом: 

 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ).x t A u t t t t                       (9) 
 

Моделируя эту функцию выхода x(t) локального 
организационного процесса, для более компактного 
представления модели будем использовать следую-
щее написание: 
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где r – соответствие параметров модели r-му такту 
принятия решения; s – объем имеющейся выборки 
значений переменных; коэффициент r

i  имеет сле-
дующий вид:  
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 (11) 

 

Далее в качестве объекта управления будем рас-
сматривать весь процесс A вместе со всеми перемен-
ными, управляющим устройством, генерируемым им 
управляющим воздействием ut и реакцией в виде вы-
ходного продукта x(t). Назовем его макрообъектом, 
или макропроцессом. На него уже начинает оказывать 
существенное влияние внешнее окружение ( )t  и 
сложно измеримые переменные ( ).t  Результатом 
функционирования такого макрообъекта дополни-
тельно становятся внешние выходные переменные 

( ),z t  а для управления ими создается дополнитель-
ный контур управления с внешними управляющими 
воздействиями ( )q t  (рис. 4).  

Напомним, что выходная векторная переменная 
( )z t  измеряется через существенно бóльшие проме-

жутки времени и имеет отношение к обратному воз-
действию на внешнюю среду, желаемые параметры 
внешнего выхода обозначены *( ).z t  Переменная ( )q t  
оказывает воздействие на всю систему вместе с реак-
цией на управляющее воздействие ( ),u t  вообще гово-
ря, с некоторым запаздыванием, т. е. во времени ,t    
где   – величина запаздывания. 

 
 

 
 

Рис. 4. Схема организационного процесса с двумя контурами управления 
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Отметим появление на рис. 4 еще одной перемен-
ной ( )t  («ро» малое). Это «корректирующее» управ-
ляющее воздействие на УУ с некоторым запаздыва-
нием во времени. Тут же появляется блок принятия 
решений (ПР), который принимает в качестве входя-
щих все параметры процесса A вместе с результатами 
воздействия управляющего устройства УУ.  

Макропроцесс, представленный на рис. 4, может 
быть выражен следующей зависимостью: 

 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ),z t D u t t t x t t t q t t t       (12) 
 

где D – некий неизвестный оператор макропроцесса. 
Тогда, используя для компактного написания ко-

эффициенты r
i  (см. модель (11)), модель функции 

выхода макропроцесса (12) примет вид 
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(13) 

 

где все обозначения те же, Q,   («ро» большое) – 
размерности векторов ( ),q t ( )t  («ро» малое), соот-
ветственно. Введя еще одно обозначение коэффици-
ента :r

i  
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   (14) 

 

можем записать модель макропроцесса, изображенно-
го на рис. 4, в следующем виде: 
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                       (15) 
 

При управлении организационным процессом на 
определенном такте принятия решения не все пере-
менные могут влиять на процесс и использоваться не 
все управляющие воздействия, а лишь часть из них. 
Например, после завершения поставок всех необхо-
димых материалов для выполнения работ по проекту 
учитывать переменную u1(t) своевременности поста-
вок далее нелогично. Тогда имеет смысл говорить о 
составных векторах переменных, соответствующих 
этому такту. 

Составным вектором ( ) 1 2( , , ..., )m my y y y  будем 
считать такой набор значений из вектора 

1 2( , , ..., ),ky y y y  при котором m < k. Чтобы избе-
жать перегруженности и без того сложно читаемых 
формул, введем обозначение ,y   которое будет сим-
волизировать некоторый составной вектор перемен-
ной y. При таких условиях модель (15) перепишется в 
виде 

1 1
.

s s
r r r r r

i i i i i
i i

z z     

 

                       (16) 
 

Последнее выражение (16) и имеет смысл исполь-
зовать для настройки рабочей непараметрической мо-
дели под конкретный организационный процесс. 
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Пусть 1, ..., Mу y  – выборка непараметрической 

оценки регрессии (НОР) с функцией распределения 
(ФР) ( )G y  и ( ) ( ) ,t dH t    

 
 где 

1 1( , ..., ) ; ( ) ( ) ( ).T
m mt t t H t G t G t  

 
 Непараметриче-

ские оценки функционала   при симметричных 
функциях ( )t


получили название U-статистик [1; 2]. 

В классе робастных оценок   применяется метод 
усечения выборки – усеченные U-статистики [3].  

Обозначим через ( )f x  и ( )F x  плотность и ФР 
случайной величины 1( , ..., ),mX Y Y   тогда 

( ).zdF z    Выборку 1, ..., mY Y  преобразуем в выбор-

ку 1, ..., ,Nx x  где 
1

( , ..., );
mj i ix y y N   мощность 

множества  1 2 ... .mi i i    При таком преобразова-
нии задача оценивания параметра   сводится к зада-
че оценивания параметра сдвига распределения ( ).F x  
В параметрической статистике такой прием широко 
используется для синтеза несмещенных оценок пара-
метров как функций от достаточных статистик и в 
вычислительном отношении достаточно удобен, од-
нако основная сложность здесь связана с переходом 
от распределения ( )G y  к распределению ( )F x  [4]. В 
связи с этим будем считать, что вид ФР ( )F x  нам не-
известен и задача относится к классу непараметриче-
ских задач оценки параметра сдвига.  

В настоящее время нет недостатка в робастных 
оценках параметра сдвига, что создает даже опреде-
ленное неудобство для пользователей (см. например, 
[3; 5] и библиографические списки к ним). Отметим 
ряд особенностей таких оценок. Большинство из них 
робастны на классе и имеют низкую эффективность в 
отсутствии выбросов. Как выход предложены адап-
тивные оценки: в основном используется адаптация 
по параметру усечения, но не по виду ( )F x  [3], или 
адаптация ведется по виду распределения ( ),F x  но 
функция и параметр усечения подбираются эвристи-
чески 6. Эта работа Р. Берана интересна в двух ас-
пектах: в ней, очевидно, впервые введены робастные 
непараметрические оценки плотности, а также ис-
пользован метод подстановки на основе этих оценок 
для получения оценки параметра. Становится понят-
ным, что робастные эффективные оценки должны 
быть адаптивными как по виду основного распреде-
ления, так и по отбраковке выбросов.  

В данной статье на основе взвешенного метода 
максимального правдоподобия (ВММП) [7; 8] синте-
зированы адаптивные робастные непараметрические 
оценки и показано их использование для оценки ли-
нейных функционалов.  

Взвешенный метод максимального правдопо-
добия. Пусть ( , )F x  – унимодальное непрерывное 
распределение с плотностью ( , )f x   и неизвестным 
параметром   – принадлежит к классу унимодальных 
распределений и 1, ..., Nx x  – выборка НОР из распре-
деления ( , ).F x   Обозначим через ( )NF x  эмпириче-
скую функцию распределения (ЭФР), а через ( , )g x   – 
априорную плотность распределения. 

М-оценки неизвестного параметра   можно оп-
ределить на основе решения эмпирического уравне-
ния вида  

 

( , ) ( ) 0,N Nx dF x                         (1) 
 

где ( , )x   – оценочная функция. 
Анализ критерия радикальности и алгоритмов ус-

тойчивых оценок [5] позволяет сделать вывод, что все 
эти оценки можно получить на основе ВММП с оце-
ночной функцией ( , )x   вида 

 

( , ) ln ( , ) ( , ),lx g x g x        
         (2) 

 

где l – параметр радикальности оценки;  – параметр, 
который определяется по условию несмещенности 
оценки, в нашем случае 0   [7]. 

Нетрудно заметить, что (2) определяет ВММП с 
весами ( , ).lg x   При 0l   мы получаем оценки мак-
симального правдоподобия (ОМП), при 0,5l   – ра-
дикальные оценки, при 1l   – оценки максимальной 
устойчивости (ОМУ) [5]. Физически роль параметра l 
вполне понятна и сводится к определению степени 
мягкого усечения как для удаленных выбросов, так и 
по форме априорного распределения. Таким образом, 
варьируя параметром l, можно получать эффективные 
оценки при локальных отклонениях распределения 

( , )F x   от априорного в классе устойчивых оценок.  
В непараметрическом случае, когда вид ( , )g x   

неизвестен, заменим ( , )g x   в (2) непараметрической 
симметризованной оценкой Розенблатта–Парзена 
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1 2( , ) ( ).N N
N N

x tg x K dF t
h h

   
   

 
           (3) 

 

Например, для нормального ядра уравнения для 
оценки параметров сдвига   и масштаба   прини-
мают следующий вид [7; 8]: 
 

1
1 1

2

1
1 1

1 ( ) ( ) 0,
( 1)

1 1 ( ) 0,
( 1) 1

N N

N ij ij
i j

N N
N ij

ij
i j N

z W z
N N

z
W z

N N l

  

  


    

               




(4) 

где  
2

1 2

12

2
1

( )
( ) exp

( )1 exp ;
1

N ij
ij

N

l
N

N im

i m N

z
W z

z
N



 

      
  

   
   

    


 

2
i j

ij

x x
z


  – полусуммы Уолша. 

Рассмотрим обобщенную М-оценку N  парамет-
ра ,  которая определяется на основе решения эмпи-
рического уравнения вида  

 

( , , ( , ) ( ) 0,N N N Nx T x dF x   


 
 
где 1( , ..., ) ;T

kT T T


 ( , , ) ( );i iT S x t dF t   

( , , ) ( ).iN i NT S x t dF t   
В связи с ограниченностью объема статьи приве-

дем без доказательства ряд результатов в окончатель-
ном виде. 

Имеет место следующее представление: 
 

1

( , , ) ( ) ( , ) ( ),N x T dF x t dF t
            


 

 

1

( , ) ( , , ( , ))

( , , ) ( , , ( , )) ( ).
k

i
i i

t t T t

S x t t T t dF x
T

      


    





  

 

При выполнении ряда ограничений ( )NN     
имеет асимптотически нормальное распределение с 
дисперсией 

 
2

2 2( , , ) ( ) ( , ) ( ).x T dF x t dF t
          


       (5) 

 

Техника доказательства основана на работах Г. М. Кош-
кина ([9]) и результаты имеют место для стационар-
ных процессов со слабой зависимостью.  

В параметрическом случае ( 0iS  ) 

1( , ) ( , ) ( , ).lx g x g x       
                  (6) 

 
Выражение (5) определяет дисперсию параметри-

ческого ВММП (классические М-оценки) и при l = 0 
(5) совпадает с выражением для дисперсии ОМП, а 
при l = 1 – с выражением для дисперсии ОМУ [7].  

Для непараметрического ВММП 
 

1
1 2 1 2( , , , ) ( , ) ( , ),lx T T T x T x       

 

1
1 2( , , ) ,
N N

x tS x t K
h h

   
   

 
  

2 1( , , ) ( , , ).S x t S x t
  


 

 

Выражение (5) определяет дисперсию непарамет-
рического ВММП в зависимости от l.  

Зависимости дисперсии параметрической (рис. 1) 
и вариации непараметрической (типа «складного но-
жа» jackknife) (рис. 2) оценок ВММП для модели 
Тьюки с асимметричным засорением от параметра ра-
дикальности l ( 0 1l  ) приведены ниже (кривая 1 на 
рис. 1 – без выбросов, кривая 2 – 3 % выбросов, сред-
нее – 4, кривая 3 – 10 % выбросов, среднее – 4; кривая 
1 – на рис. 2 – без выбросов, кривая 2 – выброс – 5, 
кривая 3 – выброс – 11, N = 39 + 1 выброс). 

 
 

 
 

Рис. 1 
 
 

 
 

Рис. 2 
 
Анализ дисперсии и вариации в зависимости от l 

(рис. 1, 2) показывает, что существует оптимальное l, 
доставляющее минимум дисперсии и вариации оценки.  
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Адаптивные оценки взвешенного метода мак-
симального правдоподобного. Непараметрический 
подход на основе оценок Розенблатта–Парзена вида 
(3) позволяет осуществить адаптацию оценок ВММП 
по виду распределения. Адаптации по параметру ра-
дикальности l ( 0 1l  ) производится с помощью 
бутстреп-метода. Для этого достаточно использовать 
простые бутстреп-процедуры типа «складного ножа» 
(jackknife) и алгоритмы поиска минимума вариации 
непараметрического ВММП. Моделирование также 
показывает, что при оптимальном l наблюдается и 
минимальное смещение оценки.  

Примеры. Как отмечалось выше, значительный 
интерес представляет нахождение робастных непара-
метрических оценок для U-статистик. Применим для 
этого адаптивные оценки ВММП. 

В первую очередь нас интересуют робастные не-
параметрические оценки функции распределения 

( ) ( ) ( )G t C t y dG y   и плотности в виде 
1( ) (( ) ) ( ),Ng t K t y h dG y    где С(у) – функция Хе-

висайда; K(y) – ядерная функция. Зафиксируем значе-
ние 0 .t t  От выборки 1, ..., Mу y  перейдем к выбор-
кам  0( )i ix C t y   для ФР и 1

0(( ) )i i Nx K t y h    для 
плотности соответственно.  

Представим результаты моделирования в зависи-
мости от l для асимметричной модели выбросов Тью-
ки (N = 100, 10 % выбросов из нормального распреде-
ления со средним, равным пяти, рис. 3, 4). Хорошие 
результаты показывают радикальные оценки (l = 0,5), 
l оптимально при l = 0,35, при l = 1 происходит дос-
таточно сильное подрезание. 

 

 
Рис. 3 

 

 
Рис. 4 

 

Результаты моделирования для вариаций оценок 
дисперсии ( 0,5 ( )k i jx y y   ) и средней разницы 

Джини ( k i jx y y  ) приведены на рис. 5, 6 (N = 30 + 
+ 1 выброс). 

 
 

 
 

Рис. 5 
 

 
 

Рис. 6 
 
Таким образом, предложен адаптивный робаст-

ный непараметрический алгоритм нахождения линей-
ных функционалов, который позволяет адаптивно 
(путем мягкого усечения) настраивать оценку в зави-
симости от исходного распределения и выбросов. 
Рассмотрено робастное оценивание функции распре-
деления, плотности распределения типа Розенблатта–
Парзена, дисперсии, средней разницы Джини. Прове-
дено моделирование оценок для асимметричной мо-
дели засорений Тьюки. На модели эксперимента Бе-
рана [7] проведено сравнение оценки Берана и выше-
приведенной оценки. Они показывают одинаковые 
результаты, но в оценке Берана функция усечения и 
окно для нее (адаптация) подбирались эвристически 
[6]. Необходимо отметить, что представленный в дан-
ной статье подход позволяет применять робастные 
оценки ФР и плотности методом подстановки для по-
лучения адаптивных оценок неявных параметров от 
нелинейных функционалов. 
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Н. А. Сергеева, Е. С. Терентьева  

 
О НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОЦЕНКАХ ФУНКЦИИ РЕГРЕССИИ  
И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ ПРИ НАЛИЧИИ ПРОПУСКОВ ДАННЫХ 

 
Рассмотрены непараметрические методы оценивания регрессии и ее производных по выборкам случайных 

величин с некоторыми особенностями при их измерении. Представлен бутстреп-метод, применяемый для ре-
шения задачи заполнения пропусков в неполных данных или устранения пустот в пространстве наблюдений.  

 
Ключевые слова: непараметрическая оценка регрессии, H-аппроксимация, бутстреп-метод, непараметри-

ческая оценка производной функции регрессии, сходимость оценок.  
 
Проблема моделирования дискретно-непрерывных 

процессов является одной из центральных в киберне-
тике. Определяющее значение при постановке задачи 
идентификации имеет математическая постановка, 
соответствующая различным априорным предпосыл-
кам. Априорные сведения о процессе, по существу, 
определяют подход к задаче идентификации. 

Ниже мы остановимся на задаче идентификации и 
связанной с ней задаче оценивания соответствующих 
вероятностных характеристик в условиях непарамет-
рической неопределенности. В отличие от ставшего 
традиционным параметрического подхода к решению 
задачи идентификации в дальнейшем нам понадобят-
ся некоторые качественные свойства поведения ис-
следуемого процесса. Одним из главных этапов на 
пути решения этой задачи является оценивание рег-
рессионных характеристик входных-выходных пере-
менных процесса.  

Непараметрический уровень априорной информа-
ции не предполагает наличия этапа выбора парамет-
рической структуры модели, но требует некоторых 
сведений качественного характера о процессе, напри-
мер от однозначности или неоднозначности его ха-

рактеристик, линейности для динамических процес-
сов или характере нелинейности. При идентификации 
линейных динамических объектов мы сталкиваемся с 
необходимостью оценивания производной функции 
регрессии. Это связано с оценкой весовой функции 
линейной системы по измерениям функции переход-
ной характеристики последней. Непараметрическая 
модель в этом случае представляет собой оценку ин-
теграла Дюамеля. 

Существенная особенность данного исследования 
состоит в предположении, что исходные выборки со-
держат пропуски данных при контроле входных-
выходных переменных объекта. Это приводит к необ-
ходимости построения модифицированных непара-
метрических оценок функции регрессии и ее произ-
водных. 

Пусть имеется неравномерная выборка статисти-
чески независимых наблюдений ( , ), 1, ,i iu x i s  вход-
ных и выходных переменных системы объемом s. 
Здесь iu – значение вектора наблюдений входных 
воздействий размерности m в i-й точке выборки, а xi – 
значение выходного воздействия в этой точке. Требу-
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ется построить непараметрическую модель объекта и 
восстановить производную первого порядка стохас-
тической зависимости x(u) по имеющейся выборке 
наблюдений.  

На начальном этапе восстановления 
( ) ( )x u x x   принимается статистика [1]:  

 
 

1 11 1

( ) ,
k k k km ms s

j j
j k k

j jk ks s

u u u u
x u x

C C  

    
        

   
       (1) 

 
 

где ( )z  – колоколообразная функция, удовлетво-
ряющая следующим условиям [1]: 
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   (2) 

 
 

здесь ( )j ju t   – дельта-функция Дирака, z – аргу-
менты колоколообразной функции.  

Параметр размытости Сs должен удовлетворять 
условиям [1]: 

 

0, lim 0, lim .m
s s ss s

C C s C
 

                   (3) 
 

На следующем этапе строится H-аппроксимация 
[2]: 

*
*

1 1

1( ) ,
j jmk

i
k im
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u ux u x H
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                 (4) 

 

где  * *( , )i iu x  – рабочая равномерная выборка объе-

мом ;k s  0;m
kc   ;m

kkc   1,..., .j m   Тогда 

1 ( )
j j

j j

k k

u tH u t
c c

 
   

 
 с ростом k, где ( )H z  – ко-

локолообразная функция, отличающаяся от ( )z  на 
множитель, равный константе 
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1 1
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Можно показать, что  
*

1 1

1 1 ( ).
j jmk

i
m

i jk k

u uH u u
kc c 

 
   

 
          (5) 

 

К классу функций ( )H z  и ( )z  относятся, на-
пример, гауссова кривая и функция Соболева. 

В качестве оценки производной регрессии предла-
гается взять аппроксимацию, построенную на рабочей 
равномерной выборке, в виде [3]: 

 

*
* (/)

1 1

1( ) ,
j jmk

i
k im

i jk k

u u
D x u x H
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           (6) 

 

где 1( ,..., ), {0,1}, 1, ,m j j m        если 1,j   то 

по переменной ju  берется производная первого по-
рядка, если 0,j   то производная нулевого порядка; 

(/) ( )H z  – функция, удовлетворяющая интегральным 
условиям, сформулированным ниже. 

Если u  скалярная величина, т. е. m = 1, то оценка 
первой производной регрессии (6) при 1   является 
асимптотически несмещенной и состоятельной при 
выполнении следующих условий: 

 

1

(/) ( ) 0,
R

H z dz   
1

(/) ( ) 1,k
R

c zH z dz    

1

(//) ( ) .
R

H z dz                                (7) 

 

Техника доказательства основывается на результатах 
[3].    

Заметим, что обозначенные выше условия сужают 
класс функций, которые могли бы применяться в слу-
чае восстановления кривой регрессии. В частности, 

гауссова кривая 

2

2
( )

2

z

eH z





 (рис. 1, а) имеет произ-

водную ( )H z  (рис. 1, б), которая сложна с вычисли-
тельной точки зрения, однако ее можно заменить ку-
сочно-постоянным аналогом / ( )H z  (рис. 1, в). Отме-
тим, что время вычисления / ( )H z   в 1,3 раза мень-
ше, чем ( ).H z  

 
 
 

     
 

а      б        в 
 
 

Рис. 1 
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Для выбора оптимального параметра размытости 
введем меру отклонения оценки (6) от истинной про-
изводной: 

2

( )

( ) ( ( ) ( )) ,k k
G u

W c Dx u D x u du            (8) 

 

где ( )G u  – область сравнения. Тогда критерий опти-
мальности будет иметь вид 
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( ) min,

k
k c
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                              (9) 
 

где ( ) (0, ).kc    Но при практическом применении 
данный критерий невозможно использовать, так как 

( )D x u  неизвестна.  
Преобразуем (9), используя формулу интегрирова-

ния по частям и тем самым понижая порядок произ-
водной. Тогда критерий оптимальности приобретет 
следующий вид: 
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              (10) 

 

где 1 1 1( , ..., , , ..., ),j j mu u u u u
   здесь j такое, что 

0,j   1 1 1( , ..., , 1, , ..., );j j j m


          ( )kx u  – 
оценка любого типа, которая в смысле некоторого 
критерия достаточно хорошо аппроксимирует нуж-
ную нам величину; ( ) ( )G u u  – область хорошего 
качества оценки ( ).kx u  Если это непараметрическая 
оценка, то вычисление оптимального параметра раз-
мытости становится рекуррентным. На первом шаге 
находится оптимальный параметр размытости 0

kc  для  

оценки кривой регрессии. На следующем шаге опре-
деляется оптимальный параметр размытости 1

kc  для 
оценки производной кривой регрессии первого по-
рядка по какой-либо переменной. Критерий опти-
мальности на этом шаге имеет вид (10) при 

0( ) ( , )kx u x u c   и (0, ..., 0,1, 0, ...,0).   
При построении модели реального процесса ино-

гда используются выборки случайной величины, ре-
зультаты измерений которой распределены неравно-
мерно. Это приводит к тому, что в некоторых подоб-
ластях пространства наблюдений образуются пусто-
ты. В таких условиях приходится отказываться от 
применения стандартной непараметрической оценки 
регрессии.  

При наличии пустот в пространстве наблюдения 
( )u  непараметрическая оценка регрессии основыва-

ется на использовании не конкретного значения вы-
ходной переменной в j-й точке выборки, а ее оценки. 
Проводить это оценивание будем по представленному 
ниже алгоритму. 

Пусть мы находимся в j-й точке выборки. Опреде-
лим множество sj  соседних точек выборки, в кото-
рых колоколообразная функция не равна нулю:  
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             (11) 

 

где s  – параметр оптимизации, а колоколообразная 

функция для каждой входной переменной ,ku  

1, ,k m  расширяется в направлении разрежений                
в выборке, т. е. ее ветви имеют разные константы 
Липшица. Приведем пример такой асимметричной 
функции: 
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где 0h   – радиус окрестности текущей точки ;u  
1l   – коэффициент расширения колоколообразной 

функции, при l = 1 колоколообразная функция при-
нимает симметричный вид. Функция множества в ви-
де непараметрической оценки плотности [4] с малым 
параметром размытости 
 

1

1( , ) ( ), 1, ,
k kS

k i
s s

is s

u uf u c k m
sc c


          (12) 

 

применяется для определения сгущений и разрежений 
точек в выборке по каждой входной переменной ,ku  

1, .k m  Форма и вид колоколообразной функции за-
висят от плотности точек выборки в h-окрестности 
текущей точки.    

Рассмотрим выборку наблюдений входной пере-
менной , 1,20iu i   (рис. 2) с функцией множества (12) 
(рис. 3). Тогда график колоколообразной функции в 
точке 0,26iu   при разных значениях коэффициента 
расширения l  будет иметь вид, представленный на 
рис. 4 колоколообразная функция расширилась по на-
правлению уменьшения значения функции множества 
в окрестности текущей точки 0,26.iu   

 

 
Рис. 2 

+++ – точки, в которых производились измерения входной 
переменной объекта;   –  ui = 0,26 

 
 

 
Рис. 3 

 
На подобласти ( , ),x u  определяемой ,sj  сфор-

мированной в соответствии с правилом (11), строится 
поверхность ( ) ( ), 1, ,j ju u j s      где ( )u  – век-

тор базисных функций; j
  – вектор параметров, оп-

ределяемых по методу наименьших квадратов.  
Для примера рассмотрим выборку наблюдений со 

скалярным входным и выходным воздействиями 
( , ), 1,15i iu x i   (рис. 5), где функции ( ), 1,15,j u j   
имеют линейный вид. На рис. 5 отмечена текущая де-

сятая точка выборки и точки вокруг нее, колоколооб-
разная функция  ( )i su u C   в которых не равна 0. 
В данном случае их 4. Таким образом, вектор коэф-
фициентов j

  при наборе базисных функций 

Ψ( ) (1, )u u   определяется по методу наименьших 
квадратов на основании пяти выделенных точек. 

 

 
 Рис. 4 

 
 

 
 

Рис. 5 
 

Произведем модификацию непараметрической 
оценки регрессии следующим образом [5]: 
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      (13) 

 

Параметр размытости в формуле (13) оценивается 
для каждой j-й точки из выборки наблюдений [6]: 

 

1( , ) ( , ), 1, .j
s s s s s j sC c f u c j s                (14) 

 

Выбор оптимального параметра размытости sc  и 
коэффициента пропорциональности s  осуществля-
ется путем минимизации  среднеквадратичного кри-
терия: 
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Другим методом непараметрического оценивания 
регрессии между входными и выходными воздейст-
виями объекта является предварительное заполнение 
пустот в пространстве наблюдений случайной вели-
чины. Для этого используется следующая бутстреп-
процедура [7]. 

1. Точка lu  равномерной сетки, натянутой на об-
ласть наблюдения ( )s u  входных переменных 

, 1, ,ku k m  будет считаться пропуском, если  

1

( , ) , 0.
m

j
s l s

j
f u c a a



                    (16) 

 

Пусть таких точек будет K, т. е. 1, .l K  Параметр 
0a   настраивается исходя из оптимизационной про-

цедуры по среднеквадратичному критерию. 
2. По присутствующим наблюдениям 

( , ), 1,i iu x i s  входных и выходных переменных сис-
темы строится регрессионная модель (1), однако па-
раметр размытости оценивается по формуле (14) для 
каждой точки выборки наблюдений, что позволяет 
избежать неадекватного поведения оценки (1) в об-
ластях разрежений (пустот) пространства наблюдений 

( ).s u  
3. По построенной регрессионной модели находят-

ся оценки ( ),si ix x u   1, .i s  

4. Определяются ошибки ,i si ix x    1, ,i s  для 
всех точек выборки. 

5. Для каждого пропуска после подстановки зна-
чения сопутствующей входной переменной lu  в по-
лученное регрессионное уравнение находится оценка 

( ),lx u  1, .l K   
6. Значения выходной переменной, которыми за-

мещают пропуски, получается по формуле 
 

( ) ,sl l lx x u    1, ,l K                    (17) 
 

где l  выбирается случайно из ошибок, рассчитанных 
в п. 4. Это можно реализовать следующим образом: с 
помощью генератора случайных чисел выбирается 
целое число q на интервале [1; ],s  ,l q    и операция 

повторяется для каждого , 1, .l l K   
7. Данные, полученные после заполнения пропус-

ков, ( , ), 1, ,l slu x l K  объединяются с исходной вы-

боркой наблюдений ( , ), 1, .i iu x i s  По итоговой                 
выборке объема s K  строится регрессионная мо-
дель (1).  

Приведем численные результаты моделирования 
при использовании модифицированной непараметри-
ческой оценки регрессии (13) в сравнении со стан-
дартной непараметрической оценкой (1).  

Пусть размерность входной переменной равна 
двум и имеется неравномерная выборка наблюдений 
( , ), 1, ,i iu x i s  объемом s = 200, 1 2( , ),u u u  на облас-

ти  1 2( ) : [0; 0,5], [0; 0,5] ;s u u u    ( ) ,x u     где 

1 2 1 2( ) ( , ) sin(7 );u u u u u         – аддитивная цен-
трированная помеха, имеющая нормальный закон 
распределения с математическим ожиданием 

( ) 0M    и ограниченной дисперсией.  
Помеха накладывается следующим образом:  
 измеряется интервал изменения сигнальной 

части 1 2[ ; ];a a  
 задается уровень помех h на интервале [0;1];   
 с помощью генератора случайных чисел форми-

руется вектор   значений случайной величины, рас-
пределенной по нормальному закону с ( ) 0,M    

2 1( )( ) .
6

h a a
    Вектор   складывается с вектором 

значений сигнальной части. 
Создадим пробел в выборке наблюдений, распо-

ложение точек , 1, 200,iu i   для которой приведено на 
рис. 6. С помощью генератора случайных чисел 
формируем вектор 2 ,u  2 200,u   значений случай-
ной величины, распределенной по равномерному за-
кону на интервале [0; 0,5].  Затем генерируем векторы 

1
1u  и 1

2 ,u  1 1
1 2 100,u u   на интервалах [0; 0,2]  и 

[0,3; 0,5]  соответственно. Выборка наблюдений 
входных воздействий объемом 200 имеет вид 

1 1 2
1 2( ; ).u u u  

 

    
 

Рис. 6 
 
Пусть в каналах измерения выходного сигнала 

присутствует 5%-я помеха, т. е. 0,05,h   а 
2 1

2 1 0( ) , 1, ,j j j ju u u j s       имеет линейный вид, 

где 2 1,u u  – входные переменные. Результат модели-
рования в виде среза ( 2 10,25, [0; 0,5]u u  ) пред-
ставлен ниже (рис. 7). 

Среднеквадратичная оценка ошибки моделирова-
ния при использовании стандартной непараметриче-
ской оценки регрессии (1) равна 3,3 %. При использо-
вании модифицированной оценки регрессии (13) с не-
симметричной колоколообразной функции оценка 
ошибки равна 1,5 %, что в 2 раза меньше, чем при ис-
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пользовании стандартной оценки. Оценка ошибки 
моделирования здесь и в дальнейшем рассчитывалась 
следующим образом: 

 

100
2

1

ˆ( ( ) ( ))
100 %,

100

i i
i

u x u
E 

 



 
 

где , 1,100iu i   – вектор значений случайной величи-
ны, распределенной по равномерному закону на об-
ласти ( ).s u  

 

 
 

Рис. 7 
 

Пусть размерность входной переменной равна че-
тырем и имеется неравномерная выборка наблюдений 
( , ), 1, ,i iu x i s  объемом s = 400, 1 2 3 4( , , , ),u u u u u  на 

области ( ) :s u   1 2 3[0; 0,5], [0; 0,5], [0; 0,5],u u u    

4 [0; 0,5] .u   И пусть в этой области имеются искусст-
венно созданные пустоты по двум входным перемен-
ным: 3 [0; 0,2] [0,25; 0,5],iu    4 [0; 0,3] [0,4; 0,5],iu    

1, 400i  ; ( ) ,x u     где   – аддитивная помеха, 
имеющая нормальный закон распределения с 

( ) 0M    и ( ) ,D     а истинная зависимость имеет 
вид 

 

1 2 3 4 1

2 3 4

( ) ( , , , ) sin(0,45 )
sin(0,5 ) sin(0,45 ) sin(0,5 ).

u u u u u u
u u u

     

     
 

 

Пусть в каналах измерения выходного сигнала 
присутствует 5%-я помеха. Тогда результат модели-
рования при помощи модифицированной оценки рег-
рессии (13) в виде среза ( 1 2 30,2, 0,4,u u u    

4 [0; 0,5]u  ) будет представлен в виде линейного ап-
проксимирующего полиноми (рис. 8) и квадратичного 
аппроксимирующего полинома (рис. 9). 

Оценка ошибки моделирования при использова-
нии модифицированной оценки регрессии (13) с квад-
ратичным аппроксимирующим полиномом 

( ), 1, ,j u j s   в 8,2 раза меньше, чем с линейным по-
линомом, и в 15,6 раз меньше, чем при использовании 
стандартной непараметрической оценки (1).  

 
 

Рис. 8 
 
 

 
 

Рис. 9 
 
Таким образом, результаты экспериментов, пред-

ставленные на рис. 6–9, подтверждают, что использо-
вание модифицированной непараметрической оценки 
регрессии (13) с квадратичной аппроксимирующей 
функцией дает в несколько раз меньшую ошибку 
идентификации при наличии пустот в пространстве 
наблюдений, чем применение стандартной непара-
метрической оценки (1).  

Выберем объект с одномерным входным и выход-
ным воздействиями. Для этого примем 

2( ) 5( 0,5) .u u    Пусть объем выборки равен 30:s   

( , ), 1, 30,i iu x i   а сама выборка наблюдений отно- си-
тельно равномерна и не имеет больших пробелов.  

Результаты моделирования, приведенные на рис. 10, 
показывают, что среднеквадратичная оценка ошибки 
моделирования при использовании стандартной непа-
раметрической оценки регрессии (1) в 1,5 раза боль-
ше, чем при применении оценки регрессии (13) с не-
симметричной колоколообразной функцией и линей-
ным аппроксимирующим полиномом. 

Таким образом, при разреженной выборке, без яв-
ных пробелов в пространстве наблюдений, ошибка 
моделирования с использованием модифицированной 
оценки регрессии (13) меньше, чем с применением 
стандартной оценки. 

Проведем сравнение результатов численного мо-
делирования, полученных с помощью модифициро-
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ванной оценки регрессии (13) и бутстреп-метода со 
стандартной непараметрической оценкой (1). 

 
 

 
 

Рис. 10 
 
Пусть имеется неравномерная выборка наблюде-

ний одномерных входного и выходного воздействий 
объекта ( , ),i iu x  1, ,i s  объемом s = 20, [0;1],u  

( ) ,x u     где ( ) sin(5 );u u      – 5 %-я помеха в 
каналах измерения выходного сигнала. Пусть 

2
2 1 0( ) , 1, .j j j ju u u j s       Тогда результаты мо-

делирования будут следующими (рис. 11, 12). 
 

   
 

Рис. 11 
 
 

 
 

Рис. 12 

Исходная выборка наблюдений входных воздейст-
вий может быть дополнена значениями наблюдений 
по бутстреп-методу (рис. 13). 
 

 
Рис. 13 

 
Среднеквадратичная оценка ошибки модели-

рования при использовании стандартной непарамет-
рической оценки регрессии (1) равна 3 %, при приме-
нении модифицированной оценки регрессии (13)–1,45 %, 
а при построении непараметрической оценки (1) на 
основе выборки, сформированной по бутстреп-
методу, – 1,5 % (рис. 14). 

 

 
 

Рис. 14 
 
Анализ графиков на рис. 14 позволяет сделать вы-

вод, что при сравнительно малом уровне помехи в ка-
налах измерения выходного сигнала (< 15 %) наи-
меньшую ошибку моделирования дает модифициро-
ванная оценка регрессии (13). При увеличении уровня 
шума (> 15 %) ошибка моделирования на основе бут-
стреп-метода становится меньше, чем при использо-
вании оценки (13). Следует отметить, что при высо-
ком уровне помехи в каналах измерения (> 40 %) ка-
чество построения модели при помощи модифициро-
ванной оценки (13) становится практически эквива-
лентным качеству моделирования на основе стан-
дартной непараметрической оценки (1). 

Сравним результаты численного моделирования 
при использовании модифицированной оценки рег-
рессии (13) в случае, когда функция локальной ап-
проксимации 2

2 1 0( ) , 1, ,j j j ju u u j s       имеет 
квадратичный вид, и в случае, когда она линейна: 

1 0( ) , 1, .j j ju u j s      
Пусть имеется неравномерная выборка наблюде-

ний одномерных входного и выходного воздействий 
объекта ( , ),i iu x  1, ,i s  объемом s = 20, (0;1),u  

( ) ,x u     где ( ) sin(5 );u u      – 30%-я центриро-
ванная помеха в каналах измерения выходного сигнала.  
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Оценка ошибки моделирования при использова-
нии непараметрической оценки регрессии (13) с квад-
ратичным аппроксимирующим полиномом 

2
2 1 0( ) , 1, ,j j j ju u u j s       в 1,1 раза меньше, 

чем с линейным полиномом 1 0( ) , 1, .j j ju u j s      
При дальнейшем увеличении порядка полинома 
ошибка моделирования практически не изменяется, а 
при порядке полинома больше четырех ошибка моде-
лирования увеличивается. Таким образом, предлага-
ется использовать второй порядок аппроксимирую-
щего полинома ( ), 1, .j u j s   

Представим зависимости оценок ошибки модели-
рования при использовании стандартной непарамет-
рической оценки (1) на основе исходной выборки на-
блюдений и выборки, дополненной по бутстреп-
методу, а также модифицированной оценки регрессии 
с квадратичным аппроксимирующим полиномом от 
уровня шума, % (рис. 15). 

 

 
 

Рис. 15 
 

Таким образом, разработанные методы построения 
непараметрических моделей позволяют довольно эф-
фективно моделировать объекты в случае неравно-
мерно распределенной выборки наблюдений входных 
и выходных воздействий. Применение несимметрич-
ной колоколообразной функции способствует боль-
шей согласованности модели и объекта по сравнению 
с симметричной функцией. Однако при увеличении 
размерности входной переменной на единицу время 
расчета модели при использовании модифицирован-
ной  оценки регрессии  (13)  с несимметричной коло- 

колообразной функцией увеличивается в среднем       
в 1,5 раза при фиксированном объеме выборки на-
блюдений. 

В заключение дадим несколько рекомендаций по 
применению представленных оценок в различных ус-
ловиях. В случае идентификации объекта на основе 
представительной выборки наблюдений можно ис-
пользовать любую из предложенных оценок. При на-
личии пустот в пространстве наблюдений и малом 
уровне помехи в каналах измерения для моделирова-
ния больше подходит модифицированная оценка рег-
рессии (13) с несимметричной колоколообразной 
функцией и квадратичным аппроксимирующим поли-
номом. Если в каналах измерения высокий уровень 
помех, то предлагается использовать непараметриче-
скую оценку, построенную на основании дополнен-
ной по бутстреп-методу выборки наблюдений. 

 
Библиографические ссылки 

 

1. Надарая Э. А. Замечания о непараметрических 
оценках плотности вероятности и кривой регрессии // 
Теория вероятности и ее применение. 1970. Т. 15. 
Вып. 1. С. 139–142. 

2. Медведев А. В. Непараметрические системы 
адаптации. Новосибирск : Наука. Сиб. отд-ние, 1983.  

3. Медведева Н. А. Непараметрические оценки 
производной кривой регрессии и модели динамики // 
Информатика и процессы управления. Красноярск, 
1995. С. 74–81. 

4. Parzen E. On estimation of a probability density 
function and mode // Ann. Math. Stat. 1962. Vol. 33.                
P. 1065–1076. 

5. Катковник В. Я. Непараметрическая идентифи-
кация и сглаживание данных. М. : Наука, 1985.  

6. Непараметрическое моделирование стохасти-
ческих систем / В. А. Гутшмидт, Я. И. Демченко, 
М. В. Кураченко и др. // Теория вероятностей, слу-
чайные процессы, математическая статистика и при-
ложения. Минск, 2008. С. 66–73. 

7. Злоба Е., Яцкив И. Статистические методы вос-
становления пропущенных данных // Computer Model-
ing & New Technologies. 2002. Т. 6, № 1. С. 51–61. 

 
N. A. Sergeeva, E. S. Terentyeva 

 
NONPARAMETRIC ESTIMATIONS OF REGRESSION FUNCTION  

AND ITS DERIVATIVES IN THE PRESENCE OF DATA ADMISSIONS 
 

In the article we consider nonparametric methods of estimation of a regression and its derivatives on samplings of 
random variables with some singularities at their measurement. A bootstrap-method applied to the decision of the 
passes filling task in incomplete data or elimination of emptiness in space of observations is presented. 

 
Keywords: nonparametric estimation of a regression, H-approximation, a butstrep-method, nonparametric estima-

tion of a derivative of a regression, convergence of estimations.  
 

© Сергеева Н. А., Терентьева Е. С., 2010 
 

 



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 83 

УДК 519.233.22 
 

П. О. Смирнов, Г. Л. Шевляков 
 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ОЦЕНКИ QN ПАРАМЕТРА МАСШТАБА  
С ПОМОЩЬЮ БЫСТРЫХ M-ОЦЕНОК 

 
Рассмотрены популярные робастные оценки параметра масштаба, обладающие высокой эффективно-

стью, в частности оценка Qn. Предложено параметрическое семейство M-оценок, обеспечивающих более бы-
стрые вычисления с допустимым снижением пороговой точки. Приведены результаты статистического мо-
делирования. 

 
Ключевые слова: робастность, M-оценки, параметр масштаба. 
 
Один из подходов к оптимизации и принятию ре-

шений в условиях неопределенности вероятностных 
моделей сигналов и помех связан с использованием 
робастных статистических методов, обеспечивающих 
устойчивость и надежность результатов статистиче-
ского анализа к возможным отклонениям от принятых 
гипотез о распределениях [1]. В свою очередь задачи 
робастного оценивания параметра масштаба распре-
делений занимают второе по значению место после 
задач робастного оценивания параметра положения 
распределений [2]. В данной статье предлагаются бы-
стрые высокоэффективные и робастные оценки пара-
метра масштаба симметричных распределений. 

Оценкой масштаба называется любая положитель-
ная статистика Sn, которая удовлетворяет равенству 
Sn(ax1, …, axn) = aSn(x1, …, xn) для a > 0 [2–4]. Такая 
оценка определяет степень разброса значений в выбор-
ке и может использоваться как в непараметрических 
задачах, так и для оценивания значений неизвестного 
параметра масштаба семейства распределений вероят-
ности. Примером такого параметра может служить             
параметр  нормального распределения с плотностью 
вероятности N(0, 2) = exp(–x2/2) / (22)1/2, а возмож-
ной оценкой – стандартное отклонение SD. 

Эта часто используемая оценка обладает серьез-
ным недостатком: при небольших отклонениях от 
предполагаемой модели результат может оказаться 
далеким от истинного. Такими отклонениями могут 
быть загрязненные данные или ошибочные предпо-
ложения о законе распределения генеральной сово-
купности. Классическая статистика рассматривает 
идеализированные условия, но, согласно [3], в стати-
стических данных, как правило, встречается от 1 до 
10 % больших ошибок, а некоторые ряды измерения 
после тщательной проверки не подтверждают при-
надлежность нормальному распределению, имея бо-
лее тяжелые «хвосты». 

Подобные отклонения от идеальной модели                
рассматриваются в робастной статистике. В зависи-
мости от задачи в качестве робастных альтернатив 
для оценивания масштаба чаще всего используют 
межквартильный размах IQR = F–1(3/4) – F–1(1/4)                     
или абсолютное медианное отклонение от медианы 
MAD = medi | xi – med x |. Одним из критериев робаст-
ности в данном случае служит пороговая точка оцен-
ки, т. е. наибольший процент наблюдений, который 
можно заменить произвольно большими значениями, 

оказав лишь ограниченное влияние на значение самой 
оценки [2]. По этому критерию абсолютное медиан-
ное отклонение является более предпочтительным, 
поскольку оно имеет максимально возможную поро-
говую точку 50 %. Пороговые точки стандартного от-
клонения и межквартильного размаха равны 0 и 25 % 
соответственно. 

Стандартное отклонение SD имеет минимальную 
возможную дисперсию для нормального распределе-
ния. Робастные же оценки обладают более высокой 
пороговой точкой, как правило за счет большей дис-
персии, т. е. меньшей точности. В этом случае эффек-
тивность оценки MAD равна всего 36,7 %, поэтому 
возникает необходимость построения более эффек-
тивных оценок с максимальной пороговой точкой. 

В работе [5] были предложены такие оценки, одна 
из которых, а именно Qn, впоследствии стала часто 
использоваться на практике. Оценка Q определяется 
как первый квартиль расстояний между наблюдения-
ми: Q = {| xi – xj |}(k), k = C(h, 2), h = [n/2] + 1, и имеет 
асимптотическую эффективность 82,3 % и пороговую 
точку 50 %. Серьезным недостатком является боль-
шая вычислительная сложность такой оценки, так как 
задействовано n2 разностей между парами значений. 
Отметим, что даже более эффективный алгоритм [6] 
требует в 3–5 раз больше времени, чем MAD. 

В данной статье используется параметрическое 
семейство оценок масштаба, имеющих такую же или 
большую эффективность за счет снижения пороговой 
точки, которая, тем не менее, остается в разумных 
пределах. Введенный параметр позволяет сохранить 
баланс между пороговой точкой и эффективностью в 
зависимости от решаемой задачи. 

Постановка задачи. В теории робастности важ-
ным инструментом для анализа оценок является под-
ход на основе функции влияния. Функция влияния 
IF(x; S, F) оценки S на модельном распределении F 
показывает устойчивость оценки к большим ошибкам 
в точке x и определяется как ее производная по Гато 
[3]. Построим оценку масштаба с функцией влияния, 
совпадающей с IF(x; Q, F), тем самым обеспечив              
совпадение выражающихся через нее характеристик, 
в частности асимптотической дисперсии и эффектив-
ности. 

Рассмотрим класс M-оценок масштаба S, задавае-
мых неявным уравнением 

 

 (xi / S) = 0, 
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где  – некоторая оценочная функция, обычно четная 
и неубывающая при x > 0. Выбирая вид функции , 
можно получать различные как робастные, так и не-
робастные оценки масштаба. Этот класс был введен 
Хьюбером и подробно рассмотрен в [2; 3]. 

Известно, что функция влияния таких оценок с 
точностью до нормирующего множителя совпадает с 
выбранной оценочной функцией IF(x; S, F)  (x). 
Воспользуемся этим фактом и построим М-оценку 
масштаба M, приближающую Q, положив 

 

( )x = c – –1((x + ) – (x – )),     > 0, 
 

где (x) – стандартное нормальное распределение; c 
выбирается из условия состоятельности оценки 

( ) ( ) 0.x d x   При  = –1(5/8) 2  = 0,450 6 функ-

ция влияния соответствующей оценки M будет сов-
падать с IF(x; Q, ) [5]. 

Основной результат. Для удобства будем рас-
сматривать другое параметрическое семейство, взяв 
первые несколько членов разложения (x) в ряд Тей-
лора: 

( )x  = c – 1
3

 (6 – 2 (x2 – 1)) (x), c =  

= (12 – 2) / (12 ).  
 

Такое представление позволит получить результат в 
явном виде через элементарные функции.  

Из-за своей простоты также будет интересен част-
ный случай при  = 0: 

 

0 ( )x  = 1 /   – 2(x). 
 

Исследования показали, что не имеет смысла рас-
сматривать разложение с большей точностью: выиг-
рыш в характеристиках минимален, а объем вычисле-
ний возрастает. В качестве альтернативы можно взять 
функцию , ( )x  с произвольным полиномом второй 
степени от x2, но в свете полученных результатов это 
также представляется избыточным. 

Получим характеристики предложенной оценки. 
Формула для асимптотической дисперсии M-оценок 
масштаба выглядит следующим образом [3]: 
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Максимальная достижимая эффективность состав-
ляет 95,9 %, но даже при  = 0 она не опускается ни-
же уровня 80,8 % (рис. 1). 

Пороговая точка оценки определяется соотноше-
нием 

2
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в случае четной монотонно возрастающей при x > 0 
функции (x). Эти условия будут выполнены при                
[0; 2],  причем при нуле достигается максимум               

*
  = 29,3 % (рис. 2). 

 

 
Рис. 1. Эффективность оценки в зависимости  

от параметра  
 
 

 
Рис. 2. Пороговая точка оценки в зависимости  

от параметра  
 
Вычисление оценки как решения неявного уравне-

ния в большинстве случаев затруднительно, но при 
этом возможно применение итеративных схем. В ча-
стности, можно ограничиться первой итерацией, по-
лучив так называемую M-оценку [2]: 
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Начальное приближение должно быть само по се-
бе в высшей степени робастно. Подставляя предло-
женную оценочную функцию, получаем, что одноша-
говая оценка при  = 0 задается как уточнение медиа-
ны абсолютных отклонений: 

 

2

0
0

2

/2

/ 2
1,483 1 ,

med
, .

1,483
iuk i

k i i

Z n
M MAD

Z
x x

Z u e u
MAD



 
    

 



 

 

Множитель перед MAD необходим для того, чтобы 
обеспечить состоятельность оценки на нормальном 
распределении. 
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Следует отметить, что функция влияния, а значит 
асимптотическая дисперсия и эффективность одноша-
говой оценки, будут несколько отличаться от перво-
начальных теоретических результатов. Но важным 
свойством таких оценок является то, что они насле-
дуют пороговую точку начального приближения [6]. 
При выборе в качестве основы медианы абсолютных 
отклонений пороговая точка одношаговой оценки M 
повышается до 50 %. 

Сравнение оценок. Приведем численные результаты 
статистического моделирования оценок при 50 000 ис-
пытаний на стандартном нормальном распределении 
(табл. 1). Параметр  имеет значение 0,450 6, что 
обеспечивает совпадение основных асимптотических 
характеристик оценок M и Q. Время вычисления 
оценок в миллисекундах соответствует конфигурации 
Intel Core i7 с частотой 2,8 ГГц. Влияние отклонений 
от идеальных условий проверялось на модели боль-
ших ошибок Тьюки вида (1 – ) (x) +  (x/) при           
 = 0,1,  = 3. Результаты моделирования представле-
ны в табл. 2. Таким образом, предложена оценка мас-
штаба, имеющая такую же функцию влияния, асим-
птотическую дисперсию и эффективность, что и часто 
используемая оценка Qn. Результаты моделирования 
показывают,  что одношаговый  алгоритм вычисления  

оценки не только требует значительно меньшего вре-
мени, но и обеспечивает меньшее смещение относи-
тельно оцениваемой величины, особенно на малых 
выборках. При подстановке медианы абсолютных от-
клонений в качестве начального приближения поро-
говая точка имеет максимально возможное значение 
50 %, а свободный параметр позволяет повысить эф-
фективность оценки до 95 %. 
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Таблица 1 

Математическое ожидание и стандартизованная дисперсия оценок на нормальном распределении  
в зависимости от размера выборки 

 

Среднее Дисперсия Время, мс n SD MAD Q M SD MAD Q M SD MAD Q M 
20 0,986 0,958 1,190 0,951 0,532 1,365 0,789 0,656 0,003 0,004 0,007 0,005 
60 0,996 0,986 1,062 0,985 0,511 1,350 0,676 0,632 0,010 0,011 0,036 0,014 
200 0,998 0,996 1,019 0,995 0,499 1,345 0,638 0,616 0,034 0,034 0,164 0,045 
1 000 1,000 0,999 1,004 0,999 0,493 1,364 0,605 0,609 0,168 0,169 1,022 0,228 
∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 0,500 1,361 0,608 0,608 – – – – 

 
Таблица 2 

Математическое ожидание и стандартизованная дисперсия оценок 
на нормальном распределении с загрязнением ( = 10 %,  = 3) 

 

Среднее Дисперсия n SD MAD Q M SD MAD Q M 
20 1,290 1,047 1,345 1,083 1,601 1,447 0,993 0,886 
60 1,324 1,070 1,195 1,110 1,750 1,410 0,875 0,829 
200 1,336 1,078 1,144 1,120 1,815 1,426 0,824 0,807 
1 000 1,340 1,081 1,126 1,124 1,823 1,415 0,794 0,808 
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УДК 519.24 
 

В. Ф. Первушин, Н. А. Сергеева, А. В. Стрельников 
 

ПРЕЦИЗИОННЫЙ ГЕНЕРАТОР СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ 
 
Рассматривается алгоритм генерации выборки случайной величины, имеющей заданный закон распределе-

ния и численные характеристики (математическое ожидание, дисперсию и т. д.). Показывается высокая 
точность работы алгоритма на численных примерах моделирования выборки. Общая концепция генерации вы-
борки позволяет выделить данный подход в отдельную категорию алгоритмов генерации случайных чисел, что 
повлекло объединение таких алгоритмов под названием «прецизионный генератор случайных чисел». 

 
Ключевые слова: случайная величина, закон распределения, числовые характеристики, вероятность собы-

тия, частота события, объем выборки, гистограмма.  
 
Тему разработок, о которых пойдет речь в данной 

статье, подсказала задача стохастического моделиро-
вания. Если модель построена адекватно физическому 
процессу, то на ней можно проводить численные экс-
перименты, связанные с изучением поведения объекта 
или процесса при изменении входных параметров и 
влияния внешних воздействии. Также немаловажно 
более глубоко изучить физические и математические 
связи внутри самого процесса, найти закономерности 
и установить меру взаимного влияния параметров и 
переменных объекта, получить новые качественные 
знания о процессе, восполнить потерянные или не-
точные данные. Все эти задачи бывает затруднитель-
но, а порой и невозможно изучать на реальном объек-
те. Понятно, что некоторые ситуации, если их реали-
зовать на практике, потребуют временных и матери-
альных затрат, изменения хода всего процесса или 
даже режима работы объекта, чего зачастую допус-
тить нельзя. Именно в таких случаях важность задачи 
имитационного моделирования становится наиболее 
значимой. Ведь на модели можно реализовать раз-
личные ситуации, в том числе и нетипичные для дан-
ного процесса или объекта, и провести наблюдение за 
его поведением при измененных параметрах входа 
или зависимостях интересующих исследователей по-
казателей.  

Ниже предлагается общая схема процесса, приня-
тая в теории идентификации [1] (рис. 1). Здесь приня-
ты следующие обозначения: ( )x t  – векторная выход-
ная переменная процесса; ( )u t  – векторное управ-
ляющее воздействие; ( )t  – векторная входная пере-
менная процесса; ( ) : 1,2, ...,i t i k   – переменные 
процесса, контролируемые по длине объекта; ( )t  – 
векторное случайное воздействие; t, заключенное в 
круглые скобки, – непрерывное время; H  со значком 
вверху – каналы связи, соответствующие различным 
переменным и включающие в себя средства контроля, 
приборы для измерения наблюдаемых переменных; 
значок t внизу переменных , , ,x u   означает дис-
кретное время; ( )h t  – со значком вверху – случайные 
помехи измерений соответствующих переменных 
процесса. Контроль переменных , , ,x u   осуществ-
ляется через интервал времени ,t  т. е. 

1, , ..., , , , где 1,k
i i i i ix u i s     – выборка измерений 

переменных процесса  1
1 1 1 1 1, , ..., , , ,kx u    

   1 1
2 2 2 2 2, , ..., , , , ..., , , ..., , , , ...,k k

s s s s sx u x u       
здесь s  – объем выборки.  

Материалы, представленные в данной статье, 
имеют непосредственное отношение к величинам 

( ).h t  Речь пойдет о моделировании случайных помех, 
имеющих определенный закон распределения и чи-
словые характеристики. 

Приведем далее некоторые размышления о методе 
статистического моделирования и его месте в науч-
ных исследованиях. Метод статистического модели-
рования широко используется в разнообразных зада-
чах кибернетики для исследования алгоритмов иден-
тификации, распознавания образов, управления и т. д. 
В последние годы появилось много эвристических ал-
горитмов, прежде всего в связи с тем, что новые фор-
мулировки задач не поддаются строгой математиче-
ской постановке. А это, как правило, означает отсут-
ствие процедуры аналитического синтеза тех или 
иных алгоритмов, доказательство соответствующих 
теорем сходимости, наличие которых ранее считалось 
мерой истинности, правильности и основанием того, 
что дальнейшие действия  являются правомерными.    
В этой связи метод статистического моделирования 
следует считать доказательным этапом, а не иллюст-
рацией работы тех или иных алгоритмов. Последнее 
существенно повышает требования к проведению по-
добных исследований. Определяющей здесь является 
возможность повторения определенного цикла чис-
ленных экспериментов  другими исследователями.  

Во многих случаях на этом пути безусловно важ-
ной является необходимость работы со случайными 
помехами, распределенными по конкретному закону, 
а не просто с датчиками случайных чисел, о которых 
говорят, что они распределены по равномерному, 
нормальному либо какому-то другому закону. Как 
оказалось на практике, существующие генераторы 
случайных чисел весьма условно можно назвать соот-
ветствующими заявленным законам распределения. 
Особенно заметно отклонение на выборках неболь-
ших объемов. Все классические алгоритмы генерации 
[2] верны прежде всего на бесконечно большом объе-
ме выборки, ведь все теоремы сходимости содержат 
формулировку «Пусть объем выборки стремится в 
бесконечность» или тому подобное допущение. Одна-
ко если объем выборки и достаточен для того, чтобы 
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служить основой для построения модели, то он все 
равно далек от того, чтобы применить к нему термин 
«бесконечный». Это говорит о том, что следует заду-
маться о создании алгоритмов генерации конечной 
выборки случайной величины и способ создания та-
кой величины будет существенно отличаться от клас-
сического подхода. Мы ни в коем случае не спорим с 
классикой, однако нам хотелось бы больше внимания 
уделить задачам практики и увязать классический 
подход с прикладными задачами. 

При исследовании многих стохастических процес-
сов предполагается, что плотность вероятности слу-
чайных факторов (помех) подчиняется какому-либо 
закону. В частности, что ошибка измерения электри-
ческих и неэлектрических величин электрическими 
способами подчиняется нормальному закону, в зада-
чах теории надежности используется распределение 
Вейбулла (интенсивность отказа), логнормальное 
распределение характерно для многих физических и 
социально-экономических ситуаций (размер и вес 
частиц, образующихся при дроблении; заработная 

плата работника; размеры космических образований; 
долговечность изделия, работающего в режиме износа 
и старения, и др.) [3]. 

Для того чтобы сгенерировать множество случай-
ных точек, свойства которых подчиняются одному из 
известных законов распределения, необходимо задать 
закон распределения и его параметры, количественно 
характеризующие случайную величину, такие как ма-
тематическое ожидание, среднеквадратическое от-
клонение, мода и др., и определить количество слу-
чайных точек.  

Рассмотрим генерацию множества точек для од-
номерной случайной величины (рис. 2). 

Пусть необходимо сгенерировать статистически 
независимую выборку случайной величины X                 
с плотностью вероятности распределения 

( , , , ...).x xf x m   Обозначим через n  количество гене-
рируемых точек, т. е. объем будущей выборки. Далее 
зададим интервал [ , ],a b  на котором будет генериро-
ваться выборка.  

 

 
 

Рис. 1. Схема процесса 
 

 

 
 

Рис. 2. Графическая интерпретация алгоритма   
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Выборка генерируемых точек должна наиболее 
полно охватывать всю область возможных значений, 
но по понятным причинам следует отрезать «хвосты» 
распределения, где вероятность выпадения значений 
X  становится малой. В этом случае нужно опреде-

лить этот порядок малости и, например, принять к по-
лучению выборки тот интервал, внутри которого 

( , , , ...)x xf x m   не меньше некоторого значения. Оп-
ределим это значение пропорционально  

max ( , , , ...):x xf x m   
 

max

( , , , ...) ( , , , ...)
0,01 ( , , , ...).
x x x x

x x

f x a m f x b m
f x m

     
        

 (1) 

 

Для распределений, которые начинаются от 0,x   
соответственно примем 0,a   а b  получим из выше-
приведенных рассуждений. Если границы интервалов 
не удается определить аналитически, то можно при-
менить любые численные процедуры решения нели-
нейного уравнения. Для нахождения экстремума рас-
пределения также могут потребоваться численные 
методы, если это невозможно сделать аналитически. 

Весь интервал разобьем на множество равных по-
дынтервалов 0 1[ , , ..., ].ka x x x b   Количество интер-
валов, равное ,k  будет задаваться пользователем. 
Внутри каждого подынтервала среднее значение 
функции плотности определяется по формуле 

 

1( ) ( )
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2
j j

j

f x f x
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где 1[ , ].j j jx x x  
Вероятность попадания случайной величины X                

в j-й интервал есть площадь, ограниченная функци-
ей плотности на отрезке 1[ , ].j jx x  Обозначим ее 

через :jp
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        (3) 

 

На основании закона больших чисел с ростом объ-
ема выборки значений случайной величины n частота 
наступления случайного события стремится к вероят-
ности этого события. Тогда можно принять, что 

,j
j

n
p

n
                                     (4) 

где jn  – количество попаданий значений случайной 
величины X в интервал 1[ , ]j jx x  из общего объема 
значений.  

Определим количество точек ,jn  которые нужно 
поместить в интервал 1[ , ]j jx x  для того, чтобы сгене-
рированная выборка соответствовала заданному зако-
ну распределения (например, равномерному закону 
или любой встроенной функции генерации конкрет-
ного языка программирования): 

 

.j jn p n                                    (5) 

В данном случае качество встроенного генератора 
случайных чисел становится некритичным. 

Совокупность точек, полученных описанным вы-
ше способом на всех интервалах, образует выборку 
случайной величины ,X  распределенной по заданно-
му закону ( , , , ...),x xf x m   и обладает всеми требуе-
мыми значениями параметров. Выбор точек из пред-
ставленного набора значений может производиться 
также любой встроенной функцией извлечения дан-
ных из массива значений.  

Необходимо проверить, что полученная выборка 
чисел действительно имеет требуемый закон распре-
деления и обладает  нужными характеристиками, для 
чего по этой выборке строится гистограмма распреде-
ления, которая сравнивается с заказанной функцией 
плотности. 

Приведем результаты численного моделирования  
предложенного алгоритма и оценки  характеристик 
случайной величины по сгенерированной выборке. 

Рассмотрим случайную величину, распределенную 
по логнормальному закону X   2log , ,N    

20, 0,5    4; 5. Плотность и закон распределе-
ния логнормального закона имеют вид 

 

 
 2

2

ln1 exp , 0,
, , 22

0, 0,

X
X

f X X

X

   
           



 

   , , , , .
X

F X f t dt


                         (6) 

Оценка плотности распределения, приведенная на 
рис. 3, построена на основе выборки объемом 100,s   
количество подынтервалов 20.k   Выборочные 
оценки параметров закона распределения, усреднен-
ные по 1 000 экспериментам, составили 

20,002, 0,49.        
График, приведенный на рис. 4, построен на осно-

ве выборки объемом 500,s   количество подынтер-
валов 30.k   Выборочные оценки параметров закона 
распределения, также усредненные по 1 000 экспери-
ментам, составили 20,011, 0,497.       

Далее рассмотрим случайную величиу, распреде-
ленную по двухпараметрическому закону Вейбулла 
[4; 6]. Этот закон и плотность его распределения 
имеют вид 

  1 , 0,, ,
0, 0,

aX
be XF X a b

X

  
 


   
 

 

  
1

, 0,, ,

0, 0,

aa X
ba X e Xf X a b b b

X

   
 

       
 

         (7) 

 

где a – параметр формы; b – параметр масштаба.  
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Рис. 3. Плотность распределения логнормального закона и ее оценка: 
S = 100; k = 20 

 
 

 
 

Рис. 4. Плотность распределения логнормального закона и ее оценка: 
S = 500; k = 30 

 
 

 
 

Рис. 5. Функция плотности распределения Вейбулла и ее оценка: 
объем генерируемой выборки 100;s   количество подынтервалов 12;k   истинные значения параметров  

2,a   1;b   выборочные значения параметров 1,991,a   1b 
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Рис. 6. Функция плотности распределения Вейбулла и ее оценка: 
объем генерируемой выборки 500;s   количество подынтервалов 30;k   истинные значения параметров  

2,a   1;b   выборочные значения параметров 2,012,a   0,994b 


 
 
 

В результате проведения экспериментов получены 
следующие графики (рис. 5, 6). 

Построим гистограммы для логнормального                
распределения (рис. 7, 8) и распределения Вейбулла 
(рис. 9, 10). 

 

 
 

Рис. 7. Гистограмма для логнормального закона: 
параметры 20, 0,5;     объем выборки 100,n    

количество подынтервалов 20k   
 
 

 
 

Рис. 8. Гистограмма для логнормального закона: 
параметры 20, 0,5;     объем выборки 500,n    

количество подынтервалов 30k   

 

 
 

Рис. 9. Гистограмма закона Вейбулла 
параметры a = 2, b = 1; объем выборки 100,n    

количество подынтервалов 12k   
 
 

 
 

Рис. 10. Гистограмма закона Вейбулла: 
параметры a = 2, b = 1; объем выборки 500,n    

количество подынтервалов 30k   
 
Дальнейшее развитие исследований касается по-

строения генераторов для как можно большего коли-
чества известных функций распределения, изучения 
свойств сходимости  каждого конкретного распреде-
ления, точности оценок числовых параметров распре-
деления и случайной  величины. 
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THE RANDOM SELECTION PRECISION GENERATOR 
 

The algorithm of random value selection with adjusted distributions  generation and numerical characteristics is 
considered (mathematical estimation, dispersion etc.).The algorithm proceedings of high precisions is showed on calcu-
lated examples of selection modeling. The selection generation common  concept  allows to extract this approach to the 
special category of random value generation algorithms. It was joined to the term "The Random selection precision 
generator".  
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УДК 519.6 
 

В. Б. Бериков 
 

АЛГОРИТМ АДАПТИВНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ АНСАМБЛЯ  
ТАКСОНОМИЧЕСКИХ ДЕРЕВЬЕВ РЕШЕНИЙ* 

 
Рассматривается подход к решению задач кластерного анализа, основанный на применении ансамбля так-

сономических деревьев решений. Предлагается алгоритм адаптивного планирования ансамбля, использующий 
расстояния между логическими высказываниями, описывающими кластеры. Приводятся результаты стати-
стического моделирования, подтверждающие эффективность алгоритма. 

 
Ключевые слова: кластерный анализ, ансамбль, дерево решений. 
 
Одной из актуальных проблем кластерного анали-

за (таксономии, автоматической классификации «без 
учителя») является группировка объектов, описывае-
мых разнотипными (количественными или качествен-
ными) переменными. Другая актуальная проблема 
связана с повышением устойчивости группировочных 
решений, так как в большинстве алгоритмов кластер-
ного анализа результаты могут сильно меняться в за-
висимости от выбора начальных условий, порядка 
объектов, параметров работы алгоритма и т. п. 

Наиболее перспективный подход к кластерному 
анализу при наличии разнотипных переменных осно-
ван на применении деревьев решений, которые позво-
ляют получать легко интерпретируемую логическую 
модель группировки, выделять наиболее информа-

тивные факторы и не требуют задания метрики в раз-
нотипном пространстве. Особенностью логико-
вероятностного подхода, основанного на деревьях 
решений, является возможность не только разбивать 
заданное множество объектов на кластеры, но и стро-
ить иерархическое дерево, описывающее структуру 
разбиения.  

Повысить устойчивость кластеризации можно с 
помощью ансамблей алгоритмов. При этом использу-
ются результаты группировки, полученные различны-
ми алгоритмами или одним алгоритмом, но с различ-
ными параметрами настройки, по различным подсис-
темам переменных и т. д. После построения ансамбля 
проводится нахождение итогового коллективного ре-
шения. Такой способ описан, например, в работе [1].  

 
*Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты 08-07-

00136а, 10-01-00113а, 09-07-12087-ofi_m) и Междисциплинарного интеграционного проекта Сибирского отделения Россий-
ской академии наук № 83.   
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В работе [2] предложен алгоритм построения кол-
лектива таксономических деревьев решений. При по-
строении ансамбля использовалось введенное в [3] 
понятие расстояния между логическими высказыва-
ниями, описывающими кластеры. В данной статье 
описано усовершенствование этого алгоритма путем 
применения методики адаптивного планирования, при 
которой ведется целенаправленная селекция наиболее 
перспективных элементов ансамбля.  

Основные понятия. Пусть имеется множество 
(1) ( ){ }Ns o … o    некоторых объектов, выбранных из 

генеральной совокупности. Каждый объект описыва-
ется с помощью набора переменных 1,X …, .nX  Этот 
набор может включать в себя переменные разных ти-
пов (количественные и качественные, под которыми 
будем понимать номинальные и булевы, а также по-
рядковые переменные). Пусть jD  обозначает множе-
ство значений переменной jX   некоторый интервал 
числовой оси в случае количественной переменной 
или конечный набор значений (имен) в случае качест-
венной переменной. Пусть 1 ... .nD D D    Обозна-
чим через 1( ) ( ( ) ( ))nx x o x o … x o     набор наблюде-
ний переменных для объекта o, где ( )jx o   значение 
переменной jX  для данного объекта.  

В задаче кластерного анализа требуется разбить 
объекты на некоторое число кластеров K ( K N ) 
так, чтобы заданный критерий качества группировки 
принял бы оптимальное значение. Под критерием ка-
чества обычно понимается некоторый функционал, 
зависящий от разброса объектов внутри группы и рас-
стояний между группами. Число классов может быть 
выбрано заранее или не задано (в последнем случае 
оптимальное количество кластеров должно быть оп-
ределено автоматически). 

Введем понятие таксономического дерева реше-
ний. Рассмотрим дерево, в котором каждой внутрен-
ней вершине (узлу) соответствует некоторая перемен-
ная ,jX  а ветвям, выходящим из данной вершины,  

определенное высказывание вида ( )( ) ,i
j jX o E  где      

o – некоторый объект; 1 ,i … v    2v   – число вет-
вей, выходящих из данной вершины; (1) ( )v

j jE … E   – 
попарно непересекающиеся подмножества множества 

jD  (интервалы значений в случае количественной пе-
ременной). Каждому k-му листу (концевой вершине) 
дерева соответствует группа объектов выборки 

( )1
( )( )( ) { },kn
iikC o … o    где ( )kn  – число объектов,        

входящих в группу, 1 .k … K    Объекты данной 
группы удовлетворяют цепочке высказываний, прове-
ряемых по пути из корневой вершины в этот лист,              
т. е. логическому утверждению вида «Если 

1 2

1 1 2 2

( )( ) ( )( ) И ( ) И И ( ) qk

q qk k

ii i
j j j j j jX o E X o E … X o E     то 

объект o относится к k-му классу», где kq   длина 
данной цепочки, ( ).ko C  Под таксоном ( ) ,kT  соот-

ветствующим k-му листу дерева, будем понимать 
прямоугольную подобласть, заключающую объекты 
из ( )kC  в многомерном пространстве:  

 

( ) ( )( )k kT T C   ( ) ( ) ( )
1 ,k k k

j nT … T … T     
 

где ( ) ( ){ ( ) | }k k
j jT X o o C   для качественной перемен-

ной ;jX  
( ) ( )

( ) [min ( ) max ( )]
k k

k
j j j

o C o C
T X o X o

 
   для количест-

венной переменной .jX   
В работе [2] описан регуляризующий критерий ка-

чества группировки, основанный на минимизации 
функционала, зависящего от суммарного относитель-
ного объема таксонов и от их числа:  

 

( )

1 1

| |
,

| |

knK
j

k j j

T KQ
D N 

   

 

где α > 0 – регуляризующий параметр, а также пред-
ложен алгоритм направленного поиска оптимального 
дерева, в котором применяется рекурсивная схема пе-
ребора различных вариантов. 

Построение ансамбля деревьев решений. Пусть 
с помощью алгоритма построения таксономического 
дерева решений строится разбиение множества объ-
ектов s  на K  подмножеств. Для построения каждо-
го варианта случайным образом формируется своя 
подсистема переменных (либо случайным образом 
выбираются параметры алгоритма). Под группиро-
вочным решением будем понимать набор 

(1) ( ) ( ){ },k KG C … C … C      где 1 ( )( )( ) { };NkiikC o … o    kN  – 
число объектов, входящих в k-й кластер, 1 .k … K    
Пусть построен набор группировочных решений 

(1) (2) ( ){ , , ..., },LG G GG  где ( )lG – i-й вариант группи-
ровки. Обозначим через ( )lS  бинарную матрицу раз-
мерности N  N, которая водится для l-й группировки 
следующим образом: ( ) ( , ) 0,lS q m   если объекты ( )q o  
и ( )mo  принадлежат одному кластеру, ( ) ( , ) 1,lS q m   
если иначе, где q, m = 1, 2, …, N; l = 1, 2, …, L. После 
построения L группировочных решений формируется 
согласованная матрица различий  

 

( )

1

1( , ) ( , ),
L

l

l
S q m S q m

L 

   
 

где q, m = 1, 2, …, N. Величина S(q, m) равна частоте 
классификации объектов ( )qo  и ( )mo  на разные группы 
в наборе группировок G. Близкое к единице значение 
этой величины означает, что данные объекты имеют 
большой шанс попадания в одну и ту же группу, а 
близкое к нулю говорит о том, что шанс оказаться в 
одной группе у этих объектов незначителен. 

После вычисления согласованной матрицы подо-
бия для нахождения итогового варианта группировки 
можно применять алгоритм построения дендрограм-
мы, который в качестве входной информации исполь-
зует расстояния между объектами. В предлагаемом 
нами алгоритме используется аналогичный принцип, 
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однако вместо бинарной матрицы ( ) ,lS  в которой от-
ражаются события типа вхождения (либо невхожде-
ния) пары объектов в одну и ту же группу, берется 
более информативная матрица расстояний между кла-
стерами, к которым отнесены объекты. Для вычисле-
ния расстояний между кластерами в разнотипном 
пространстве переменных будем использовать вве-
денное в работе [3] расстояние между логическими 
высказываниями экспертов.  

Пусть в одном и том же варианте группировки 
имеются два таксона ( )sT и ( ) ,rT  s, r = 1, …, K, опи-
сываемые некоторыми логическими высказывания-
ми. Введем расстояние между данными таксонами 
как ( ) ( )( , )s rT T   ( ) ( )

1 1 1( ( , ), ...,s rf T T ( ) ( )( , ), ...,s r
j j jT T  

( ) ( )( , )),s r
n n nT T  где f – некоторая функция; ( ) ( )( , )s r

j j jT T  – 

расстояние между j-ми компонентами множеств ( )sT        
и ( ) .rT  

Зададим способ вычисления величины j  в зави-
симости от типа переменной. Если jX  – номинальная 
переменная, то расстояние определяется как взвешен-
ная мера симметрической разности:  

 

( ) ( )
( ) ( ) | |

( , ) .
| |

s r
j js r

j j j
j

T T
T T

D


   

 

Если jX  – количественная переменная, а интервалы  
 

( ) ( ) ( )[ , ],s s s
jT a b  ( ) ( ) ( )[ , ],r r r

jT a b  
то  

( ) ( )( , )s r
j j jT T   

( ) ( ) ( ) ( )| | | | .
2 | |

s r s r

j

a a b b
D

    

 

В работе [3] было доказано, что для введенного 
расстояния выполняются все свойства меры, в том 
числе неравенство треугольника.  

В качестве функции f предлагается рассматривать 

функцию 
1/2

1
1

,
n

j j
j

f w


 
  
 
  где 0 1jw  – некоторые 

веса (
1

1
n

j
j

w


 ), либо функцию 2 max ,jj
f    удобную 

тем, что она не требует задания весов. Для данных 
функций также выполняются свойства меры. 

Таким образом, согласованная матрица различий с 
учетом расстояний между кластерами определяется 
как  

( )

1

1( , ) ( , ),
L

l

l
S q m S q m

L 

    
 

где ( ) ( ) ( )( , ) ( , ),l s rS j m T T   ( ) ( ),s rT T – таксоны, к кото-
рым принадлежат объекты ( )qo  и ( )mo  соответственно.  

В алгоритме построения ансамбля [2] выбор под-
системы переменных осуществляется случайно.            
Однако этот выбор (испытание) можно организовать 
так, чтобы лучшие по критерию качества группиров-
ки варианты  имели бы большую вероятность отбора. 

В основе предлагаемой модификации лежит идея 
адаптивного случайного поиска наиболее информа-
тивной подсистемы переменных, предложенная              
Г. С. Лбовым. 

Первоначально все переменные имеют одинако-
вый вес, т. е. вероятность отбора в подсистему, ис-
пользуемую при построении дерева. Предполагается, 
что число переменных достаточно велико. После про-
ведения очередного испытания вес отобранной в кор-
не дерева переменной уменьшается, за счет чего дос-
тигается более высокая степень разнообразия ансамб-
ля. Если при этом критерий качества ухудшается, то 
эта переменная наказывается, т. е. вероятность ее от-
бора еще более уменьшается пропорционально крите-
рию. В случае когда критерий качества улучшается, 
соответствующая переменная поощряется, т. е. ее вес 
уменьшается не столь сильно. То, что выбирается пе-
ременная, соответствующая именно корню дерева, 
объясняется тем, что она является наиболее информа-
тивной и оказывает определяющее влияние на даль-
нейшее ветвление. 

Алгоритм планирования состоит из следующих 
основных шагов.  

Шаг 1. Присвоить всем переменным одинаковые 
веса 1/ ,

jXP n  1, ..., .j n  
Шаг 2. Выбрать случайным образом d переменных 

в соответствии с  назначенными весами, где d – за-
данный параметр. 

Шаг 3. Построить дерево решений в случайном 
подпространстве размерности d, в котором *X – пе-
ременная, соответствующая корню дерева. Опреде-
лить для построенного дерева критерий качества 
группировки Q.  

Шаг 4. Присвоить переменной *X  новый вес: 
 

* *max{ ,0},
X X

P P Q    
 

где   – параметр адаптации. 
5. Повторить шаги 2…4 до тех пор, пока не будет 

построено заданное число элементов ансамбля. 
Экспериментальное исследование алгоритма. 

Для определения качества алгоритма была разработа-
на процедура статистического моделирования. Эта 
процедура состоит в многократном генерировании 
случайных выборок в соответствии с заданным рас-
пределением для каждого класса; построении с по-
мощью исследуемого алгоритма согласованного 
группировочного решения для каждой выборки; на-
хождении усредненного по всем выборкам показателя 
качества. Распределение для каждого из K = 2 классов 
является многомерным нормальным с одной и той же 
ковариационной матрицей .  Число переменных n = 
100, объем выборки для каждого класса  25. Вектор 
математических ожиданий для каждого класса выби-
рается случайно из множества, соответствующего 
вершинам единичного гиперкуба. Ковариационная 
матрица является диагональной: ,  I  где 1.   Из 
общего числа переменных 20 являются шумовыми 
(для них 10).   Номера шумовых переменных вы-
бираются случайно. Каждое дерево строится в слу-
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чайно выбранном подпространстве переменных раз-
мерности 3. Параметры 2,   0,05,   в качестве 
функции f, задающей вид расстояния между высказы-
ваниями, выбрана 1.f  

 

 
 

Алгоритм построения коллектива таксономических  
деревьев решений с адаптацией и без адаптации (указаны 

95%-е доверительные интервалы для вероятности  
правильной классификации) 

 
Качество группировки определяется как частота 

правильной классификации Pcor. Усреднение прово-
дится по 100 случайным выборкам, являющихся реа-
лизациями смеси указанных распределений. Оценива-
ется 95%-й доверительный интервал для вероятности 
правильной классификации. Полученные результаты 
моделирования  позволяют  сделать  вывод о том, что  

при достаточно большом числе элементов ансамбля 
адаптивный алгоритм дает значимо более высокое ка-
чество классификации по сравнению с разработанным 
ранее вариантом, в котором адаптация не использует-
ся (см. рисунок).  

Таким образом, предложен алгоритм адаптивного 
планирования ансамбля таксономических деревьев 
решений, использующий расстояния между логиче-
скими высказываниями, описывающими кластеры. 
Результаты статистического моделирования подтвер-
дили эффективность разработанной процедуры.                     
В дальнейшем планируется применить данный алго-
ритм в задаче анализа биомедицинской информации, 
относящейся к устойчивости паразитарной системы 
клещевого энцефалита, а также для обработки спут-
никовых и натурных данных. 
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ALGORITHM FOR ADAPTIVE PLANNING OF AN ENSEMBLE OF TAXONOMIC DECISIONS TREES 

 
We suggest an approach to cluster analysis based on the ensemble of taxonomic decisions trees. The adaptive algo-

rithm for the ensemble planning that uses distances between logic statements describing clusters is offered. The results 
of statistical modeling confirm the efficiency of the algorithm. 
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УДК 681.3  
А. В. Бобров, Е. А. Перепелкин 

 
ВОССТАНОВЛЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ МАТРИЧНОЙ НОРМЫ 

 
Рассматривается проблема восстановления изображения. Описывается нелинейный гауссовский  фильтр, 

построенный на основе спектральной матричной нормы. Приводятся результаты численных экспериментов, 
подтверждающие преимущество данного фильтра по сравнению с линейным гауссовским фильтром.  

 
Ключевые слова: восстановление изображения, гауссовский фильтр, спектральная норма матрицы. 
 
Пусть изображение задано в виде неотрицательной 

вещественной матрицы A размером n m  с элемента-
ми  max0 .ija a  Будем считать, что изображение 
содержит искаженные пиксели. Координаты иска-

женных пикселей известны, соответствующие эле-
менты матрицы изображения равны нулю. Необходи-
мо восстановить искаженные пиксели.  

Для восстановления изображения применяют про-
странственные и частотные фильтры [1; 2].  
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Например, оценка значения пикселя ija  в про-
странственном линейном сглаживающем фильтре оп-
ределяется по формуле 

1, 1 ,ˆ ,
r r

ij p r q r i p j q
p r q r

a w a     
 

            (1) 

 

где r  – радиус фильтра; klw  – весовые коэффициенты 
фильтра 

0,klw   
2 1 2 1

1 1
1.

r r

kl
k l

w
 

 

   

 

В случае равенства весов  
 

,2

1ˆ .
(2 1)

r r

ij i p j q
p r q r

a a
r  

 


    

 

Матрица W размером (2 1) (2 1),r r    составлен-
ная из весов ,klw  называется ядром фильтра. Часто 
применяется гауссовский фильтр, ядро которого оп-
ределяется функцией 

 

2 2

2 2
1 ( 1) ( 1)exp .

2πσ 2σkl
k r l rw

     
  

 
 

 
Радиус гауссовского фильтра r  можно задать рав-
ным 3σ.  

В данной статье описывается нелинейный гауссов-
ский сглаживающий фильтр, построенный на основе 
спектральной матричной нормы.  

Рассмотрим линейный фильтр (1). Заметим, что 
оценка значения ija  может быть получена в результа-
те минимизации нормы Фробениуса 

 

ˆ arg min ( )ij ij Fs
a B s                      (2) 

 

матрицы 2( ) (2 1) . ,ij ijB s sE r W A    где E  – матрица 
с единичными элементами;   

. . . . . . ;
i rj r i rj r

ij

i rj r i rj r

a a

A
a a

   

   

 
 

  
 
 




 

 

точка в выражении . ijW A  обозначает операцию по-
элементного произведения матриц. 

В вычислительной математике и методах анализа 
данных наряду с нормой Фробениуса применяется 
спектральная матричная норма [3], обладающая свой-
ством грубости (робастности) по отношению к изме-
нениям в элементах матрицы [4]. Заменим норму 
Фробениуса в выражении (1) на спектральную норму. 
Получим оценку 

2
ˆ arg min ( ) ,ij ijs
a B s                      (3) 

где 
2ijB  – максимальное сингулярное число матри-

цы .ijB  
Фильтр (3) является нелинейным гауссовским 

фильтром. Вычислить значение ˆija  несложно, по-

скольку s  – это скалярная переменная, принимающая 
значения в заданном интервале  max0 .s a  

Качество восстановления изображения можно 
оценить по нескольким критериям: 

– критерию отношения сигнала к шуму [2]: 
 

2

10
2

1 1

255ˆ( , ) 10log ;
ˆ( )

n m

ij ij
i j

nmd A A
a a

 




              (4) 

 

– критерию максимального отклонения:  
 

max
ˆ ˆ( , ) max max ;ij iji j

d A A a a               (5) 
 

– критерию на основе нормы Фробениуса: 
 

ˆ
ˆ( , ) ;F

F

A A
F Ad A A


                        (6) 

 

– критерию на основе спектральной нормы: 
 

2

2

ˆ

2
ˆ( , ) .

A A

Ad A A


                        (7) 
 

Два последних критерия позволяют оценить каче-
ство восстановления изображения в процентном от-
ношении. 

В качестве примера рассмотрим черно-белое изо-
бражение, представленное в виде матрицы размером 
400 600  (рис. 1). Элементы матрицы принимают 
значения от 0 до 255, что соответствует восьмибит-
ному кодированию изображения. Файл с изображени-
ем взят с сайта http://freefoto.com.  
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Рис. 1. Исходное изображение 

 
Введем следующие обозначения: A  – исходное 

изображение; A  – изображение с искаженными пик-
селями; Â  – восстановленное изображение. Иска-
женные пиксели имеют нулевое значение, что соот-
ветствует черному цвету (рис. 2).  

Восстановление изображения выполнялось на ос-
нове линейного (ЛГФ) (рис. 3) и нелинейного гаус-
совских фильтров (НГФ) (рис. 4) с параметрами 

2,r   σ 2 / 3.   
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Рис. 2. Изображение с искаженными пикселями 
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Рис. 3. Изображение, восстановленное на основе линейного 

гауссовского фильтра 
 

Расчеты выполнялись в системе MATHLAB с ис-
пользованием базовых функций чтения, записи и ви-
зуализации изображений [5]. 

Результаты расчетов, приведенные в таблице, по-
казывают,  что  нелинейный  гауссовский фильтр дает  

лучший результат по критериям (4)…(7), чем линей-
ный гауссовский фильтр. 
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Рис. 4. Изображение, восстановленное на основе  
нелинейного гауссовского фильтра 

 
Таким образом, нелинейный гауссовский фильтр, 

построенный на основе спектральной матричной нор-
мы, может быть использован для восстановления ис-
каженных пикселей изображений. Численные экспе-
рименты подтверждают работоспособность данного 
фильтра и возможность его применения для решения 
практических задач цифровой обработки изображений. 
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Качество восстановления изображения 
 

Фильтр ( , )d A A  ˆ( , )d A A  max ( , )d A A  max
ˆ( , )d A A  ( , )Fd A A  ˆ( , )Fd A A  2 ( , )d A A  2

ˆ( , )d A A  
ЛГФ 24,3 32,6 255 147 0,096 0,037 0,013 0,0049 
НГФ 24,3 38,2 255 141 0,096 0,019 0,013 0,0029 

 
 

A. V. Bobrov, E. A. Perepelkin  
 

IMAGE RECONSTRUCTION BASED ON SPECTRAL MATRIX NORM 
 
A problem of image reconstruction is considered. Nonlinear Gaussian filter, built on the basis of the spectral matrix 

norm, is described. Results of numerical experiments confirming advantage of the given filter in comparison with linear 
Gaussian filter are discussed. 

 
Keywords: images reconstruction, Gaussian filter, spectral matrix norm. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕАДАМАРОВСКОГО КВАНТОВОГО БЛУЖДАНИЯ  
ДЛЯ РЕШЕТОК ВЫСШИХ РАЗМЕРНОСТЕЙ* 

 
Методом компьютерного моделирования исследованы асимптотические свойства вероятности возвраще-

ния в модели квантового случайного блуждания на решетках разных размерностей. Результаты численных 
экспериментов позволяют сформулировать гипотезы локализации на двумерной решетке для модели неадама-
ровского блуждания с различными эволюционными матрицами. 
 

Ключевые слова: квантовое случайное блуждание, вероятность возвращения. 
 

Модель квантового случайного блуждания актив-
но изучается в последнее десятилетие в связи с воз-
можным применением ее результатов в теории кван-
товых вычислений и ускорении алгоритмов, основан-
ных на случайном блуждании. Более того, указанная 
модель имеет неожиданные приложения в теории 
прямых и обратных задач рассеяния [1]. 

Одномерное квантовое случайное блуждание. 
Прежде чем определить дискретное квантовое блуж-
дание, опишем классический случай [2]. Симметрич-
ное классическое блуждание может быть реализовано 
следующим образом. Частица начинает движение, на-
пример, из начала координат, на каждом шагу под-
брасывая монетку, она равновероятно выбирает на-
правление движения. Затем она делает один шаг в вы-
бранном направлении и т. д. 

В более общем случае, когда частица выбирает 
направление не равновероятно, а с вероятностями p и 

1 ,q p   вероятность нахождения классической блу-
ждающей частицы в момент времени 1t   в ячейке с 
номером n выглядит следующим образом: 

 

1 1( 1) ( ) ( ).n n nP t pP t qP t                      (1) 
 

Тем самым, задав распределение вероятностей нахо-
ждения классической блуждающей частицы в началь-
ный момент времени, можно вычислить распределе-
ние вероятностей для любого наперед заданного мо-
мента времени t. 

Квантовое обобщение случайного блуждания [3] 
рассматривает квантовую частицу, обладающую до-
полнительной степенью свободы, и характеризуется 
двукомпонентной волновой функцией 
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амплитуд в ячейке с номером n во время t. Поведение 
во времени функции ( , )n t  задается унитарным пре-
образованием. 

Определение 1. Адамаровское случайное блужда-
ние – это случайное блуждание, задаваемое правилом 
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Вероятность нахождения квантовой частицы в уз-
ле с номером n в момент времени t выражается сле-
дующей формулой: 

 

2 2( , ) ( , ) ( , ) .L RP n t n t n t     
 

Если частица начинает свое движение из начала 
координат с исходным состоянием «влево», то на-
чальные условия будут выглядеть следующим обра-
зом: 

1 0
(0,0) , ( ,0) , 0,

0 0
n n   

       
   

 

 

и адамаровское квантовое случайное блуждание 
станет сводиться к решению двумерной системы 
уравнений в конечных разностях.  

В общем случае характеристики квантового слу-
чайного блуждания (унитарного преобразования над 
волновой функцией) зависят от четырех параметров. 
Однако, как было отмечено в [3], достаточно рассмот-
реть зависимость от одного параметра, характери-
зующего семейства блужданий. Таким образом, об-
щее случайное блуждание может быть описано сле-
дующим преобразованием:  

 

( ) ( ),M T I U    

где 2 .yiU e


   
Оператор ( )M   описывает эволюцию блуждания: 

( 1) ( ) ( ).t M t      Адамаровское случайное блуж-
дание соответствует значению параметра / 2 :    

 

2

2

1 1
1 1 01 2 2 ,
1 1 0 1 12

2 2

zii
H i ie U

i





 
    

              
 

 

 

где дополнительное вращение может быть нивелиро-
вано подходящим переопределением фазы состояния.  

 
 
*Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 08-01-00312).  
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В более удобном для использования виде эволю-
ция квантового блуждания может быть записана как 

 

0 0
( , 1) ( 1, )

sin cos
2 2

cos sin
2 2 ( 1, ).

0 0

n t n t

n t

 
        
 
  

   
 
 

         (2) 

 

Используя выражение для волновой функции (2), 
можно вычислить распределение вероятностей нахож-
дения квантовой частицы для различных начальных со-
стояний частицы и различных значений параметра .  

Результаты расчетов для вероятности возвращения 
квантовой частицы даже для не очень большого числа 
шагов, приведенные на рис. 1, позволяют сделать вы-
вод, что распределение вероятностей нахождения 
квантовой частицы в заданной точке достаточно 
сильно зависит как от начального состояния частицы, 
так и от параметра .  

Здесь и далее нас будет интересовать такая харак-
теристика, как вероятность возвращения квантовой 
блуждающей частицы в исходную точку за t шагов по 
времени, а также асимптотические свойства этой ха-
рактеристики. Интерес к данному показателю обу-
словлен связью вероятности возвращения и свойства 
локализации [1]. 

Возвратные марковские цепи. Локализация в 
модели квантового блуждания. В теории классиче-
ских цепей Маркова большое внимание уделяется 
возвратным состояниям. Рассмотрим цепь Маркова 
  0 .n nX 


 Если в n-м испытании реализовалось собы-

тие ,jE  то будем считать, что .nX j  Введем сле-
дующие обозначения: 

 

 1 1 0( ) , , ..., | ,j n nf n P X j X j X j X j      

0
( ).j j

n
F f n





  
 

Определение 2. Состояние jE  называется воз-
вратным, если 1,jF   и невозвратным, если 1.jF   

Пусть  0| .ij kp P X j X i    Важным способом 
проверки возвратности является следующая теорема [2]. 

Теорема 1. Состояние jE  возвратно тогда и толь-

ко тогда, когда 
1

.jj
j

p




   

Численно исследуя асимптотические свойства 
убывания членов ряда ,jjp  можно cделать выводы о 
его сходимости или расходимости, а следовательно, и 
выводы о возвратности цепи Маркова. 

В случае классического случайного блуждания 
имеет место следующая теорема [2]. 

Теорема 2. Описанное случайное блуждание обра-
зует возвратную цепь Маркова тогда и только тогда, 
когда 1 .

2
p q   

По аналогии с вышеприведенными рассуждениями 
и определением локализации в моделях, рассматри-
ваемых в [4], можно определить следующие понятия. 

Определение 3. Квантовое случайное блуждание 
называется локализованным, если lim ( ) 0,rn

p n


 где 

( ) (0, )rp n P n  – вероятность возвращения квантовой 
частицы в начальную точку за n шагов. 

Определение 4. Квантовое случайное блуждание 

называется слабо локализованным, если 
0

( ) .r
n

p n




   

Свойство возвратности одномерного квантового 
блуждания достаточно подробно описано в работе [1] 
и представлено следующей теоремой. 

Теорема 3 (одномерная квантовая теорема 
Пойа). Пусть 0,   тогда квантовое блуждание на 
прямой с любым начальным состоянием не возвратно. 
Пусть 0 ,     тогда квантовое блуждание на пря-
мой с любым начальным состоянием возвратно (слабо 
локализовано). При этом главный член асимптотики 
не зависит от начального состояния. Пусть ,    то-
гда квантовое блуждание на прямой с любым началь-
ным состоянием возвратно (слабо локализовано). При 
этом ( , ) 0P n t   при | | 2.n   

Квантовое случайное блуждание высших раз-
мерностей. Одномерное классическое блуждание на 
прямой описывается эволюционным уравнением для 
вероятности нахождения в точках с целыми коорди-
натами (1). Аналогичное уравнение, но уже зависящее 
от четырех параметров, имеет место для классическо-
го блуждания по точкам с целыми координатами на 
плоскости (а в общем случае – и для блуждания по 
точкам с целыми координатами в пространстве раз-
мерности n): 

 

, 1 1, 2 1,

3 , 1 4 , 1

( 1) ( ) ( )

( ) ( ).
x y x y x y

x y x y

P t p P t p P t
p P t p P t

 

 

   

 
 

 

Вероятности ip  соответствуют вероятности клас-
сической частицы совершить шаг вправо, влево, вверх 
и вниз. Для квантового случайного блуждания роль 
вероятностей играют матрицы P M   и .Q M   

Соответствующее уравнение для амплитуд веро-
ятностей выглядит следующим образом: 

 

( , 1) ( 1, ) ( 1, ).n t P n t Q n t         
 

Множество начальных состояний квантовой час-
тицы имеет вид 

 

2 2 2:| | | | 1 .C
                 

 

 

Матрица преобразования для одномерного адама-
ровского блуждания будет такой: 

 

1 11 .
1 12

H  
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Рис. 1. Распределение вероятностей возвращения для блуждающей квантовой частицы:  

верхние четыре рисунка – ,13
   

1
2(0,0) ,

2
i

 
 

   
  
 

 число шагов по времени 50, 100, 150, 200; 

нижние четыре рисунка – ,2
   

1
(0,0) ,

0
 

   
 

 число шагов по времени 50, 100, 150, 200   
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Обобщение квантового случайного блуждания на 
многомерный случай определяется матрицами боль-
шей размерности [5]: 

 

,d d
H H H H     

 

являющимися тензорным произведением матриц од-
номерного случайного блуждания. В этом случае 
множество начальных состояний квантовой частицы 
выглядит как 

 

 ( )
1 2 : , 1, 2, , .d

d i i d           
 

Определение 5. Двумерным адамаровским случай-
ным блужданием называется блуждание, описывае-
мое матрицей 

H 1

1 1 1 1
1 1 1 11 .
1 1 1 12
1 1 1 1

H H H H

 
      
  
 

  

 

 

Вероятность нахождения квантовой частицы в со-
ответствующем узле ( , )n m  определяется аналогично 
одномерному случаю: 

 

2 2
1 2

2 2
3 4

(( , ), ) | (( , ), ) | | (( , ), ) |

| (( , ), ) | | (( , ), ) | .

P n m t n m t n m t
n m t n m t

    

   
 

 

Другим примером двумерного квантового блуж-
дания является блуждание, описываемое матрицами 

2H  (Гровера) и 3 :H  
 

2

1 1 1 1
1 1 1 11 ,
1 1 1 12
1 1 1 1

H

 
  
 
 

 

 3

1 1 1 1
1 1 1 11 .
1 1 1 12
1 1 1 1

H

 
   
  
 
  

 

 

Как и раньше, нас будет интересовать такая харак-
теристика блуждания, как вероятность возвращения в 
исходную точку за определенное число шагов, на-
пример за 20 (рис. 2). 

Сложность изучения квантового случайного блу-
ждания  обусловливается  еще большим  числом все 

возможных конфигураций и степеней свободы                   
по сравнению с блужданием на одномерной решетке 
(см. рис. 2). 

Проследить асимптотические свойства вероятно-
сти возвращения в исходную точку можно на рис. 3, 
где изображены результаты компьютерного модели-
рования. Эти результаты показывают, что вероятность 
возвращения для блуждания с матрицами 1H  и 3H  
убывает на бесконечности как 21 t  и, следовательно, 
невозвратно. 

Особенно интересным в качестве объекта числен-
ного исследования является случайное блуждание 
Гровера, которое имеет принципиально иной асим-
птотический характер вероятности возвращения в ис-
ходную точку (пропорционально 0t ). 

Таким образом, результаты моделирования позво-
ляют сформулировать следующие гипотезы. 

Гипотеза 1. Асимптотика вероятности возвраще-
ния квантовой частицы в начало координат не зависит 
от начальных условий. 

Гипотеза 2. Подмножество параметров квантового 
блуждания, при котором оно обладает свойством воз-
вратности при любых начальных данных, имеет меру 
нуль. 
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Рис. 2. Распределение вероятностей для блуждания с матрицами преобразования 1 ,H  2H  и 3H  за 20 шагов по времени 
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Рис. 3. Вероятность возвращения в исходную точку в логарифмическом масштабе для блужданий  
с матрицами 1,H  2H  и 3H  и асимптотическое приближение на бесконечности вида 21 t  
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УДК 517.9 
 

М. А. Бондаренко 
 

МЕТОДЫ ХАОТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ В ЗАДАЧЕ АНАЛИЗА  
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ ВОЛЬФА* 

 
Представлены результаты компьютерного исследования временного ряда, составленного из чисел Вольфа. 

В соответствии с подходом, основанным на теореме Такенса, решалась задача восстановления размерности 
аттрактора динамической системы, описывающей динамику Солнца. Показано, что за последние 3 000 лет 
принципиальных изменений в эволюции Солнца не произошло. 

 
Ключевые слова: теорема Такенса, реконструкция аттрактора, числа Вольфа. 
 
Математические модели, содержащие три и более 

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), 
способны демонстрировать хаотические режимы ко-
лебаний, которые на первый взгляд имеют вид слу-
чайных процессов. Переход в фазовое пространство 
позволяет получать наглядную информацию об осо-
бенностях сложной динамики соответствующих сис-
тем, прежде всего о геометрии предельных множеств 
фазовых траекторий, которые соответствуют устано-
вившимся режимам [1]. 

В последнее время это свойство хаотичности не-
линейных диссипативных динамических систем ак-
тивно используется для анализа временных рядов. 
Основным моментом здесь является предположение о 
том, что данный временной ряд порожден некоторым 
функционалом от решения неизвестной нам динами-
ческой системы с аттрактором. Алгоритм Грассберга–
Прокаччиа [2], используемый в данной статье, позво-
ляет получить оценку для корреляционной размерно-
сти этого аттрактора. Она и является тем параметром, 
который характеризует качественное поведение тра-
екторий такой динамической системы. В работе в ка-
честве временного ряда автором были выбраны числа 
Вольфа, называемые также международными числами 
солнечных пятен, относительными числами солнеч-
ных пятен или цюрихскими числами. 

Солнечные пятна – это темные области на Солнце, 
температура которых понижена примерно на 1 500 К 
по сравнению с окружающими участками фотосферы. 
Количество пятен на Солнце и связанное с ним число 
Вольфа – одни из главных показателей солнечной 
магнитной активности. Прямые наблюдения солнеч-
ных пятен доступны в течение последних четырех 
столетий (рис. 1), но более длительный временной ряд 
необходим, например, для выявления возможного 
воздействия Солнца на климат и для проверки моде-
лей солнечного динамо.  

В работе [3] приведены результаты реконструкции 
чисел Вольфа на период, охватывающий последние 11 
400 лет. Эти результаты были получены на основании 
дендрохронологического анализа радиоуглеродной 
концентрации ископаемых останков растений. На ос-
новании объединенной физико-биологической модели 
была построена связь процессов набора определенной 
радиоуглеродной концентрации с числами Вольфа. 

 
Рис. 1. Количество солнечных пятен в зависимости от года 

 
Согласно полученной реконструкции, уровень 

солнечной активности за последние 70 лет является 
исключительным случаем. Предыдущий период столь 
же высокой активности произошел более 8 000 лет 
назад. Было подсчитано, что в течение последних 11 
400 лет Солнце провело лишь порядка 10 % времени 
на столь же высоком уровне магнитной активности, и 
почти все предыдущие периоды такой активности 
были гораздо короче, чем нынешний эпизод.  

Редкость текущего эпизода высокого среднего 
числа солнечных пятен может свидетельствовать о 
том, что Солнце внесло свой вклад в необычные кли-
матические изменения в течение XX в. Но насколько 
значимы эти отклонения? Являются ли они некото-
рым сигналом того, что на Солнце происходят какие-
то изменения в механизме термоядерного синтеза или 
же это простые временные флуктуации? Будем счи-
тать, что числа Вольфа порождены некоторой дина-
мической системой, описывающей временную эво-
люцию Солнца. 

Была поставлена следующая задача: сравнить раз-
мерность аттрактора Солнца за последние 130 лет с 
его глобальным поведением за 11 400 лет. Разные ве-
личины N с аттрактором размерности N будут гово-
рить о том, что в последние 130 лет в механизме 
Солнца происходят качественные изменения.  

Для решения этой задачи выбраны два временных 
ряда для чисел Вольфа: 

– соответствующий 11 400 годам через промежу-
ток 100 лет; 

– соответствующий 130 годам через промежуток            
1 год.  

 
 
*Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 08-01-00312).  
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Для каждого из этих случаев определялась вре-
менная задержка τ (рис. 2–4). Необходимо, чтобы сис-
тема достаточно долго находилась на аттракторе, но 
при этом слишком детальное описание ее движения 
приведет к определенным трудностям.  

Числовым показателем количества пятен на Солн-
це является число Вольфа. Для данного дня это число 
определяется 

W = k(f + 10g),                              (1) 
 

где k – нормировочный коэффициент; f – количество 
наблюдаемых пятен; g – количество наблюдаемых 
групп пятен. 

Для нахождения величины временной задержки τ 
на интервале 9400 г. до н. э. – 2000 г. н. э. с шагом 10 
лет были использованы метод взаимной информации 
I(τ):  

2
1 1

( )
( ) ( ) log ,

( ) ( )

L L
i i

i j
i j i j

P A B
I P A B

P A P B 

              (2) 

 

где P(·) – вероятность соответствующего события, и 
метод автокорреляционной функции R(τ): 

 

 
1

11

1( ) ( ) ( ).
N

t
R y t y t

N 

                        (3) 

 

Анализ графика зависимости I(τ) и R(τ) от выбора 
временной задержки τ (рис. 2) показывает, что первый 
минимум встречается при τ = 5. 

 

 
Рис. 2. График зависимости функции взаимной информации 

I(τ) и автокорреляционной функции R(τ) от временной  
задержки τ для интервала 9400 г. до н. э. – 2000 г. н. э.  

с шагом 10 лет 
 

Для определения размерности пространства вло-
жения был использован метод Грассберга–Прокаччиа 
[2]. На графике d(m), представленном на рис. 3, на-
сыщение наступает при m = 3, при этом d = 1,81. Ис-
ходя из этого можно сделать вывод, что размерность 
пространства вложения составит d ≥ 2 [d(3)] + 1 = 3. 

Для нахождения временной задержки τ на интер-
вале 1870–2000 гг. с шагом 1 год были использованы 
методы взаимной информации I(τ) (2) и автокорреля-
ционной функции R(τ) (3) (рис. 4). Очевидно, что в 
качестве временной задержки в этом случае можно 
использовать τ = 3 или τ = 4. 

 
 

Рис. 3. График зависимости коэффициента корреляционной 
размерности d от размерности m для интервала 9400 г.  

до н. э. – 2000 г. н. э. с шагом 10 лет 
 
 

 
 

Рис. 4. График зависимости автокорреляционной функции 
R(τ) и функции взаимной информации I(τ) от временной за-

держки τ для интервала 1870–2000 гг. с шагом 1 год 
 
Вычислим размерность пространства вложения 

методом Грассберга–Прокаччиа [2] для временного 
интервала 1870–2000 гг. (рис. 5). Можно отметить, 
что d(m) также достигает своего насыщения при раз-
мерности 1,81. В этом случае имеем следующую 
оценку размерности пространства вложения: d ≥ 2 
[1,81] + 1 = 3. 

 

 
 

Рис. 5. График зависимости коэффициента корреляционной 
размерности d от размерности m для временного ряда, со-
ставленного из чисел Вольфа, для интервала 1870–2000 гг. 
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О ВВЕДЕНИИ МЕТРИК НА ВЫСКАЗЫВАНИЯХ ЭКСПЕРТОВ С ВЕРОЯТНОСТЯМИ* 

 
Предлагаются способы введения метрик на высказываниях экспертов, заданных формулами исчисления вы-

сказываний с вероятностями. Результаты переносятся на формулы над бесконечными  носителями. 
 
Ключевые слова: высказывания экспертов, кластеризация, расстояния, метрики. 

 
В настоящее время проявляется все больший ин-

терес к анализу экспертной информации, заданной в 
виде вероятностных логических высказываний экс-
пертов. Интересны исследования о высказываниях 
экспертов, представленных формулами исчисления 
высказываний (ИВ) с вероятностями. Возникают за-
дачи об алгоритмах распознавания закономерностей, 
согласования логических (экспертных) знаний и их 
кластеризации [1–6]. Для решения этих задач необхо-
димы метрики на знаниях.  

В данной статье рассматриваются логические вы-
сказывания экспертов, представленные формулами 
исчисления высказываний с вероятностями, предла-
гаются способы задания расстояний на формулах-
высказываниях с вероятностями, а также устанавли-
ваются свойства введенных расстояний, для чего ис-
пользуются  вероятностный и теоретико-модельный 
подходы [2; 5; 7].  

Основные определения. Будем рассматривать 
знания экспертов, представленные формулами ИВ с 
вероятностями (вероятностные высказывания), т. е. 
высказывания вида «   с вероятностью p», где   – 
формула ИВ. Для таких высказываний будем исполь-
зовать следующую запись: 

 

, ,iB p   , .jB p   

Пусть   – база знаний, состоящая из формул ИВ, 
т. е. в   содержатся все формулы, с которыми будут 
работать эксперты; ( )S   – носитель формулы  , т. е. 
множество элементарных высказываний, используе-
мых при написании формулы  , ( ) ( )S S



    – но-

ситель совокупности знаний. 
Рассмотрим совокупность ( )( ( )) 2SP S    – мно-

жество всевозможных подмножеств множества ( ).S   
Для простоты обозначения примем, что 

( )( ( )) 2 .SP S n    Элементы множества ( ( ))P S   
называются моделями. Более подробно  о теории мо-
делей см. в [2–4]. 

Пусть эксперты говорят о вероятностях (частости) 
формул на множестве всех n моделей, и каждое вы-
сказывание присутствует только с одной вероятно-
стью. Тогда будем интерпретировать вероятность, 
данную экспертом, следующим образом: , .B p   

Это означает, что высказывание   истинно на 

n n p      моделях, где ( )2 Sn   – число всех мо-

делей.  

 
*Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (гранты 07-01-00331a, 08-07-

00136а).  
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Пусть имеется два вероятностных логических вы-
сказывания ,iB p   и , .jB p   Дадим способ 

вычисления расстояния ( , )i jB B  между такими вы-
сказываниями. 

Интерпретируя данные экспертами вероятности 
описанным выше способом, получаем, что высказы-
вание   истинно на n n p      моделях, а высказы-

вание   – на n n p      моделях. Отметим, однако, 
что при таком подходе мы не знаем, на каких именно 
моделях каждое высказывание истинно, а также число 
моделей, на которых эти высказывания истинны од-
новременно. 

Решим следующую задачу: пусть высказывание   
истинно на n  моделях, высказывание   истинно на 
n  моделях и k  – число моделей, на которых эти вы-
сказывания истинны одновременно. Вычислим рас-
стояние между высказываниями ,iB p   и 

, .jB p    
Обозначим рассматриваемые  далее расстояния 

через ( , ),k i jB B  где 0, 1, 2, ,min( , ).k n n    
Как и в [2–4], расстояние ( , )k i jB B  для каждого 
0,1, 2, , min( , )k n n   определим через разность: 

 

2
( , ) .k i j

n k n k n n k
B B

n n
       

    
 

Теорема 1. Для расстояний ( , )k i jB B  справедли-
вы свойства: 

1) 0 ( , ) 1;k i jB B    
2) ( , ) ( , );k i j k j iB B B B    
3) ( , ) ( , ) ( , );k i j k i s k s jB B B B B B     
4) ( , ) 0i j k i jB B B B     ( i jB B      и 

,p p   т. е. формулы   и   истинны на одних и 
тех же моделях); 

5) ( , ) 1;i j k i jB B B B     

6) ( , ) 1 ( , ) ( , );k i j k i j k i jB B B B B B        
7) ( , ) ( , ).k i j k i j i jB B B B B B      
Докажем неочевидное свойство 3. Определение 

( , )k i jB B  можно переписать следующим образом:  
 

( ) ( )2
( , )k i j

nn n k n
B B

n n n
     

     
 

(по определению симметрической разности). Тогда 
для произвольного высказывания ,sB p   не-

трудно доказать, что ,n n n     откуда 
 

( , )

( , ) ( , ).

k i j

k i s k s j

n n n
B B

n n n
B B B B

      

  
 

 

Докажем свойство 4 сначала слева направо ( ).  
Если ,i jB B  то     и, значит, .n n k    Следо-
вательно, 

2
( , ) 0.k i j

n n k
B B

n
  

    
 

Докажем свойство 4 в обратную сторону ( ).  Ес-
ли ( , ) 0,k i jB B   то 2 0.n n k     Так как k  может 
принимать значения 0, 1, 2, , ,min( , ),K n n   то 
( 2 0 ).n n k n n k          Следовательно, 
    и, значит, .i jB B   

Докажем свойство 5 слева направо ( ).  Если 
,i jB B  то .    Тогда n n n    и 0,k   сле-

довательно 
 

0
( , ) 1.k i j

n n nB B
n n

  
     

 

Докажем свойство 5 в обратную сторону ( ).  Ес-
ли ( , ) 1,k i jB B   то 2 .n n k n     Так как k  может 
принимать значения 0, 1, 2, , ,min( , ),K n n   то 
( 2n n k n n n n          и 0).k   Следователь-

но,     и .i jB B  
Докажем свойство 6: 

2
( , ) ,k i j

n n k
B B

n
  

   

2( ) ( ) 2( )
( , )k i j

n n n k n n n n k
B B

n n
            

     

2 2
1 1 ( , ),k i j

n n n k n n k
B B

n n
       

      

Откуда нетрудно доказать, что  
 

1 ( , ) ( , ).k i j k i jB B B B      
 

Докажем свойство 7.  
Легко доказать, что ( ) ( )n     .n  Тогда  
 

( ) ( ) )( , ) ( , ).k i j i j k i j

n n
B B B B B B

n n
           

 

Далее предложим несколько способов вычисления 
расстояния ( , )i jB B  между вероятностными выска-

зываниями ,iB p   и , .jB p   

Так как нам неизвестно число ,k  т. е. число моде-
лей, на которых высказывания   и   истинны одно-
временно, и если нет никаких предпочтений для зна-
чения k  (хотя они и могут быть высказаны эксперта-
ми), то мы можем поступить следующим образом. 

Предположим, что все значения числа k  равнове-
роятны. Тогда расстояние между вероятностными вы-
сказываниями ,iB p   и ,jB p   определим 

как усреднение расстояний ( , )k i jB B  по всем значе-
ниям k: 
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min( , )

0
( , )

( , ) .
min( , ) 1

n n

k i j
k

i j

B B
B B

n n

 



 


 




 

 

Для этого расстояния также справедлива теоре-
ма 1, и слагаемые под знаком суммы можно взять с 
весами, в которых учтены мнения экспертов. 

Если экспертами указано, какое значение k  пред-
почтительнее, то в качестве ( , )i jB B  берется рас-
стояние ( , ).k i jB B  Это возможно в случае, когда мы 
знаем, что пересечение состоит из k  моделей.  

Можно подойти к вопросу определения расстоя-
ния ( , )k i jB B и с вероятностно-статистической точки 
зрения и для каждого k  вычислить частоту того, что 
высказывания   и   одновременно истинны на k  
моделях. 

Найдем частоту (вероятность) kp того, что в вы-
бранных n  и n  моделях (они выбираются из n  мо-
делей) будет k  моделей, на которых высказывания   
и   истинны одновременно, где 0, 1, 2, , ,k K   
min( , ).n n   

Сначала определим вероятностное пространст-
во , , ,A p  где   – пространство элементарных ис-

ходов – моделей,  0, 1, 2, , , min( , )K n n     – 
число возможных совпадений моделей в наборах из 
n  и n  моделей; A – система пар подмножеств мно-
жества моделей ,  образующая -алгебру событий; 
p  – вероятность на , .A   

Определим для 0, 1, 2, , , min( , )k K n n    на де-
картовом произведении A  случайную величину 

:   
( ) ( , ),k i jk B B    

 

т. е. функция   каждому k  из   будет ставить в со-
ответствие число – расстояние ( , ).k i jB B  

Вероятность этого события (с пересечением k) на 
классе из n моделей можно вычислить так: 

 

,
n k n kk

n n k n n
k n n

n n

C C C
p

C C

 



 

 
 

  

 

где n
nC   – число способов выбрать n  моделей из n  

моделей. 
Действительно, любой набор, состоящий из n  

моделей, может сочетаться с любым набором, со-
стоящим из n  моделей, значит число ( )n n

n nC C   оп-
ределяет количество всех способов выбрать два набо-
ра, один из которых состоит из n  моделей, а другой – 
из n  моделей. Выбрать k  моделей, которые будут 

общими в этих наборах, из n  моделей  можно k
nC  

способами. Тогда остальные ( )n k   и ( )n k   моде-
лей должны быть дизъюнктными. Следовательно, ос-
тальные ( )n k   моделей для пополнения набора, со-

стоящего из k, до n  моделей можно выбрать n k
n kC  
  

способами, а ( )n k   моделей для получения набора, 
состоящего из n  моделей, с учетом наших предпо-

ложений, – n k
n nC 




  способами. Итак, имеется всего 

 n k n kk
n n k n nC C C 



 
   способов выбрать два набора, один из 

которых состоит из n  моделей, а другой – из n  мо-
делей, и k  моделей в этих наборах моделей совпадут. 
Поэтому вероятность того, что k  моделей совпадет в 
наборах из n  и n  элементных моделей, составит 

 

.
n k n kk

n n k n n
k n n

n n

C C C
p

C C

 



 

 
 

  

 

В результате получим, что расстояния  
 

2
( , )k i j

n n k
B B

n
  

   

будут появляться с вероятностями 
 

,
n k n kk

n n k n n
k n n

n n

C C C
p

C C

 



 

 
 

  

 

где 0, 1, 2, , , min( , ).k K n n    Эти вероятности (и 
близкие к ним числа) можно использовать в качестве 
весов-коэффициентов расстояний для получения ре-
зультирующего расстояния для данных формул с ве-
роятностями (подробнее об этом см. дальше).  

Заметим, что при таком подходе главную роль иг-
рают не сами формулы, а числа, определяющие коли-
чество моделей и их пересечения. Не имея другой ин-
формации, мы рассмотрели все возможные подмно-
жества для подсчета частости (вероятности) появле-
ния расстояния для конкретного .k  Используя свой-
ство инвариантности расстояний между формулами и 
вероятностей высказываний (формул) [2–4], можно 
получить аналогичный результат, но с меньшим носи-
телем знаний, включающим только те, которые встре-
чаются в двух формулах, для которых и ищется рас-
стояние. Будем считать, что мы так и сделали с само-
го начала. И тогда наш расчет будет оптимальным.  

Зная вероятности kp  для каждого расстояния 
( , ),k i jB B  в качестве расстояния между вероятност-

ными высказываниями ,iB p   и ,jB p   
можно взять, например, наиболее вероятное расстоя-
ние ( , ) ( , ),i j m i jB B B B    где max ,m kk

p p  для кото-

рого справедлива теорема 1.  
Для получения других расстояний можно исполь-

зовать расстояние, усредненное для некоторых                 
выбранных подмножеств из всех полученных рас-
стояний.  
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Если мы возьмем произвольные веса kp  (исходя 
из экспертных оценок или дополнительных сведений 
экспертов, которые могут и не совпадать!) для рас-
стояний ( , )k i jB B  таким образом, чтобы они подчи-
нялись закону распределения, то получим общий слу-
чай для адаптивного поиска нужного расстояния ме-
жду формулами с вероятностями. Тогда в качестве 
расстояния между вероятностными высказываниями 

,iB p   и ,jB p   можно взять величину, 
равную математическому ожиданию (центру тяжести) 
или среднему значению случайной величины :  

 

min( , )

0
( , ) ( , ) .

n n

i j k i j k
k

B B M B B p
 



       
 

Теорема 2. Для расстояния ( , )i jB B  справедливы 
свойства: 

1) 0 ( , ) 1;i jB B    
2) ( , ) ( , );i j j iB B B B    
3) ( , ) ( , ) ( , );i j i s s jB B B B B B     
4) если ( , ) 0,i jB B   то ;i jB B  

5) ( , ) 1 ( , ) ( , );i j i j i jB B B B B B        
6) ( , ) ( , ).i j i j i jB B B B B B      
Докажем неочевидное свойство 3. Для расстояния 

,iB p   по свойству 3 теоремы 1 имеем 

( , ) ( , ) ( , ).k i j k i s k s jB B B B B B     Тогда по свойствам 
математического ожидания: 

а) ;M M       
б) ( ) ,M M M        откуда получаем  требуе-

мое свойство для расстояния. 
Докажем свойство 4. Пусть ( ) ( , ) 0k i jk B B     и 

0.M   Тогда по свойству математического ожида-
ния ( ) ( , ) 0k i jk B B     с вероятностью, равной 1, а 
по свойству 4 теоремы 1 .i jB B  

Докажем свойство 5. Так как для расстояния 
( , )k i jB B  по свойству 6 теоремы 1 справедливо ра-

венство  
( , ) 1 ( , ) ( , ),k i j k i j k i jB B B B B B         

тогда по свойствам математического ожидания: 
а) если ( ) 1p     и M   (математическое ожи-

дание существует), то ;M M    
б) ( ) ,M a b a bM      откуда получаем требуе-

мое свойство для расстояния ( , ).i jB B  
Таким образом, в данной статье исследованы спо-

собы введения метрик на классах эквивалентных вы-
сказываний экспертов, заданных формулами ИВ с ве-
роятностями. Такое исследование необходимо для 
решения задач согласования вероятностных высказы-
ваний экспертов, кластеризации и для построения баз 
знаний и экспертных систем. Результаты переносятся 
на формулы над бесконечными носителям и формулы 
с переменными языка первого порядка с использова-
нием измеримых (для фиксированной теории) под-
классов измеримых (в том числе и метрических) мо-
делей.  
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В. Б. Звонков, Е. С. Семенкин 
 

О РЕШЕНИИ СЛОЖНЫХ ЗАДАЧ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
МОДИФИЦИРОВАННЫМИ ЭВРИСТИЧЕСКИМИ СТОХАСТИЧЕСКИМИ  

ПРОЦЕДУРАМИ ПРЯМОГО ПОИСКА* 
 

Проведен анализ эффективности самонастраивающегося генетического алгоритма и адаптивной гибрид-
ной стохастической процедуры на репрезентативном множестве тестовых и реальных прикладных экономи-
ческих задач. Сравнение со стандартным генетическим алгоритмом показало целесообразность применения 
предложенных модификаций. 

 
Ключевые слова: генетический алгоритм, автоматическая настройка, адаптивная гибридная стохастиче-

ская процедура, многокритериальная оптимизация. 
 

На современном этапе развития человеческого 
общества все большее значение в повседневной жиз-
ни преобретают сложные технические, технологиче-
ские, экономические и социальные процессы. 

Эти процессы предъявляют высокие требования к 
системам управления, которые должны обрабатывать 
значительные объемы информации, мгновенно при-
нимать решения и т. д. А поскольку человеческий по-
тенциал является ограниченным, т. е. в силу своих 
биологических особенностей человек не способен об-
рабатывать гигабайты «сырой» информации, мгно-
венно принимать решения, работать в опасной для 
здоровья среде, то необходимо исключить участие че-
ловека из таких процессов. Однако существующие 
системы автоматического управления во многих слу-
чаях не могут обеспечить достаточную интеллекту-
альность при принятии решений. 

В настоящее время актуальной научной задачей 
является разработка управленческих систем не с же-
сткой, а с гибкой архитектурой, способных изменять 
свои свойства в процессе решения задач на основании 
накопленной информации и имеющихся знаний с це-
лью приспособления к условиям окружающей среды. 
В качестве интеллектуальных агентов при решении 
многих задач широкое применение нашли эволюци-
онные алгоритмы. 

Модификации стандартного эволюционного 
алгоритма. Для эффективного решения задач безус-
ловной и условной однокритериальной оптимизации, 
а также безусловной многокритериальной оптимиза-
ции (в сочетании с методом учета многокритериаль-
ности SPEA [1]) был разработан, протестирован и ап-
робирован при решении ряда экономических задач, 
основанных на реальных данных, самонастраиваю-
щийся генетический алгоритм [2], обеспечивающий 
автоматическую настройку основных параметров эво-
люционного алгоритма (типа селекции, уровня мута-
ции и типа скрещивания) в ходе решения оптимиза-
ционной задачи, без использования априорной ин-
формации об эффективности алгоритмических схем 
эволюционного алгоритма, а также о свойствах задачи 
и поискового пространства. 

Принцип работы предложенного алгоритма состо-
ит  в вероятностном  выборе  основных  генетических  

операторов на основании информации о средней при-
годности порожденных потомков с помощью каждой 
рассматриваемой и автоматически настраиваемой ал-
горитмической схемы. Изначально вероятности выбо-
ра любой настройки или комбинации настроек равны. 
Адаптация алгоритма обеспечивается при помощи 
перераспределения вероятностей, когда для лучших 
комбинаций они увеличиваются, а для худших 
уменьшаются. 

Для эффективного решения задач безусловной и 
условной многокритериальной оптимизации была 
разработана, протестирована и апробирована на ре-
альных экономических задачах адаптивная гибридная 
стохастическая процедура [3]. 

Адаптивная гибридная стохастическая процедура 
в качестве алгоритмического ядра использует самона-
страивающийся генетический алгоритм [2], а в каче-
стве метода учета многокритериальности задачи – ме-
тод SPEA [1]. Новизна данной процедуры состоит в 
оригинальной самонастройке основных параметров 
генетического алгоритма, а также в использовании 
локального поиска для улучшения парето-опти-
мальных решений, найденных эволюционным алго-
ритмом 3. В отличие от классического подхода, ло-
кальный поиск здесь используется на каждом поколе-
нии, а не только по окончании работы генетического 
алгоритма. С его помощью осуществляется учет огра-
ничений задачи путем перевода недопустимых инди-
видов в область допустимых решений. 

Рассматриваемые задачи и методика числен-
ных экспериментов. В качестве тестовых задач без-
условной и условной однокритериальной оптимиза-
ции использовался стандартный набор задач [4]. Это 
задачи нелинейной оптимизации многоэкстремальных 
функций многих вещественных переменных (после 
бинаризации длина хромосом составляет 46…50 бит). 
Целевые функции не имеют свойства дифференци-
руемости, но обладают большим количеством ло-
кальных оптимумов, слабо отличающихся от гло-
бального и нерегулярно расположенных. Разворот 
функций относительно начала координат, протяжен-
ные овраги в области оптимума и наличие системы 
нелинейных ограничений-неравенств также затруд-
няют процесс оптимизации.  

 
*Работа выполнена при финансовой поддержке АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы» (НИР 

2.1.1/2710) и ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» (НИР НК-136П/3).   
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В качестве тестовых задач безусловной и условной 
многокритериальной оптимизации рассматривались 
двух-, трех-, четырех- и пятикритериальные задачи с 
квадратичными целевыми функциями и нелинейными 
ограничениями-неравенствами. 

Двухкритериальная безусловная задача: 
 

2 2
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2 2
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Трехкритериальная безусловная задача: 
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Четырехкритериальная безусловная задача: 
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Пятикритериальная безусловная задача: 
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В качестве прикладных задач были использованы 
следующие экономические задачи:  

– формирование оптимального инвестиционного 
портфеля предприятия (Химзавода – филиала ОАО 
«Красмаш»); 

– формирование оптимального кредитного порт-
феля банка (Красноярского филиала Банка Москвы); 

– оптимизация управления кредитным финансиро-
ванием проектов с длительным инвестиционным цик-
лом (ОАО «Информационные спутниковые системы» 
имени академика М. Ф. Решетнева»).  

Постановка задач и исходные данные заимствова-
ны из источников [5; 6].  

Все прикладные задачи являются задачами ус-
ловной одно- и многокритериальной (кроме задачи 
ОАО «Информационные спутниковые системы») не-
линейной булевой оптимизации алгоритмически за-
данных функций в бинарном пространстве высокой 
размерности (длина хромосом составляет 50…66 бит) 
с системой ограничений-неравенств. 

Для решения тестовых и реальных задач в одно-
критериальной постановке использовались следую-
щие настройки эволюционных алгоритмов: размер 
популяции – 100, количество поколений – 100, веро-
ятность скрещивания – 1, количество статистически 
независимых прогонов алгоритма – 500 или 1 000. 
Для решения тестовых и реальных задач в многокри-
териальной постановке применялись следующие на-
стройки: размер популяции – 100, количество поколе-
ний – 100, вероятность скрещивания – 1, количество 
статистически независимых прогонов алгоритма – 
100. Размер недоминируемого внешнего множества 
варьировался на каждой задаче с целью определения 
наиболее эффективного. В данной статье приведен 
априорный размер внешнего множества в каждом 
прогоне для каждой из задач. 

Для решения каждой задачи проводился полный 
набор численных экспериментов с помощью стан-
дартного генетического алгоритма и предложенных в 
данной статье модификаций, включающий в себя все 
рассматриваемые комбинации параметров генетиче-
ских алгоритмов (табл. 1, 2), с последующим усред-
нением показателей эффективности алгоритмов (на-
дежности, времени работы, скорости сходимости к 
оптимуму, процента паретовских точек, процента до-
пустимых точек, разброса точек в пространстве неза-
висимых переменных и разброса точек в пространстве 
целевых функций) (в тех задачах, где возможно вве-
дение таких показателей эффективности) по незави-
симым случайным реализациям алгоритмов и приме-
нением методов статистической обработки экспери-
ментальных данных [7–9]. 

В качестве методов учета ограничений для задач 
условной однокритериальной оптимизации использо-
вались статические штрафы, динамические штрафы, 
адаптивные штрафы, смертельные штрафы, поведен-
ческая память, лечение, лечение + смертельные 
штрафы [10].  

 
Таблица 1 

Количество комбинаций параметров эволюционных алгоритмов на одной задаче безусловной оптимизации 
 

Тип генетического алгоритма Общее число комбинаций параметров генетического 
алгоритма 

Стандартный 360 
Автонастройка мутации 120 
Автонастройка скрещивания 120 
Автонастройка селекции 72 
Автонастройка мутации и скрещивания 40 
Автонастройка селекции и мутации 24 
Автонастройка селекции и скрещивания 24 
Автонастройка селекции, мутации и скрещивания 8 
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Таблица 2 
Количество комбинаций параметров эволюционных алгоритмов на одной задаче условной оптимизации 

 

Тип генетического алгоритма Общее число комбинаций параметров генетического 
алгоритма 

Стандартный 1 800 
Автонастройка мутации 600 
Автонастройка скрещивания 600 
Автонастройка селекции 360 
Автонастройка мутации и скрещивания 200 
Автонастройка селекции и мутации 120 
Автонастройка селекции и скрещивания 120 
Автонастройка селекции, мутации и скрещивания 40 

 
Для получения требуемого количества допусти-

мых индивидов применялась процедура минимизации 
штрафной функции, функция пригодности для кото-
рой имеет вид 

1fitness( ) ,
sum 1

x 


 

где 2

1
sum ( )

m

j
j

f x


  – штрафная функция, здесь ( )jf x  – 

штраф за нарушение j-го ограничения. 
При этой процедуре самонастраивающийся гене-

тический алгоритм работает со всей популяцией до 
тех пор, пока не будет получено требуемое количест-
во допустимых индивидов.  

Рассматривались два способа определения метри-
ки в методе лечения: 

– при первом способе расстояние между индивидами 
задается значением целевой функции (лечение-1); 

– при втором способе расстояние между индиви-
дами определяется их координатами (лечение-2). 

При решении реальных задач использовался спо-
соб «лечение-2», а метод статических штрафов не 
применялся в силу результатов проведенных ранее 
исследований, показавших более высокую эффектив-
ность способа «лечение-2» по сравнению со способом 
«лечение-1» и нецелесообразность реализации авто-
матической настройки коэффициентов в методе ста-
тических штрафов. Кроме того, были установлены 
оптимальные параметры методов учета ограничений 
для тестовых и реальных задач однокритериальной 
условной оптимизации [11] (табл. 1, 2). 

Экспериментальные результаты. Приведем ре-
зультаты решения некоторых из описанных выше за-
дач многокритериальной оптимизации (рис. 1, 2) (ре-
зультаты решения тестовых и прикладных задач од-
нокритериальной оптимизации представлены в работе 
[11]). Эти результаты отражают наиболее эффектив-
ные настройки каждого алгоритма на каждой задаче, 
полученные с помощью многократных прогонов ал-
горитмов и последующего статистического анализа в 
пакете Statistica. На рис. 1 сплошными линиями пока-
зано истинное множество и фронт Парето, точками 
обозначены наилучшие результаты работы генетиче-
ских алгоритмов; на рис. 2 черными точками отмече-
ны точки, полученные эволюционными алгоритмами, 
белыми – точки, определенные методом полного пе-
ребора. 

Для эффективной реализации методики решения 
сложных задач оптимизации и проведения научных 
исследований была создана программная система 
Intelligence Technologies – Self-Adapting Genetic 
Algorithm (IT-SAGA). С ее помощью были получены 
следующие результаты: 

– доказано выполнение условия статистического 
ансамбля по непараметрическим критериям в пакете 
Statistica; 

– наилучшей модификацией на классе задач одно-
критериальной оптимизации по критериям надежно-
сти работы, скорости сходимости к оптимуму и вре-
мени работы является самонастраивающийся генети-
ческий алгоритм с автоматическим выбором селек-
ции, мутации и скрещивания; 

– в тестовых задачах многокритериальной оптими-
зации множество и фронт Парето, полученные адап-
тивной гибридной стохастической процедурой, более 
точно описывают истинные парето-оптимальные 
множество и фронт в сравнении с самонастраиваю-
щимся генетическим алгоритмом в сочетании с мето-
дом SPEA; 

– в прикладных задачах при размерности поиско-
вого пространства, равной 225, фронт Парето, полу-
ченный самонастраивающимся генетическим алго-
ритмом в сочетании с методом SPEA, содержит точ-
ки, не принадлежащие истинному парето-оптималь-
ному фронту, найденному методом полного перебора. 
Фронт Парето, полученный адаптивной гибридной 
стохастической процедурой, совпадает с точностью 
до одной или двух точек с парето-оптимальным 
фронтом, определенным методом полного перебора; 

– наилучшей модификацией на классе задач мно-
гокритериальной оптимизации является адаптивная 
гибридная стохастическая процедура по следующим 
критериям эффективности: процент паретовских то-
чек, процент допустимых точек, разброс точек в про-
странстве независимых переменных, разброс точек в 
пространстве целевых функций; 

– при размерности поискового пространства 502  и 
выше, в условиях отсутствия информации о множест-
ве и фронте Парето и неприменимости полного пере-
бора (из-за невозможности получения решения за 
приемлемое время), предложенные в данной статье 
модификации генетического алгоритма обеспечивают 
наилучшее известное на настоящий момент решение, 
найденное другими генетическими алгоритмами [5; 6] 
за время, сравнимое со временем работы данных мо-
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дификаций при решении прикладных задач в одно-
критериальной постановке [11]. 

Таким образом, самонастраивающийся генетиче-
ский алгоритм, адаптивная гибридная стохастическая 
процедура, методы учета ограничений для задач ус-
ловной оптимизации, метод SPEA, метод полного пе-
ребора и оригинальный  алгоритм  локального поиска,  

являясь алгоритмическим ядром разработанной про-
граммной системы Intelligence Technologies – Self-
Adapting Genetic Algorithm, прошли успешную апро-
бацию при решении репрезентативного множества 
тестовых и прикладных задач однокритериальной и 
многокритериальной оптимизации (всего решены             
22 тестовых и 3 практических задачи).  

 
 
 

 
а 
 
 

 
б 
 
 

 
в 

 
г 

 
Рис. 1. Результаты решения некоторых тестовых задач многокритериальной оптимизации стандартным (а, в)  

и самонастраивающимся (автоматическая настройка мутации и скрещивания) (б, г)  
генетическими алгоритмами в сочетании с методом SPEA: 

а, б – двухкритериальная задача, размер внешнего множества – 50 точек (верхний рисунок соответствует множеству Парето,  
нижний – фронту Парето); в, г – трехкритериальная задача, размер внешнего множества – 50 точек (множество Парето) 
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а       б 
Рис. 2. Результаты решения многокритериальной задачи формирования оптимального инвестиционного портфеля  

предприятия самонастраивающимся генетическим алгоритмом (автоматическая настройка мутации и скрещивания)  
в сочетании с методом SPEA (а) и адаптивной гибридной стохастической процедурой (б) (фронт Парето): 

размер внешнего множества – 50 точек; 1( )f x  – ожидаемая прибыль; 2 ( )f x  – рискованность программы 
 
В ходе проведения исследований было доказано 

выполнение условий статистического ансамбля, что 
является подтверждением неслучайности превосходст-
ва предложенных в данной статье модификаций над 
стандартным генетическим алгоритмом по всем крите-
риям эффективности (надежность, время работы, ско-
рость сходимости к оптимуму, процент паретовских 
точек, процент допустимых точек, разброс точек в про-
странстве независимых переменных и разброс точек в 
пространстве целевых функций). Поэтому можно сде-
лать обоснованный вывод о практической ценности 
самонастраивающегося генетического алгоритма и 
адаптивной гибридной стохастической процедуры. 
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SOLVING COMPLEX MULTIOBJECTIVE OPTIMIZATION PROBLEMS WITH  
THE MODIFIED HEURISTIC STOCHASTIC ALGORITHMS OF DIRECT SEARCH 

 
In this paper the analysis of efficiency of automatically adjusting genetic algorithm and adaptive hybrid stochastic 

procedure has been fulfilled on representative set of test and real world economical problems. It has been proved that 
the developed modifications outperform the standard genetic algorithm. 
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УДК 519.673, 519.245 
 

Л. А. Козинкин 
 

МЕТОД ПРЯМОГО СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ В ЗАДАЧЕ ТОМСОНА* 
 

Представлены минимальные и равновесные конфигурации систем зарядов на сфере, найденные с помощью 
метода Монте-Карло. Приведен анализ впервые полученных в ходе работы результатов. 

 
Ключевые слова: задача Томсона, метод прямого статистического моделирования. 
 
На рубеже XIX–XX вв. при изучении планетарной 

модели атома английским физиком Дж. Томсоном 
была сформулирована следующая задача: необходимо 
определить, какие конфигурации N одинаковых заря-
дов на сфере и в каких количествах дают минимум 
потенциальной энергии системы.  

Математически эта задача сводится к поиску вели-
чины  
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Еще сам Томсон проводил физические эксперимен-
ты по нахождению таких конфигураций для небольшо-
го количества зарядов. Решающее значение для реше-
ния этой задачи уже в середине XX в. имела теория 
приближения функций П. Л. Чебышева, на основе ко-
торой частные случаи (при N = 2, 3, 4, 6, 12) были ис-
следованы аналитически. Соответствующие конфигу-
рации приведены в таблице на светло-сером фоне. 

Дальнейшие исследования привели лишь к час-
тичным результатам для случая N = 120 в 4-мерном 
пространстве (заряды составляют правильный много-
гранник, имеющий соответствующее число вершин) и 
N = 196 560 в 24-мерном пространстве (заряды распо-
ложены на концах минимальных векторов решетки 
Лича).  

Также существуют конфигурации, полученные 
экспериментальным путем, но не доказанные матема-
тически (они выделены в таблице темным фоном). 

В данной статье для решения задачи Томсона ис-
пользовался метод прямого статистического модели-

рования. Была разработана компьютерная модель, ос-
нованная на кинематике движения зарядов по поверх-
ности сферы и их взаимодействия между собой.  

Первая реализация модели выполнена в среде 
Borland C++ Builder. Она проводила итеративный по-
иск решения задачи Томсона для заданного количест-
ва зарядов. За каждую итерацию рассчитывались си-
лы взаимодействия зарядов друг с другом, и на основе 
их результирующей выполнялся одновременный про-
порциональный сдвиг зарядов. Благодаря классам ви-
зуализации и системе отображения результатов мате-
матически доказанные случаи были подтверждены 
экспериментально. 

Следующая реализация модели разработана в сре-
де Visual Studio с применением библиотек MPI в свя-
зи с необходимостью статистического исследования 
полученных конфигураций. Это существенно увели-
чило производительность моделирования за счет ис-
пользования распределенных по локальной сети вы-
числений.  

Таким образом, для каждого числа N генерируется 
500 000 случайных начальных конфигураций на сфере 
и для каждой такой конфигурации рассчитывается 
около 100 000 итераций по времени. Такой подход по-
зволяет с высокой вероятностью сделать заключение 
о минимальности потенциальной энергии той или 
иной системы зарядов, а также найти  равновесные 
конфигурации (рис. 1–8). 

Исследования разработанной модели позволили 
найти ряд неизвестных конфигураций в задаче Том-
сона. Результаты компьютерного моделирования не-
которых систем зарядов получены впервые и приве-
дены в таблице на белом фоне. 

 
Исследованные конфигурации систем зарядов 

 

Число  
зарядов 

Потенциальная 
энергия Характеристика конфигурации 

2 1 Полюса сферы 
3 2√3 Правильный треугольник на экваторе 
4 3√6 Правильный тетраэдр 
5 12,949 381 8 Два заряда на полюсах, три заряда образуют правильный треугольник на экваторе 
5 12,967 Правильная пирамида 
6 3 + 12√2 Правильный октаэдр 
7 28,905 956 3 Два заряда на полюсах, пять зарядов образуют правильный пятиугольник на экваторе 
8 39,350 574 5 Антипризма 
9 51,520 Заряды образуют три пирамиды с прямоугольниками в основаниях, которые в свою очередь обра-

зуют друг с другом правильную треугольную призму 
 
 
*Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 08-01-00312). 
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Окончание таблицы  
 

Число  
зарядов 

Потенциальная 
энергия Характеристика конфигурации 

10 65,433 899 0 Два заряда на полюсах, остальные заряды образуют антипризму, равноудаленную основаниями от 
полюсов 

11 81,192 901 6 Конфигурация, как в предыдущем случае, отличающаяся только асимметрией за счет добавления 
одиннадцатого заряда между основанием антипризмы и зарядом на одном из полюсов 

12 6 + 15√(10 – 
2√5) +15√(10 + 

2√5) 

Правильный икосаэдр 

13 117,706 Предположительно деформированный икосаэдр 
14 138,612 686 2 Два заряда на полюсах, остальные образуют шестиугольную антипризму с основаниями, равноуда-

ленными от полюсов 
15 161,340 484 6 Конфигурация, как в предыдущем случае, но деформированная за счет пятнадцатого заряда, раз-

местившегося рядом с одним из полюсов 
16 185,823 Предположительно деформированная двумя зарядами конфигурация N = 14 
16 185,841 Равновесная конфигурация с антипризматическими основаниями северного и южного полюсов 
17 212,101 Конфигурация, образованная двумя правильными пирамидами, с пятиугольниками в основании, верши-

нами на полюсах и квадратами, повернутыми на 45° и соединенными друг с другом, на экваторе 
18 240,169 Антипризматически расположенные правильные пирамиды с квадратом в основании и одинаково 

ориентированные пирамиды с неправильными одинаковыми прямоугольниками в основании на эк-
ваторе 

19 270,179 Правильная пирамида с правильным шестиугольником в основании, расположенная на одном по-
люсе параллельно квадрату на другом 

20 301,763 Более устойчивая, чем додекаэдр, конфигурация 
 
 

         
 

N = 2     N = 3     N = 4 
Рис. 1 

 
 

 

                     
 

N = 5 (равновесная конфигурация)                      N = 5 (конфигурация с минимальной энергией) 
 

Рис. 2 
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N = 6     N = 7    N = 7 (вид сверху) 
Рис. 3 

 
 

             
 

N = 8     N = 9     N = 10 
Рис. 4 

 

                       
 

N = 11     N = 12     N = 13 
Рис. 5 

 

                             
 

N = 14    N = 14 (вид сверху)    N = 15 
Рис. 6 
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N = 16 (равновесная конфигурация)        N = 16 (минимальная конфигурация) 
Рис. 7 

 

                                      
 

N = 17    N = 18    N = 19    N = 20 
Рис. 8 

 
 

Таким образом, были исследованы системы заря-
дов, обладающие минимальной потенциальной энер-
гией. Большой интерес также представляют равновес-

ные конфигурации, являющиеся локальными мини-
мумами, а также вероятности распределения зарядов в 
той или иной конфигурации. 

 
L. A. Kozinkin 

 
DIRECT STATISTICAL SIMULATION METHOD IN THOMSON’S PROBLEM 

 
In the article the author presents results of search of minimal and stable arrangements of points on a sphere with 

the help of Monte Carlo method. Analysis of new arrangements is carried out. 
 
Keywords: Thomson’s problem, direct statistical simulation method. 
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УДК 621.396.6/0751 
 

Е. И. Кротова 
 

МЕТОД ОЦЕНКИ ВЛИЯНИЯ АДДИТИВНЫХ ПОМЕХ НА ВХОДЕ ПРИЕМНИКА СИГНАЛОВ  
С ПОМОЩЬЮ ИДЕНТИФИКАЦИИ ВИДОВ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Рассмотрен метод оценки  влияния помех с различными законами распределения на входе приемника теле-

коммуникационной системы по комбинированному параметру идентификации на сигнал с модуляцией мини-
мальным частотным сдвигом. 

 
Ключевые слова: информация, закон распределения, идентификация, помехи. 
 
Система связи должна быть спроектирована так, 

чтобы она могла наилучшим образом противостоять 
действию помех. Для этого необходимо знать харак-
теристики этих помех и анализировать их влияние на 
информационный сигнал. 

В качестве основных параметров, характеризую-
щих качество связи, используются отношение сиг-
нал/шум, коэффициент вариации и т. п. 

В современных системах связи применяются сигна-
лы, обеспечивающие высокую помехоустойчивость, к 
которым, в частности, относятся сигналы с манипуля-
цией минимальным частотным сдвигом (ЧМн).                
При индексе модуляции, равном 0,5, ЧМн-сигналы 
имеют большее сосредоточение энергии в централь-
ной области спектра, что обеспечивает высокую               
помехоустойчивость к несосредоточенным помехам.  
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В случае же сосредоточенных помех помехо-
устойчивость оказывается прямо пропорциональной 
индексу модуляции.  

Обычно влияние помех оценивается пороговыми 
устройствами, в основе работы которых лежат раз-
личные методы принятия решений, использующие 
различные критерии; например критерий Неймана-
Пирсона [1].  

Для того чтобы получить аналитические выраже-
ния для оптимального алгоритма (правила) обработки 
смеси при принятии решений (гипотез) о действии 
сигнала или его отсутствии, нужно вероятностно опи-
сать смесь на входе системы при наличии в ней сиг-
нала и помехи или действии только одной помехи. 
Принятие решения о наличии сигнала сопровождается 
минимальным средним риском: 
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где П= rпрP(s)/rл.оP(0) – порог; l(x) – отношение прав-
доподобия; p(x1x2… пkx /sn), p(x1x2… пkx ) – плотности 
вероятности смеси сигнала и помехи и одной помехи 
соответственно [1]. 

Проводя анализ дезинформационного действия 
случайных помех с различными законами распреде-
ления вероятностей, К. Шеннон пришел к выводу, что 
вносимая помехой дезинформация определяется не 
только мощностью этой помехи, т. е. ее среднеквадра-
тичным отклонением (СКО) , но и видом закона рас-
пределения помехи [2]. Анализируя математические 
операции, предусмотренные выражением (1), можно 
синтезировать оптимальную схему обнаружителя 
дискретного радиосигнала [3].  

В данной статье представлен метод, позволяющий 
оценивать и контролировать сигнал и помехи на вхо-
де приемного устройства системы связи ЧМн-сигна-
лов в реальном времени по комбинированному пара-
метру идентификации плотности вероятности их вы-
борочных значений. 

Частотная манипуляция с минимальным сдвигом – 
это двоичная цифровая частотная манипуляция. Такой 
сигнал может быть представлен в виде [4]: 
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где (t) – изменение фазы: 
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( 1)kT t k T   , 1, 2, 3, ...;k   0 02 f    – cредняя 
частота сигнала; Т – длительность единичного симво-
ла; 0  – начальная фаза.  

Для того чтобы использовать тот или иной метод 
приема, необходимо знать вид помехи, воздействую-
щей на сигнал, т. е. закон ее распределения. При на-
блюдении проводится анализ законов распределения 
исходного сигнала и смеси. Существуют несколько 
методов идентификации законов распределения, од-

нако интерес представляют только те из них, которые 
обеспечивают однозначность идентификации. 

Анализ дезинформационного действия случайных 
помех с различными законами распределения вероят-
ностей приводит к выводу, что вносимая помехой де-
зинформация зависит не только от мощности этой 
помехи, т. е. ее СКО, но и от вида закона распределе-
ния этой помехи [4]. 

Возможность идентификации формы распределе-
ния экспериментальных данных ограничена прежде 
всего малостью объема выборки. При большом объе-
ме выборки, например в несколько тысяч наблюде-
ний, построение гистограммы позволяет получить 
достаточно плавную кривую, отражающую все харак-
терные особенности наблюдаемого закона, но потре-
бует значительного времени обработки данных.  

Однозначность идентификации при малых объе-
мах выборки можно обеспечить, если в качестве па-
раметра идентификации использовать коэффициент Z, 
получаемый при суммировании отношения коэффи-
циента энтропии k к контрэксцессу  с коэффициен-
том асимметрии А, который умножается на масшта-
бирующий коэффициент 4 [5]: 

 

4kZ A 


.                                (4) 
 

При введении данного параметра точность идентифи-
кации резко повышается благодаря однозначности 
идентификации при различных объемах выборки. 

Алгоритм идентификации вида распределения 
случайного процесса по параметру Z можно реализо-
вать, используя выборочные значения наблюдаемого 
процесса. Этот алгоритм состоит из пяти шагов. 

Шаг 1. Определяется значение контрэксцесса  и 
асимметрии А: 

– находится математическое ожидание: 
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где n – число измерений; xi – значение случайной ве-
личины;  

– определяется оценка момента третьего порядка: 
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– находится оценка момента четвертого порядка: 
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– вычисляется оценка дисперсии:        
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– находятся эксцесс:               
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и контрэксцесс: 
1

 


;                                 (10) 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 118 

– определяется асимметрия: 
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.                                    (11) 
 

Шаг 2. Определяется энтропийный коэффициент 
эk  – числовая характеристика формы распределения 

по той же выборке, для чего рассматривается массив 
исследуемого процесса и гистограмма и используется 
оценка среднеквадратического значения: 
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где d – ширина столбца гистограммы; n – объем вы-
борки;  – среднеквадратическое отклонение; m – 
число столбцов гистограммы  4lnm n ; nj – число 
наблюдений в столбце. 

Шаг 3. Определяется параметр Z по формуле (4). 
Шаг 4. Вычисляется величина абсолютного значе-

ния отклонения отношений  id Z , которая харак-
теризует отличие исследуемого распределения от тео-
ретического для данного закона распределения и за-
данного объема выборки: 

 

 эт iZ Z d Z  ,               (13) 
 

где Zэт –  параметр отношения для теоретического за-
кона распределения; Z  – параметр исследуемого рас-
пределения.  

Шаг 5. Величина  id Z  сравнивается с допусти-

мым значением отклонения  эid Z , результат срав-
нения Si является определяющим параметром, харак-
теризующим вид распределения. 

Экспериментальные кривые, полученные при ис-
следовании зависимости предложенного параметра 
идентификации вида закона распределения Z, опреде-
ляемого по формуле (4),  от объема выборки  (рис. 1),  

при объемах выборки n > 20 не пересекаются и не ле-
жат близко друг к другу, что позволяет однозначно 
идентифицировать вид распределения при объемах 
выборки n > 20. При этом относительная погрешность 
определения параметра Z в зависимости от объема 
выборки не превышает 8 % (рис. 2).  

Рассматриваемый метод был применен для иссле-
дования влияния аддитивных помех с различными за-
конами распределения: нормальным, лапласовским и 
арксинусоидальным – на ЧМн-сигнал.  

Параметры эксперимента: несущая частота ЧМн-
сигнала fн = 10 МГц; объем выборки эксперименталь-
ных данных n = 1 000; полоса частот 100 КГц; индекс 
модуляции d = 0,5; распределение сигнала в отсутст-
вии помех идентифицировано как арксинусоидальное. 
Исследовалась аддитивная смесь сигнала и помехи. 

В результате проведения экспериментов было ус-
тановлено, что помехоустойчивость ЧМн-сигнала при 
аддитивном воздействии лапласовской помехи при 
отношении «сигнал/помеха» (ОСП) более 1 по мощ-
ности хуже, чем при воздействии нормальной помехи 
(рис. 3). При ОСП < 1 помехоустойчивость ЧМн-
сигнала при воздействии лапласовской и нормальной 
помех примерно одинакова. Арксинусная помеха при 
всех отношениях «сигнал/помеха» оказывает мини-
мальное воздействие на вид распределения ЧМн-
сигнала (минимум параметра Z на графиках соответ-
ствует близости распределения смеси сигнала и поме-
хи к арксинусоидальному распределению ЧМн-
сигнала). 

Полученные результаты также свидетельствуют об 
уменьшении коэффициента вариации γ при ОСП < 0,5, 
что соответствует уменьшению величины разброса 
данных смеси сигнала и помехи от среднего значения 
(рис. 4). При ОСП > 0,5 коэффициент вариации не из-
меняется. Таким образом, ОСП = 0,5 является порого-
вым для ЧМн-сигнала при воздействии аддитивной 
помехи.  
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Рис. 1. Зависимость параметра Z от объема выборки при различных законах распределения 
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Рис. 2. Зависимость относительной ошибки определения параметра Z от объема выборки 
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Рис. 3. Зависимость параметра Z от отношения «сигнал/помеха» по мощности при воздействии  

на ЧМн-сигнал помех с различными законами распределения для полосы частот 100 КГц 
 

Если рассматривать зависимость относительной 
ошибки определения параметра Z от отношения «сиг-
нал/помеха» по мощности для полос частот 100 КГц и 
помех с нормальным, лапласовским и арксинусои-
дальным распределениями (рис. 5), то можно отме-
тить увеличение относительной ошибки определения  
параметра Z при уменьшении ОСП до значения 0,1 и 
дальнейшее уменьшение ошибки после достижения 
этого значения, что объясняется изменением вида за-
кона распределения аддитивной смеси сигнала и по-
мехи при данных значениях соотношений «сиг-
нал/помеха»: распределение меняется с арксинусои-
дального на равномерное. При этом значении проис-
ходит подавление ЧМн-сигнала помехой. Относи-

тельная ошибка определения параметра Z во всех 
случаях не превышает значения dZ/Z = 0,22. 

Анализ предложенного метода оценки влияния 
помех на ЧМн-сигнал с помощью параметра иденти-
фикации вида закона распределения Z показал, что 
данный параметр может быть использован для каче-
ственной и количественной оценки наличия помехи в 
аддитивной смеси ЧМн-сигнала и помех с различны-
ми законами распределения. В отличие от коэффици-
ента вариации  параметр Z изменяет численное зна-
чение не только при ОСП  1, но и при ОСП 1. Па-
раметр Z также обладает большей чувствительностью 
к наличию помехи по сравнению с коэффициентом 
вариации γ. 
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Рис. 4. Зависимость коэффициента вариации  от ОСП по мощности при воздействии на ЧМн-сигнал помех 
с различными законами распределения  для полосы частот 100 КГц 
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Рис. 5. Зависимость относительной ошибки определения параметра Z от ОСП по мощности для полосы  

частот 100 КГц при воздействии на ЧМн-сигнал помех с различными законами распределения 
 
Моделирование проводилось с погрешностью 

идентификации вида распределения по параметру Z 
менее 8 % при объемах выборки n > 100 для всех рас-
сматриваемых распределений. По степени уменьше-
ния негативного воздействия на ЧМн-сигнал иссле-
дуемуе помехи располагались в следующем порядке: 
лапласовская, нормальная и арксинусная.  

 

Таким образом, использование данного метода да-
ет следующие преимущества: 

– однозначность идентификации при малых объе-
мах выборки; 

– легкую реализацию с помощью ЭВМ, при этом 
исключаются аналоговые методы обработки, что ве-
дет к удешевлению системы (для сложных систем); 

– универсальность алгоритма (для новых условий 
достаточно модифицировать программу). 

Кроме того, информация о виде распределения 
помехи, которая присутствует в канале связи, и пара-
метр идентификации Z могут использоваться для повы-
шения эффективности работы автоматических систем. 
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METHOD OF ESTIMATION OF INFLUENCE OF ADDITIVE DISTURBANCE  

ON INPUT OF A RECEIVER OF SIGNALS WITH THE HELP OF IDENTIFICATION 
OF KINDS OF DISTRIBUTION LOWS 

 
In the article a method of estimation of influence of additive disturbance with various laws of distribution on an in-

put of the receiver of telecommunication system according to combined parameter of identification for signals with 
modulation by the minimal frequency shift is considered. 
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РОБАСТНЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ МЕЖДУ ДВУМЯ  
ФИЗИЧЕСКИМИ ВЕЛИЧИНАМИ С УЧЕТОМ ИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

 
Представлена обобщенная формула, позволяющая находить коэффициенты регрессии линейного уравнения 

Y = K0 + K1 X для общего случая, когда разброс точек в корреляционной связи величин X и Y обусловлен как их 
случайными погрешностями измерений, так и неконтролируемыми физическими факторами. Все известные 
выражения для коэффициентов регрессии оказались частными случаями полученной формулы. 

 
Ключевые слова: робастный метод, линейная регрессия, случайные погрешности. 
 
При работе с разными массивами данных часто 

возникает необходимость нахождения коэффициентов 
линейной регрессии между двумя случайными физи-
ческими величинами. В большинстве случаев коэф-
фициенты регрессии имеют конкретный физический 
смысл и для корректной интерпретации полученных 
результатов очень важно найти их значения наилуч-
шим образом.  

Существует несколько формул для определения 
коэффициентов регрессии [1–3], но не для всех фор-
мул есть общее понимание, в каких случаях их следу-
ет использовать. В настоящее время отсутствует еди-
ный подход к нахождению коэффициентов линейной 
регрессии для общего случая, когда разброс точек в 
корреляционной связи между двумя величинами обу-
словлен как их случайными погрешностями измере-
ний, так и неконтролируемыми физическими факто-
рами. 

Постановка задачи. Рассмотрим две случайные 
физические величины X0 и Y0, между которыми суще-
ствует статистическая корреляционная связь. Предпо-
ложим, что эта связь может быть описана линейной 
зависимостью 

Y0 = K0 + K1 X0.                              (1) 
 

Требуется найти коэффициенты регрессии K0 и K1, 
которые наилучшим  образом отражают физическую 
взаимосвязь между ними. 

Так как X0 и Y0 измеряются со случайными по-
грешностями, то на практике мы имеем дело с вели-
чинами X и Y, для которых уравнение регрессии за-
пишется в виде 

Y = K0 + K1 X.                                  (2) 
 

Запись уравнений (1) и (2) с одинаковыми коэф-
фициентами регрессии показывает, что последние не 
должны зависеть от случайных погрешностей изме-
ренных величин X и Y. В дальнейшем будем говорить 
о нахождении только коэффициента регрессии K1, так 
как K0 вычисляется после нахождения K1 по извест-
ной формуле 

0 1K Y K X   ,                             (3) 
 

где X  и Y  – средние значения X и Y. 
Новый подход к нахождению коэффициента 

регрессии K1. Этот подход заключается в следующих 
моментах:  

– случайные величины X и Y нормируются на зна-
чения 

0

2 2
X X    и 

0

2 2
Y Y    соответственно, где X и 

Y – случайные среднеквадратические погрешности 
измерения X и Y для рассматриваемого массива дан-
ных; 

0X  и 
0Y  – некоторые величины, характери-

зующие разброс точек в корреляционной связи физи-
ческих величин X0 и Y0  за счет неконтролируемых фи-
зических параметров; 
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– при нахождении коэффициента регрессии K1 ис-
пользуется ортогональная среднеквадратическая рег-
рессия, т. е. минимизируется сумма квадратов откло-
нений, перпендикулярных искомой прямой.  

Тогда уравнение линейной регрессии запишется в 
виде 

0 0

0 12 2 2 2
Y Y X X

Y XK K   
     

.                 (4) 

 

Здесь величины 
0X  и 

0Y  находятся из решения сис-
темы двух уравнений: 

– первое уравнение имеет вид 
 

0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
X Y X Y X X Y Y           ,          (5) 

 

где 
0

2 2
X X X      и 

0

2 2
Y Y Y      – среднеквадра-

тические отклонения величин X0 и Y0; X и Y – сред-
неквадратические отклонения величин X и Y; 

0 0X Y  – 
коэффициент корреляции между X0 и Y0. Коэффици-
ент корреляции 

0 0X Y  находится из известного урав-
нения [1]: 

XY X Y = 
0 0X Y

0X 0Y ,                    (6) 
 

где XY – коэффициент корреляции между X и Y. Заме-
тим, что из уравнения (6) следует уравнение (5); 

– второе уравнение запишем в виде 
 

0 0

0 0

X Y

X Y

 


 
                                 (7) 

 

и назовем условием пропорциональности величин 

0X , 
0Y  и 

0X , 
0Y . Введение величин 

0X , 
0Y и за-

пись условия (7) являются ключевыми моментами, 
так как это позволяет получить обобщенное решение 
для коэффициентов линейной регрессии уравнения 
(2). 

Результаты. После решения системы уравнений 
(5) и (7) имеем: 

  0

2

2 2 2 2 2
1 1

1 1
XYX

X X
X X X Y Y

  
                  

,  (8) 

  0

2

2 2 2 2 2
1 1

1 1
XYY

Y Y
Y X X Y Y

  
                    

. (9) 

С учетом (8) и (9) найдем значения 
0

2 2
X X    и 

0

2 2
Y Y   : 

0

2 2
X X X A      ,                  (10) 

0

2 2
Y Y Y B      ,                  (11) 

где 

0 0

2 2 2

2 2 2

11 (1 ) 1
1

X X X
X Y XY

X Y Y

A    
        

   
;  (12) 

 

0 0

2 2 2

2 2 2

11 (1 ) 1
1

Y Y Y
X Y XY

Y X X

B    
        

   
.  (13) 

 

Используя (10) и (11), уравнение линейной регрес-
сии (4) запишем в виде 

 

0 1
Y X

Y XK K
B A

   
   

.                 (14) 
 

Уравнение (14) легко привести к виду (2): 
 

0 1 0 1
Y

Y
X

BY K B K X K K X
A

          
 

,      (15) 

где 

0 0 YK K A B    ;                      (16) 

1 1
Y

X

BK K
A

  
 

.                         (17) 

Применяя ортогональную среднеквадратическую 
регрессию к уравнению (14) и используя соотношение 
(17), получим выражение для искомого коэффициента 
регрессии: 

 

1

2
2

1
2

4 ,

Y

X XY

XY

BK
A

A B A B
B A B A


   
 

              
     

, (18) 

 

где А и В определяются выражениями (12) и (13).  
Впервые формула (18) была представлена в [4], а 

подробно описана в [5]. 
Анализ полученных результатов. Выражение 

(18) позволяет устанавливать однозначную связь ме-
жду величинами X и Y и определять условия исполь-
зования известных типов линейной регрессии. 

Покажем, что все известные аналитические выра-
жения для коэффициента регрессии K1 уравнения (2) 
являются частными случаями формулы (18). 

Так, для случая когда разброс точек в корреляци-
онной связи X и Y обусловлен только их случайными 
погрешностями, т. е. 

0 0X Y  = 1, получим выражение 
для коэффициента регрессии K1, приведенное в [1]: 

 

1

2
2

1
2

4 .

Y Y X X Y

X XY X Y Y X

Y X X Y
XY

X Y Y X

K
                  

                 

      (19) 

 

При X0Y0 = 1, X = 0 и Y  0 имеем 

1 0

2
2

1lim
2

1 4 .

Y Y X X Y

x
X XY X Y Y X

Y X X Y Y X
XY

X Y Y X X Y

K
 

                  
                              

 

 

Разлагая выражение под квадратным корнем в ряд 
Маклорена [6] и оставляя первые два члена, получим  
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1 0

2
2

1lim
2

1 2

.

Y Y X X Y

x
X XY X Y Y X

Y X X Y Y X
XY

X Y Y X X Y

Y
XY

X

K
 

                  
                                 


 


   (20) 

Это известная формула для коэффициента K1 уравне-
ния прямой регрессии Y = K0 + K1 X, которая находит-
ся путем минимизации суммы квадратов отклонений 
вдоль оси Y от искомой прямой [2]. 

При 
0 0X Y  = 1, Y = 0 и X  0  

1 0

2
2

1lim
2

1 4 .

Y Y X X Y

Y
X XY X Y Y X

Y X X Y X Y
XY

X Y Y X Y X

K
 

                  
                             

. 

Проведя процедуру разложения выражения под квад-
ратным корнем в ряд Маклорена [6] и оставляя пер-
вые два члена, получим 

 

1 0

2
2

1lim
2

1 2

1 .

Y Y X X Y

Y
X XY X Y Y X

Y X X Y X Y
XY

X Y Y X Y X

Y

X XY

K
 

                  
                                


 
 

.     (21) 

Формула (21) – также известная формула для коэф-
фициента 1/ 1K   уравнения обратной регрессии 

0 1X K K Y    , которая получается путем минимиза-
ции суммы квадратов отклонений вдоль оси X от ис-
комой прямой [2]. 

При 
0 0X Y  = 1 и X = Y  0 для коэффициента K1 

уравнения ортогональной регрессии Y = K0 + K1 X  по-
лучим формулу 

 

2
2

1
1 4

2
Y X Y X

XY
XY X Y X Y

K
                           

, (22) 

 

которая определяется путем минимизации суммы 
квадратов отклонений, перпендикулярных искомой 
прямой [3]. 

Если для массива данных выполняется соотноше-

ние X Y

X Y

 


 
, то из выражения (18) вытекает простая 

формула для коэффициента регрессии: 
 

1
Y

X

K 



.                                 (23) 

Так как соотношение X Y

X Y

 


 
 выполняется для 

большинства экспериментальных данных, то формулу 

(23) можно рекомендовать к использованию при отсут-
ствии информации о величинах случайных погрешно-
стей X и Y. Заметим, что эта формула представляет со-
бой среднее геометрическое формул (20) и (21). 

Диапазон изменчивости коэффициента регрес-
сии. Для случая когда разброс точек в корреляцион-
ной связи величин X и Y обусловлен только их слу-
чайными погрешностями, т. е. 

0 0X Y  = 1, коэффициент 
регрессии будет изменяться в следующих пределах: 

 

1
1Y Y

XY
X X XY

K 
    

  
,              (24) 

а при 
0 0X Y  < 1 – в пределах 

1
1Y Y

XY
X X XY

K 
    

  
.             (25) 

 

Из выражений (24), (25) следует, что коэффициен-
ты для прямой и обратной регрессий принимают со-
ответственно минимальное и максимальное значения. 

 

Кратко сформулируем основные выводы: 
– получена обобщенная формула, позволяющая 

находить коэффициенты регрессии линейного урав-
нения Y = K0 + K1X при условии, что разброс точек в 
корреляционной связи случайных величин X и Y обу-
словлен как их случайными погрешностями измере-
ний, так и неконтролируемыми физическими факто-
рами; 

– все известные выражения для коэффициентов 
регрессии являются частными случаями полученной 
формулы. Определены условия использования дан-
ных выражений; 

– обобщенная формула позволяет получать роба-
стные, достоверные и физически корректные коэффи-
циенты регрессии. Эта формула представляет интерес 
для специалистов, занимающихся обработкой разных 
массивов данных и может быть использована для их 
корректной физической интерпретации, независимо 
от области знания. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГИДРОЛЕДОТЕРМИЧЕСКОГО РЕЖИМА 
РЕКИ АНГАРЫ 

 
Рассматривается компьютерное моделирование гидроледотермического режима реки Ангары выше и ни-

же плотины строящейся Богучанской ГЭС.  
 
Ключевые слова: гидроледотермика, ГЭС, длина полыньи. 
 
Зарегулирование плотинами гидроузлов вносит 

существенные изменения в природные условия при-
легающих районов. Изменяются температурные и 
скоростные режимы реки как выше, так и ниже гид-
роузла. Смена температурного режима оказывает 
влияние на развитие речной флоры и фауны, а пони-
жение температуры в летний период приводит к 
уменьшению самоочищающей способности реки. Для 
полной оценки экологического воздействия строя-
щейся Богучанской ГЭС необходимо знать прогноз 
гидротермического и ледового режима реки выше и 
ниже плотины и выработать рекомендации по умень-
шению негативного влияния строительства ГЭС. 

Для выполнения прогнозных расчетов использу-
ются разработанные в Институте вычислительного 
моделирования Сибирского отделения Российской 
академии наук математические модели и вычисли-
тельные программы, которые применялись для иссле-
дования гидроледотермических процессов в бьефах 
Красноярской, Туруханской и Средне-Енисейской 
ГЭС [1]. 

Математические модели гидротермических про-
цессов в водоемах строятся на основе уравнений ме-
ханики жидкости и теплопереноса с учетом специфи-
ки рассматриваемых задач.  Для описания гидротер-
мического режима водохранилища используются 
уравнения гидротермодинамики в приближении по-
граничного слоя с учетом коэффициента вертикально-
го турбулентного обмена, который определяется по 
формуле Обухова. В модели учитываются тепловые 
потоки через свободную поверхность и напряжение 
трения ветра. Для численного решения уравнения те-
плопроводности применяются неявные разностные 
схемы. Полученные системы линейных алгебраиче-

ских уравнений решаются методом прогонки. Для 
медленных течений в водохранилищах большой про-
тяженности задача сводится к двумерной модели те-
чения путем применения оператора осреднения по 
ширине. Скорости течения находятся из решения за-
дачи для функции тока. 

Для исследования неустановившихся течений в 
нижнем бьефе ГЭС используется одномерная поста-
новка соответствующих гидравлических задач, осно-
ванных на использовании классических уравнений 
Сен-Венана. Математическая модель температурного 
режима водного потока основана на упрощенном од-
номерном уравнении переноса для средней по сече-
нию температуры воды, учитывающем теплообмен с 
атмосферой. При наличии притоков температура воды 
определяется как средневзвешенная.  

При изучении ледотермических режимов откры-
тых водотоков основной интерес представляет опре-
деление изменений во времени  положения створа 
кромки ледяного покрова (ЛП), толщины ледяного 
покрова по длине водотока, расхода и общего количе-
ства образующейся шуги. При этом различают три 
основных ледотермических режима в каналах и ниж-
них бьефах ГЭС: 

– перемещение кромки льда вверх по течению (на-
ступление) имеет место, когда кромка ЛП расположе-
на ниже створа нулевой изотермы; 

– отступление кромки ЛП (температура воды у 
кромки положительна); 

– кромка ЛП не перемещается. 
Математическое моделирование ледотермического 

режима реки основывается на методе расщепления по 
физическим процессам: исходная задача разделяется 
на фрагменты, каждый из которых описывает отдель-
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ные физические явления: гидротермический режим 
реки, режим ледообразования, динамика кромки ЛП. 
Для определения динамики толщины ледяного покро-
ва применяется упрощенная модель, основанная на 
квазистационарном температурном режиме в затвер-
девшей области. На границе раздела «вода–лед» вы-
полняется равенство тепловых потоков с учетом скры-
той теплоты фазового перехода (условие Стефана). 

Верификация компьютерной модели на данных 
для Усть-Илимской ГЭС. Для верификации модели 
расчета полыньи в нижнем бьефе ГЭС были исполь-
зованы метеоданные и расходы Усть-Илимской ГЭС, 
предоставленые отделом разработки и внедрения гид-
рологических прогнозов Красноярского центра по 
гидрометеорологии и мониторингу окружающей сре-
ды с региональными функциями Росгидромета и зна-
чения средних декадных температур в нижнем бьефе 
Усть-Илимской ГЭС за 1975–1980 гг. [2] (табл. 1).  

Результаты расчетов длины полыньи в нижнем 
бьефе Усть-Илимской ГЭС хорошо согласуются с на-
турными (рис. 1). 

Прогноз ледотермического режима реки Анга-
ры в нижнем бьефе Богучанской ГЭС. В период, 

когда температура воды на поверхности понижается 
до 0 оС (ноябрь), начинается ледообразование. Для 
зимнего периода после образования ледяного покрова 
температура воды в водохранилище рассчитывается 
по уравнению теплопроводности с постоянным коэф-
фициентом турбулентного обмена. Значения средней 
температуры воды на приплотинном участке и сред-
ней температуры поверхностного слоя (глубина по-
верхностного слоя 30 м) приведены в табл. 2. Селек-
тивный отбор воды из верхнего слоя возможен для                
Q ≤ 2 500 м3/с. 

Расчеты динамики полыньи в нижнем бьефе Богу-
чанской ГЭС выполнены для реальных метеоданных 
и для различных значений температуры воды, посту-
пающей из водохранилища (в зависимости от глуби-
ны водохранилища на приплотинном участке и от по-
ложения водозаборных отверстий). Расчеты показали, 
что для поверхностного водозабора длина полыньи 
сокращается на 10…20 км. В зимний период влияние 
водохранилища на ледотермический режим реки Ан-
гары в нижнем бьефе Богучанской ГЭС распростра-
няется на 20…70 км в зависимости от метеоусловий и 
условий водозабора (рис. 2, 3).  

 
Таблица 1 

Температура воды, поступающей в нижний бьеф Усть-Илимской ГЭС 
 

Месяц Октябрь Ноябрь Декабрь Январь 
Декада 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

Температура, оС 7,19 6,72 5,7 4,52 3,46 2,64 2,23 2,16 2,13 2,08 2,03 1,96 

Месяц Февраль Март Апрель Май 
Декада 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

Температура, оС 1,89 1,74 1,66 1,68 1,56 1,44 1,36 1,33 1,21 1,19 1,32 1,54 

 

 
 

 
 

Рис. 1. Динамика кромки льда в нижнем бьефе Усть-Илимской ГЭС (расчетные и натурные данные) 
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Таблица 2 
Значения средней температуры воды по глубине водохранилища (T_cp) и средней температуре  

поверхностного слоя (T_ср_пов) на приплотинном участке (НПУ 208 м) 
 

Дата Т_ср Т_ср_пов Дата Т_ср Т_ср_пов 
15 3,12 1,64 15 1,9 1 Ноябрь 30 2,92 1,54 Февраль 30 1,72 0,9 
15 2,7 1,43 15 1,56 0,82 Декабрь 30 2,5 1,32 Март 30 1,41 0,74 
15 2,29 1,21 15 1,27 0,67 Январь 
30 2,09 1,1 

Апрель 
30 1,14 0,6 

 
 

 
 

 
 

Рис. 2. Длина полыньи  для холодной, средней и теплой зим при постоянном расходе 
 
 

 
 

Рис. 3. Длина полыньи по метеоусловиям для холодной зимы при глубинном 
и поверхностном водозаборе   
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Таким образом, в данной статье представлены ре-
зультаты прогноза ледотермического режима Богу-
чанской ГЭС и температурного режима водохрани-
лища для летнего и зимнего периодов при нормаль-
ном подпорном уровне (НПУ) воды 185,0 и 208,0 м. 
Следует отметить, что летом в водохранилище будет 
формироваться существенная температурная страти-
фикация.  

Исследование влияния плотины Богучанской ГЭС 
на ледотермический режим реки Ангары на 30…40 км 
при поверхностном водозаборе и на 60…70 км для 
проектных условий водозабора показало, что в летний 
период для проектных условий водозабора темпера-
тура воды, сбрасываемой из водохранилища в нижний 
бьеф, будет на 3…5 оС ниже бытовой для НПУ 185,0 м 
и на 4…6 оС для НПУ 208,0 м. Для поверхностного 

расположения водозаборных отверстий температура 
воды, поступающей в нижний бьеф, близка к бытовой 
(14…17 оС в створе плотины ГЭС и 19…20 оС в устье 
Ангары). Изменения температурного режима в верх-
нем и нижнем бьефах Богучанской ГЭС в летний пе-
риод могут оказать влияние на водные экосистемы.  
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Одной из характерных особенностей процессов 

ректификации является рециркуляция взаимодейст-
вующих потоков, что приводит к специфичным гра-
ничным условиям в краевых задачах. В этом случае 
технологический процесс описывается уравнениями в 
частных производных, а граничные условия – диффе-
ренциальными уравнениями с обыкновенными произ-
водными [1]. С учетом этих особенностей авторами 
сформулирована и решена задача оптимального 
управления. 

Математическая модель управляемого процесса 
представлена следующими дифференциальными 
уравнениями в нормальной форме: 
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при начальных условиях: 
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и ограничениях  на управления: 
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Здесь u , z  – вспомогательные управления; x , y  – 
концентрации целевого продукта в жидкой и паровой 
фазах, мольные доли; fx  – концентрация целевого 
продукта в разделяемом сырье, мольные доли; F  – 
поток сырья, кмоль/ч; L , V  – потоки жидкости и па-
ра в аппарате, кмоль/ч;  x l  – функция распределе-
ния потока по длине объекта; xH , yH  – удерживаю-
щие способности аппарата, кмоль/м; 

kxH , 
dxH  – 

удерживающие способности в кубе и дефлегматоре, 
кмоль/м; W  – отбор продукта внизу объекта, кмоль/ч; 
D – отбор целевого продукта вверху объекта, 
кмоль/ч. 

Сформулируем следующую задачу оптимального 
управления: во множестве кусочно-непрерывных 
функций L , ,W  удовлетворяющих условиям (5), най-
ти такие, что соответствующее им решение задачи 
(1)…(4) дает минимум функционалу  
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где  * ,l t  – заданное значение концентрации целе-
вого продукта. 

Для получения необходимых условий оптималь-
ности в форме Лагранжа–Эйлера рассмотрим вспомо-
гательный функционал [1; 2]: 
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Пусть L , W  – оптимальные управления; u, z – со-
ответствующие им (согласно (5)) вспомогательные 
управления; x , y , kx , dx , dy  – оптимальное реше-
ние задачи (1)…(4), соответствующее этим уравнени-
ям; L , W  – вариации управлений L , W ; u , z  – 
соответствующие вариации фиктивных управлений 
u , z ; x , y , kx , dx , dy  – соответствующие ва-
риации решений. Тогда, используя аргументацию ва-
риационного исчисления, получим сопряженную за-
дачу относительно функций Лагранжа  ,  ,  i
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Эти необходимые условия отличаются от извест-
ных условий стационарности соотношениями (10). 
Это отличие связано с тем, что управления L , W  яв-
ляются граничными управлениями, но одновременно 
входят и в уравнения процесса, так что их вариации в 
  и на   не являются независимыми. 

Теперь получим необходимые условия оптималь-
ности в форме Вейерштрасса. Пусть L , W  – опти-
мальные управления. Приращение функционала, вы-
званное переходом от оптимальных управлений L , 
W  и соответствующих им решений x , y , kx  систе-
мы (1)…(4) к произвольным допустимым управлени-

ям 
^
L L L   , 

^
W W W    и соответствующим им 

решениям x x  , y y  , k kx x   представим в виде 
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Здесь x , y , kx  определяются из уравнений 
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Производные lx , ly  считаем ограниченными. 
Для оценки приращений используем следующий 

результат, легко получаемый из известного неравен-
ства Гронуолла: если 
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Из первого уравнения (12) получим неравенство 
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Из второго уравнения (12) и (17) следует оценка 
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Аналогично из (13): 
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Учитывая, что левые части (11) представляют 
производные вдоль характеристик (с точностью до 
постоянного множителя), и интегрируя вдоль этих ха-
рактеристик, получим: 
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где  0 0,l t  ,  0 0,l t   – начальные точки соответствую-
щих характеристик, 00 t , 0t t  , причем 0 0t   или 

0 1l  , 0 0t   или 0 0l  . 
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Аналогично можно получить оценку 
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Подставляя в (21) и еще раз применяя (17), приходим 
к оценкам вида 
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Теперь мы можем оценить 1 , 2 . Обозначая 

     t L t W t     ; q  – наибольшее количество 

слагаемых в формулах для 1 , 2 ; 1  – максимум мо-
дулей коэффициентов при приращениях в этих фор-
мулах, получим: 
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Сформулируем необходимые условия оптималь-
ности в виде теоремы. 

Теорема. Если  L t ,  W t  – оптимальное управ-
ление, x , y , kx  – соответствующее решение задачи 
(1)…(4), то в точках непрерывности управлений 
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Доказательство . Пусть 0t  – точка, в которой 
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Тогда при 0 0t t t       
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где b , 1b , 2b  – постоянные, не зависящие от  ; 

2 2
1 2I a b b        при достаточно малом  , что про-

тиворечит оптимальности управлений  L t ,  W t . 
Аналогично рассматривается случай, когда (24) не 
выполняется для  W t . 

Как видим, доказательство теоремы указывает на 
способ улучшения управлений, если условия (24) не 
выполнены. Это позволяет построить итеративный 
процесс улучшения управлений при нарушении усло-
вий (24). 

В качестве примера рассмотрим задачу оптими-
зации пускового режима для промышленной ко-
лонны К-34. Исходные данные: 103,65F   кмоль/ч, 

0VF  , 27,06D   кмоль/ч, 45,21dL   кмоль/ч, 
76,59W   кмоль/ч, 50

dxH   кмоль, 30
kxH   кмоль, 

3,6HP   ат, 3,5ВP   ат. Коэффициенты 1 2 3,   ,   i i iP P P  
получены методом наименьших квадратов с исполь-
зованием таблицы зависимости давления чистых ком-
понентов от температуры. Состав сырья: 

1
0,029 63fx  , 

2
0,222 151fx  , 

3
0,143 95fx  , 

4
0,044 52fx  , 

5
0,043 89fx  , 

6
0,420 21fx  , 

7
0,096 3fx   [3]. 

Выберем целью управления достижение в выход-
ных потоках концентраций компонентов стdix  и стkix . 
В этой задаче возмущением является начальное со-
стояние управляемого процесса, при котором концен-
трации компонентов по длине колонны равны кон-
центрациям этих компонентов в сырье. Время управ-
ления Т возьмем 20 ч. 

Были проведены расчеты шести вариантов задачи 
оптимизации пускового режима.  

В первых пяти вариантах задача оптимизации ре-
шается с одной управляющей функцией. Значения ос-
тальных четырех функций и начальное значение 
управляющей функции заданы такими же, как и при 
расчете статического режима (рис. 1, 2). При началь-
ном управлении значение функционала для всех ва-
риантов задачи одинаково: 0 34,0.F    

В шестом варианте задачи в качестве управляю-
щих взяты все пять параметров. Начальные значения 

для управляющих функций такие же, как в первых пя-
ти вариантах (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 1. Графики переходных процессов по концентрации 
бутана в дефлегматоре и кубе в пусковом режиме:  

1, 2 – в дефлегматоре; 1′, 2′ – в кубе; 1, 1′ – при  начальном управ-
лении; 2, 2' – при оптимальном управлении; управляющий пара-

метр – отбор вверху колонны 
 

 
 

Рис. 2. Графики оптимальной функции управления  
(отбор вверху колонны):  

1 – в пусковом режиме; 2 – совместно с другими оптимальными 
управляющими функциями 2,  ,  ,  d f fL F l x  

 

 
 

Рис. 3. Графики переходных процессов по концентрации 
бутана в дефлегматоре и кубе в пусковом режиме:  

1, 2 – в дефлегматоре; 1', 2' – в кубе; 1, 1' – при начальном  
управлении; 2, 2' – при оптимальном управлении; управляющие  

параметры: отбор вверху колонны, орошение, расход сырья,  
концентрация бутана в сырье, координата ввода сырья 

 
В результате решения было получено, что наибо-

лее эффективной управляющей функцией является 
dL  (поток орошения) (см. таблицу). Однако следует 

заметить, что увеличение потока орошения значи-
тельно увеличивает энергетические затраты. 

Следующим по эффективности управляющим па-
раметром является концентрация бутана в сырье 

2f
x . 

Управление этим параметром связано со значитель-
ным перераспределением выходных потоков в преды-
дущей колонне, что не всегда допустимо. 
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Сравнительная оценка управляющих параметров  
при оптимизации пускового режима колонны 

 
 

ju  D  LF  Ll  dL  
2f

x  

minF  28,5 29,6 30,4 20,9 26,2 

 
Наименее эффективным управляющим парамет-

ром является координата ввода сырья Ll , однако из-
менение этого параметра осуществляется практически 
без дополнительных энергетических затрат.  
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ РАЗДЕЛЕНИЯ МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СМЕСЕЙ 
 
Предложена математическая модель процессов разделения многокомпонентных смесей. Сформулирована 

задача оптимального управления, получены необходимые условия оптимальности. Разработан численный ме-
тод решения задач оптимизации, проведены численные эксперименты. 

 
Ключевые слова: многокомпонентная смесь, оптимальное управление, нелинейные процессы. 
 
Исследование и проектирование систем химиче-

ской технологии представляет собой сложную задачу, 
так как при ее постановке используются нелинейные 
системы дифференциальных уравнений в частных 
производных [1–5]. Математическая формулировка 
таких задач и вопросы их корректности, как правило, 
требуют специального рассмотрения. Трудности, 
прежде всего, связаны с нелинейностью уравнений и 
сложностью граничных условий, содержащих обык-
новенные дифференциальные уравнения. С другой 
стороны, эти трудности обусловлены многомерно-
стью задач, поскольку технологические процессы ха-
рактеризуются довольно большим числом теплофизи-
ческих и конструктивных параметров. Выбор эффек-
тивной методики решения задач моделирования и 
управления принято считать центральным вопросом в 
проблеме моделирования нестационарных режимов 
управляемых процессов разделения. 

Основным инструментом проектирования техно-
логических процессов и систем управления является 
вычислительный эксперимент, включающий в себя 
анализ многообразия технологических режимов, по-

строение их физических и математических моделей, 
разработку и исследование вычислительных алгорит-
мов, их программную реализацию и проведение серии 
расчетов [3]. 

В настоящей работе формулируются и решаются 
задачи анализа математических моделей процессов 
разделения, задачи оптимального управления и чис-
ленных экспериментов с целью проектирования энер-
госберегающих технологий разделения многокомпо-
нентных смесей для промышленных объектов и соз-
дания соответствующих оптимальных систем управ-
ления. 

Процесс разделения многокомпонентных смесей 
осуществляется в ректификационных колоннах на 
контактных устройствах (тарелках), распределенных 
по длине аппарата. Технологический процесс проис-
ходит в конечном числе точек объекта, однако его 
можно рассматривать непрерывным по длине, поэто-
му для моделирования возможно применение диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. 
Оценка погрешности перехода от дискретной модели 
к непрерывной приведена в [1]. Концентрации целе-
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вого продукта в жидкости ( , )x x l t  и паре ( , )y y l t  – 
управляемые параметры, они определяются в резуль-
тате решения соответствующей краевой задачи. 

Разделяемая смесь в количестве ( )F F t  с содер-
жанием целевого продукта ( )F Fx x t  подается в 
среднюю часть колонны. В нижней ее части (кубе) 
происходит испарение смеси, и паровой поток 

( , ),V V l t  поднимаясь вверх, контактируя со сте-
кающей жидкостью ( , )L L l t  и обогащаясь целевым 
продуктом, конденсируется в верхней части колонны 
(дефлегматоре) и отбирается в количестве D  с кон-
центрацией целевого продукта ( ).d dx x t  Часть 
сконденсированного пара ( )d dL L t  из дефлегматора 
возвращается в колонну для повышения качества ко-
нечного продукта. В кубе отбирается остаток в коли-
честве ( )W W t  с содержанием целевого продукта 

( )k kx x t  (рис. 1).  
 

 
 

Рис. 1. Схема потоков пара и жидкости в колонне 
 
Одним из требований к такому промышленному 

объекту является его способность к увеличению со-
держания целевого продукта в верхней части колонны 
и уменьшению в нижней. Важными параметрами объ-
екта являются фазовые удерживающие способности: в 
колонне ( , ),x xH H l t  ( , ),y yH H l t  кубе 

( , )
k rx xH H l t  и дефлегматоре ( , ).

d dx xH H l t  Индек-
сы x  и y  указывают на принадлежность параметра 
жидкости или пару, k  и d  – кубу или дефлегматору. 
В колонне происходит теплообмен между жидкой и 
паровой средами, которые характеризуются теплосо-
держаниями жидкости ( , )h h l t  и пара ( , );H H l t  
аналогично, в кубе ( )k kh h t  и в дефлегматоре 

( ),в вh h t  ( ).d dH H t  В куб подводится тепло ,kQ  а 
из дефлегматора оно отводится – .dQ  Коэффициент 
массопередачи yk  характеризует процесс массообме-
на между жидкой и паровой фазами, а зависимость 

* * ( )y y x  – равновесную концентрацию в паре. 
Функции ( , ),x l t  ( , ),y l t  ( ),kx t  ( )dx t  и ( )dy t  могут 
быть скалярными (для бинарных смесей) или вектор-

ными (для многокомпонентных). Более подробная 
физическая интерпретация математической модели 
содержится, например, в [5]. 

Используя законы сохранения массы и энергии, 
получим математическую модель нестационарных 
режимов процессов разделения для колонны, куба и 
дефлегматора: 
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Решение ищется в области 
      , 0,1 , 0, ,l t l t T     где ,  l t  – пространст-

венная и временная независимые переменные соот-
ветственно; T  – время управления. 

Считаем в дальнейшем, что const,xH   
const,yH   const,yk k   const,

kxH    const,
dxH   

 ( , ),x x l t   ( , ),y y l t  ( , ),L L l t   ( , ),V V l t  
( , ),H H l t    ( , ),h h l t    ( , );L L l t    

 V VΦ Φ l,t  – известные функции, 

1 2 3 4 ,H x y V L      1 2 3 4 ,h x y V L      

где const,i   const,i    1, 4.i   При  0dE   пола-
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гаем, что (1, ),dy y t  (1, ),dx x t  ,0(0) (1,0) ,d dx x x   
(1, ),dL L t  (1, ).dV V t   

Кроме того, 1 1 ,y xH H A     2 2 ,y xH H B     

3 3 ,y xH H C     0
4 4 .y xH H D     

В качестве управляющих воздействий из техноло-
гических соображений выбираем потоки жидкости и 
пара на входах в управляемый аппарат  1,L t  и 

(0, ).V t  На эти управляющие потоки накладываются 
ограничения 

 

 min max ,L L t L    min max .V V t V           (5) 
 

Поскольку в дальнейшем для решения задачи оп-
тимального управления будет использован метод ва-
риационного исчисления, введем дополнительные 
управляющие функции ( ),u t  ( ),z t  с помощью кото-
рых ограничения сводятся к равенствам: 

  
  

2
min max

2
min max

(1, ) (1, ) 0,

(0, ) (0, ) 0.

L t L L L t u

V t V V V t z

   

   
      (6) 

 

В качестве критерия оптимизации выбираем инте-
грал, характеризующий качество продуктов разделе-
ния на выходе управляемого объекта:  

 

    
1

2*

0 0

, , min,
T

S y l t l t dldt              (7) 

 

где ( , )l t  – заданный состав выходного продукта. 
Сформулируем следующую задачу: во множестве 

кусочно-непрерывных функций, удовлетворяющих 
ограничениям (5) найти такие, которые в силу систе-
мы (1)–(4) минимизируют выражение (7). 

Для получения необходимых условий оптималь-
ности воспользуемся методами вариационного исчис-
ления. Построим скалярные функции – гамильтониа-
ны H  и h  в области   и на границе   соответст-
венно: 
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где ,i  i  – множители Лагранжа; 
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где ( ) ,i
k  ( ) ,i

в  ,    – множители Лагранжа. 
Будем считать, что 1 2 3 4 .x z ,  y z ,  V z ,  L z     

Рассмотрим вспомогательный функционал: 
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Пусть ( ),    l ( )t        – параметрическое зада-
ние границы .  Тогда 

 

 

4

1
1

4

1
( ) ( ) .

i i
i

i

i i i
i

J H z dldt
t l

z d





            

        







 

 

Получим вариацию 1,J  вызванную вариациями 
управлений  1,L t  и (0, ) :V t  
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Вариация для вспомогательного функционала 2J  
на границе   вычисляется аналогично:  
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Таким образом, вычислена вариация вспомога-
тельного функционала 1 2 .J J J      Используя ар-
гументацию вариационного исчисления, получим 
следующую сопряженную задачу относительно функ-
ций Лагранжа, на основе которой разработан числен-
ный алгоритм расчета оптимальных управляющих 
функций [1; 2; 5]. 

В области   имеет место следующее: 
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В этой системе неизвестные i  или   ( 1, 4)i i   
исключаются с помощью соотношений 
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Граничные условия 0 t T   при 0l   имеют вид 
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Начальные условия при  ,    0 l 1t T    выглядят 
так: 
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Для вычисления оптимальных управляющих 
функций  (0, )V t  и (1, )L t  применяется итерационный 
метод, который заключается в следующем: 

1) задаются начальные приближения 0 (0, )V t  и 
0 (1, );L t  

2) если известны (0, )nV t  и (1, ),nL t  то находятся 
решения прямой и сопряженной задач; 

3) полагаем, что 1
1(0, ) (0, ) grad ,n n

VV t V t S     
1

2(1, ) (1, ) grad ;n n
LL t L t S     

4) предельные значения (1, )L t  и (0, )V t  дают ре-
шение задачи оптимального управления. 

Для численного решения краевых задач и задач 
оптимального управления разработан численный ал-
горитм с использованием метода центральных разно-
стей и треугольных сеток [1]. В качестве примера 
приведены результаты расчетов оптимальной управ-
ляющей функции ( , )L l t  при оптимизации пускового 
режима для промышленной колонны К-34 установки 
серно-кислотного алкилирования изобутана бутиле-
нами (разделяемая многокомпонентная смесь сведена 
к бинарной). На рис. 2 показано изменение концен-
трации бутана в сырье (рис. 2, а), в дефлегматоре 
(рис. 2, б), в кубе (рис. 2, в) при управлении потоком 
жидкости. Оптимальная управляющая функция ( , )L l t  
изображена на рис. 3. При оптимальном управлении 
выход на заданное значение концентрации целевого 
продукта происходит быстрее, чем при неоптималь-
ном. Подробное описание установки и эксперимен-
тальные значения основных параметров процесса 
приведены в [5]. 
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Рис. 2. Графики изменения концентраций бутана: 
а – в сырье; б – в дефлегматоре; в – в кубе 

 
 

 
 

Рис. 3. График оптимального управляющего параметра 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГЛОБАЛЬНОГО  
СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАЗВИТИЯ* 

 
Описана содержательная постановка задачи и предложена модель глобального социально-экономического 

развития на основе экономико-математической модели оптимального управления, учитывающей взаимодей-
ствие основных экономических агентов мировой социально-экономической системы – производителя, потре-
бителя и управляющего центра (мирового правительства). Авторская концепция сравнивается с подходами 
других авторов, рассматриваются упрощающие предпосылки при математическом моделировании глобально-
го развития.  

 
Ключевые слова: глобальное социально-экономическое развитие, математическое моделирование, задача 

оптимального управления, мировая социально-экономическая система, многокритериальная многошаговая за-
дача линейного программирования. 

 
В настоящее время, в связи с глобальными изме-

нениями климата, угрозой перенаселенности Земли, 
нарушением экологического равновесия и исчерпани-
ем мировых запасов основных невозобновляемых ре-
сурсов на планете, большое внимание уделяется во-
просам прогнозирования тенденций развития мировой 
социально-экономической системы (МСЭС). Вследст-
вие этого актуальной является разработка математи-
ческих моделей глобальной динамики, описывающих 
вышеперечисленные аспекты мирового развития, а 
также создание на их основе систем поддержки при-
нятия решений, которые могут позволить найти зако-
номерности максимально долгого, по возможности 
бескризисного, функционирования мировой системы 
и принятия обоснованных управленческих решений.  

При моделировании динамики МСЭС можно вы-
делить два основных подхода – имитационный и оп-
тимизационный. Имитационные модели, как правило, 
являются детализированными и позволяют подробно 
учесть законы функционирования мировой системы, 
однако не только не дают возможности относительно 
быстро выйти, но и не гарантируют выход на опти-
мальные или даже субоптимальные траектории разви-
тия. Кроме того, для анализа моделируемых процес-
сов имитационные модели требуют обработки огром-
ного количества независимых экспертных, статисти-
ческих, экспериментальных данных. Оптимизацион-
ные модели без значительных затрат на имитацион-
ный перебор вариантов обеспечивают поиск наилуч-
шего сценария развития, показатели эффективности 
которого в рамках выбранной модели превзойти не-

возможно. Кроме того, при наличии нескольких лиц, 
принимающих решения, оптимизационная постановка 
описывает наилучшие, в смысле заданных критериев, 
стратегии развития МСЭС, учитывающие компромисс 
интересов нескольких экономических агентов. Ими-
тационный подход используется, например, в работах 
[1–3], а оптимизационный – в ряде моделей, пред-
ставленных в [3]. Достаточно широкий обзор по тема-
тике глобального моделирования приведен в статье 
[4] и монографии [5].  

В публикации [6] рассмотрен оптимизационный 
подход к моделированию глобального социально-
экономического развития, поскольку предполагается, 
как и у авторов работы [3], что у общества есть воз-
можность осознанного выбора стратегии развития с 
помощью управляющих воздействий на МСЭС. Со-
держательный смысл рассматриваемой задачи можно 
сформулировать в следующем виде. Необходимо най-
ти такое распределение инвестиций в основные про-
изводственные фонды (ОПФ) мировой экономической 
системы, количество произведенной в каждый момент 
t продукции каждой производственной отрасли, те-
кущие инвестиции мирового производственного сек-
тора на снижение уровня загрязнений (CO2, фреон и 
др.) с учетом запасов продукции, количества невозоб-
новляемых ресурсов, накопленных загрязнений, чис-
ленности населения, интересов основных экономиче-
ских агентов (максимизация их собственных средств) 
и времени бескризисного существования МСЭС, при 
которых достигаются Парето-точки в пространстве 
критериев экономических агентов. 

 
*Работа выполняется в рамках проекта 2.1.1/2710 «Математическое моделирование инвестиционного развития регио-

нальных экономических систем» АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы в 2009–2010 гг.».   
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Таким образом, в [6] предлагается на основе еди-
ного экономического и математического ядра кон-
цепция математического моделирования МСЭС как 
задачи оптимального управления, описываемой в 
классе многокритериальных многошаговых задач ли-
нейного программирования (ММЗЛП). В моделях, 
представленных в работах [1–3], как правило, заранее 
не выделяются ограничения и критерии функциони-
рования МСЭС, а исследуется вопрос, удовлетворяет 
ли фазовая траектория системы в своем развитии не-
которым апостериорным экономическим, экологиче-
ским и социальным ограничениям, и если они нару-
шены, то можно ли ее вернуть в рамки этих ограниче-
ний (решается задача «возврата к пределам роста» по 
Медоузу [2]). В отличие от указанных работ, сущест-
венным концептуальным положением предлагаемого 
подхода является априорный учет наиболее значимых 
из перечисленных ограничений мировой системы, ко-
торые определяют допустимые варианты ее функцио-
нирования. В частности, одной из главных задач при 
изучении развития МСЭС, по нашему мнению, явля-
ется построение ее простой и качественно адекватной 
математической модели, отражающей зависимости 
наиболее существенных параметров этой системы. 
При этом, в соответствии с ключевой идеей первых 
авторов глобальных моделей [1; 2] здесь не ставится 
задача получения и точного количественного прогно-
за изменения показателей МСЭС в динамике, а выяс-
няются будущие тенденции этой системы и условия, 
при которых они реализуются.  

Следует отметить мнение ряда исследователей, 
что для МСЭС (в отличие от ее подсистем) трудно 
сформулировать критерии ее функционирования как 
единой системы [2; 3; 7]. Вместе с тем, в современных 
условиях развития МСЭС существует хотя бы один, 
несомненно, значимый критерий – максимизация 
времени ее жизни (выживания). Это свидетельствует 
об актуальности и целесообразности применения оп-
тимизационных, в особенности многокритериальных, 
моделей развития МСЭС, включающих, например, 
такие условия, как максимизация остатка ресурсов, 
минимизация загрязнений, максимизация собствен-
ных средств экономических агентов и т. п.  

Рассмотрим математическую постановку задачи. 
Перечислим предварительно некоторые предпосылки, 
упрощающие моделирование развития МСЭС: 

1) рассматриваются три агрегированных экономи-
ческих агента МСЭС – производитель, потребитель и 
управляющий центр; 

2) каждая отрасль мирового производственного 
сектора производит лишь один продукт (принцип 
чистых отраслей); 

3) из всех видов налогов рассматриваются лишь 
налог на добавленную стоимость (НДС) производст-
венного сектора и налог на доходы физических лиц 
(НДФЛ) потребительского сектора, которые предпола-
гаются едиными для всей планеты, что обеспечивает 
равные экономические возможности для экономиче-
ских агентов всех государств [8], из которых и склады-
ваются денежные средства управляющего центра; 

4) учитываются лишь невозобновляемые ресурсы, 
поскольку в соответствии с [2] один из прогнозируе-
мых в ближайшем будущем кризисов мировой эконо-
мики объясняется исчерпанием какого-либо из основ-
ных мировых ресурсов (нефти, железа и т. п.); 

5) в первом приближении пренебрегаем запазды-
ваниями влияния одних факторов на другие (напри-
мер, влиянием накапливаемых производственных вы-
бросов, в частности парниковых газов, на экологию 
[2]), хотя их учет и возможен за счет увеличения ко-
личества фазовых переменных модели; 

6) рассматриваются линеаризованные (т. е. при-
ближенные) уравнения, выражающие фактически не-
линейные зависимости между основными показате-
лями развития мировой системы, что позволяет соз-
дать простую качественную (феноменологическую) 
модель, отражающую их взаимное влияние. Напри-
мер, с увеличением уровня загрязнений численность 
населения убывает, а с увеличением инвестиций на 
компенсацию загрязнителей уровень этих загрязнений 
снижается, что согласуется с качественными резуль-
татами, полученными по моделям из [1; 2].  

С учетом приведенных предпосылок задачу 
управления глобальным социально-экономическим 
развитием можно описать в виде линейной задачи оп-
тимального управления – ММЗЛП в стандартной по-
становке [9]: 
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где ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., 1)ku t k K t T    – инвестиции в 
основные производственные фонды (ОПФ) k-й отрас-
ли; ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., 1)K ku t k K t T     – количество 
произведенной в момент t продукции k-го вида; 

2 ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., 1)K ju t j J t T     – текущие инве-
стиции мирового производственного сектора на сни-
жение уровня j-го загрязнителя (метана, CO и т. п.); 

( )kx t  – накопленная к моменту t стоимость ОПФ k-го 
типа; ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., )K kx t k K t T    – количество за-
пасов продукта k-го вида на момент t; 

2 ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., )K kx t k K t T   – количество произве-
денного продукта k-го вида на момент t; 

3 ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., )K ix t i I t T   – количество невозоб-
новляемого ресурса i-го вида на момент t; 

3 ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., )K I jx t j J t T    – количество (объем) 
загрязнителя j-го вида, накопленное к моменту t; 

3 1( ) ( 0, ..., )K I Jx t t T     – численность населения, про-
гнозируемая к моменту t; 

3 ( ) ( 2, ..., 4; 0, ..., )K I J mx t m t T      – текущие денеж-
ные средства производственного и потребительского 
секторов и управляющего центра в момент t соответ-
ственно; 3 5 ( ) ( 0, ..., )K I Jx t t T     – текущее время 
(время бескризисного существования) МСЭС; 

0 ( 1, ...,3 4)kx k K I J     – значение k-й фазовой пе-
ременной в начальный момент времени; 

( 1, ..., )ka k K  – норма среднедушевого расхода про-
дукта k-го типа; ( 1, ..., ; 1, ..., )ikb i I k K   – норма 
расхода i-го ресурса при производстве единицы про-
дукта k-го типа; ( 1, ..., ; 1, ..., )jkc j J k K   – количе-
ство j-го загрязнителя, появляющееся при производ-
стве единицы продукта k-го типа; 

( 1, ..., ; 1, ..., )ksd k K s K   – количество продукта     

k-го вида, затрачиваемое на производство единицы 
продукции s-го типа; ( 1, ..., )je j J  – количество 
убыли загрязнителя j-го вида, обусловленной инве-
стициями производственного сектора в одну денеж-
ную единицу на его компенсацию; ( 1, ..., )jc j J  – 
максимально допустимая (для выживания человечест-
ва как биологического вида) концентрация загрязни-
теля j-го типа; , ( 1, ..., ; 1, ..., )i kP P i I k K   – соот-
ветственно, стоимость добычи единицы ресурса            
i-го вида и хранения единицы продукции k-го типа      
(за 1 период); ( 1, ..., )k k K   – величина абсолютной 
убыли населения при суммарном росте уровня всех 
загрязнителей в связи с увеличением производства 
продукта k-го типа на единицу; ,    где v – темп 

прироста (убыли) населения; ( 1, ..., )k
k

k

V
k K

c
    – 

относительная эффективность ОПФ k-го типа; 
[0;1] ( 1, ..., )k k K    – доля потери продукции k-го 

типа за 1 период в связи с хранением; , ,k k kV T c  и kP     
(k = 1, ..., K) – производительность, срок службы, 
стоимость единицы ОПФ и стоимость единицы про-
дукции k-го типа соответственно; 4 [ ]V Rh R h     – 
объем слоя атмосферы Земли, в котором учитывается 
накопление загрязнителей, 20...30h   км – средняя 
высота этого слоя [2], а 6 370...6 400R   км – средний 
радиус Земли; I, J, K – соответственно, количество 
видов ресурсов, типов загрязнителей, выбрасываемых 
производственным сектором в окружающую среду, а 
также видов производимой им продукции (отраслей); 

[0;1]  – доля стоимости мирового валового про-
дукта (выручки от реализации производственного 
сектора), оплачиваемая планетарным управляющим 
центром; [0;1]  – доля выручки от реализации про-
изводственного сектора, выделяемая на фонд оплаты 
труда (ФОТ) потребительского сектора; [0;1]  – 
доля доходов планетарного управляющего центра, 
выделяемая на ФОТ потребительского сектора; 1 2,   – 
ставки НДС и НДФЛ производственного и потреби-
тельского секторов соответственно; T и r(t) – соответ-
ственно, срок действия инвестиционного проекта и 
ставка дисконтирования в момент t (прогнозируемый 
уровень инфляции); ( )kr t  (k = 1, ..., K) – ставка дис-
контирования, отражающая приоритетность продукта 
k-го типа в момент t в ассортименте производимой 
продукции.  

Дадим краткую содержательную характеристику 
условий (1)–(5). Уравнения (1) являются, соответст-
венно, уравнениями динамики стоимости ОПФ отрас-
лей производственного сектора, количества запасов и 
произведенного продукта каждого вида, количества 
невозобновляемых ресурсов и загрязнителей всех ти-
пов к моменту t, а также численности населения и 
собственных средств производственного, потреби-
тельского секторов и управляющего центра, а также 
дискретного времени системы. Условия (2) выражают 
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начальное состояние МСЭС. Первое ограничение в 
условии (3) содержательно означает неотрицатель-
ность численности населения и денежных средств 
рассматриваемых мировых экономических агентов, а 
2-е и 3-е условия – что количество произведенной 
продукции не превышает спроса МСЭС по каждому 
виду продукции в любой момент времени и производ-
ственных мощностей соответствующей отрасли; 4, 5 и 
6-е ограничения в условии (3) означают неотрица-
тельность текущих запасов продукции и объемов вы-
бросов загрязнителей, а также запасов невозобнов-
ляемых ресурсов всех видов в конечный момент; 
смысл 7-го ограничения в условии (3) заключается в 
том, что количество загрязнителя каждого вида в мо-
мент Т окончания проекта не превосходит предельно 
допустимого объема. Условия (4) отражают неотри-
цательность управляющих переменных в каждый мо-
мент времени.  

Содержательный смысл 1-й группы из I условий в 
выражениях (5) заключается в необходимости оста-
вить будущим поколениям максимальное количество 
ресурсов всех видов; 2-я группа из J соотношений оз-
начает минимизацию количества всех загрязнителей; 
3-й критерий минимизирует суммарный дисбаланс 
между спросом и предложением МСЭС; 4-я группа из 
трех следующих условий состоит в максимизации 
чистого дисконтированного дохода (NPV) основных 
экономических агентов МСЭС, а 5-е – означает мак-
симизацию времени жизни системы.  

Существенным аргументом разработки модели 
глобального развития в виде ММЗЛП является воз-
можность создания системы поддержки принятия 
управленческих решений, объединяющих математи-
ческие модели МСЭС, методы их исследования и про-
граммное обеспечение автоматизированной информа-
ционной системы. В настоящее время нами разрабо-
тан пакет прикладных программ, использование кото-
рого облегчает обработку потоков социально-эконо-
мической информации и анализ многокритериальных 
линейных динамических и статических задач эконо-
мического характера [10]. Использование указанного 
пакета для численного анализа модели (1)–(5) позво-
лит повысить обоснованность принятия решений при 
управлении мировой системой с учетом интересов 
многих лиц.  

Модель (1)–(5) является обобщением на макроэко-
номическом уровне модели эффективности регио-
нального экономического развития [11]. Принципи-
альное отличие предлагаемой модели состоит в том, 
что спрос по каждому виду продукции уже нельзя 
трактовать как экзогенно заданную величину, по-
скольку он зависит от численности населения Земли – 
основной фазовой переменной модели, которая со-
гласно [2] определяет пределы роста, потребности и 
необходимые пропорции производства и потребления 
мировой системы. В то же время, численность насе-
ления убывает с ростом загрязнений, что порождает 
уменьшение глобальной потребительской корзины, а 
значит, ведет к уменьшению доходов и сворачиванию 
активности производителя, в конце концов, уменьшая 

общий уровень загрязнений. Указанная цепочка взаи-
мосвязей, реализуемая в предлагаемой модели, позво-
ляет выявить саморегулирование в МСЭС (как имма-
нентно присущее любой сложной системе свойство), 
которое может в полной мере проявиться лишь при 
разумном целенаправленном участии управляющего 
центра. Поэтому, как отмечается в [5; 12], вера ряда 
политических и экономических лидеров в то, что ры-
ночная экономика способна самостоятельно спра-
виться с кризисом, является необоснованной.  

Необходимо подчеркнуть, что модель (1)–(5), в 
отличие от моделей в [1; 2], является оптимизацион-
ной, т. е. позволяет прогнозировать динамику именно 
оптимального (в смысле заданных критериев) поведе-
ния МСЭС, что сближает ее с некоторыми моделями, 
предложенными в [3]. Однако в отличие от послед-
них, где критерии качества служат преимущественно 
лишь для удовлетворения тех или иных ограничений 
(т. е. построения допустимого управления), в ММЗЛП 
(1)–(5) изначально включены целевые функции, отра-
жающие качество выбранной траектории развития с 
учетом интересов рассматриваемых экономических 
агентов. Более того, по мнению авторов работы [3], 
нет смысла говорить о каких-либо содержательных 
целевых критериях социально-экономической систе-
мы на макроуровне. Вместе с тем, мы убеждены, что 
такие критерии, указывающие обществу направления 
устойчивого развития, должны приниматься во вни-
мание при моделировании глобальных процессов. 
Например, первые I соотношений в условиях (5) от-
ражают тот факт, что в устойчиво развивающейся ми-
ровой экономике необходимо разумно тратить нево-
зобновляемые ресурсы, стараясь оставить как можно 
более полную ресурсную базу будущим поколениям. 
Следующие J критериев в условиях (5) учитывают 
экологическую нагрузку, оказываемую человечеством 
на мировую экосистему, которую уже нельзя игнори-
ровать в связи с современными масштабами произ-
водства. Последняя из целевых функций выражает 
«срок жизни» (или период беcкризисного развития) 
МСЭС – показатель качества функционирования всей 
системы, являющийся глобальным аналогом такой 
характеристики, как средняя продолжительность жиз-
ни человека, рассмотренной в [2]. Остальные условия 
(5) выражают интересы основных экономических 
агентов мировой экономики.  

Кроме того, отметим, что в отличие от модели в 
[11] часть переменных, ограничений и критериев ка-
чества ММЗЛП (1)–(5) представлены в натуральной, 
а не в универсальной стоимостной форме. Это объ-
ясняется тем, что в соответствии с [12] для понима-
ния законов функционирования глобальной эконо-
мики важнее физическое, а не денежное представле-
ние некоторых показателей. Например, стоимость 
единицы невозобновляемого ресурса определяется 
не только затратами на его добычу (с учетом суще-
ствующих технологий в добывающей отрасли), но и 
разведанными на сегодня его мировыми запасами.              
В свою очередь, некоторые ограничения (3) в нату-



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 141 

ральной форме можно заменить на «стоимостное» 
представление и наоборот. Например, 2-е условие (3) 
в «стоимостном» формате примет вид: 

3 1( ) ( ) ( 1, ..., ; 0, ..., 1),k K k k k K I JP u t a P x t k K t T        а 
3-е неравенство в вещественной форме эквивалентно 
соотношению ( ) ( )k K k k kP u t x t    ( 1, ..., ;k K  

0, ..., 1),t T   где k k
kk k

k

P V
P

c
     – максимальная 

фондоотдача ОПФ k-го типа.  
При моделировании глобального развития, на наш 

взгляд, целесообразно заложить в модель предпосыл-
ку о равенстве всех членов общества в удовлетворе-
нии своих потребностей в пище, одежде, жилье и т. п., 
так как в противном случае все достижения цивили-
зации (высокий валовой мировой продукт на душу 
населения, высокая производительность основных 
средств, научно-технический прогресс и др.) могут 
терять смысл из-за угрозы социальных конфликтов и 
нестабильности развития. В этой связи ММЗЛП                
(1)–(5) разрабатывалась как модель нормативного ха-
рактера, в которой используются единые среднедуше-
вые нормы ka  расхода продуктов. С одной стороны, 
эти нормы отражают равенство возможностей каждо-
го человека в устойчиво развивающейся, социально 
справедливой экономике для удовлетворения своих 
насущных потребностей [12–14], а с другой – позво-
ляют снизить либо вовсе исключить чрезмерное (над-
физиологическое) потребление ресурсов и продуктов. 
Важно отметить, кроме того, что, по нашему мнению, 
любая математическая модель, описывающая соци-
ально-экономические взаимодействия, должна решать 
проблему соответствия предложения спросу как одну 
из краеугольных задач в социально-экономических 
системах. В модели (1)–(5) величины 3 1( ),k K I Ja x t    
( 1, ..., ; 0, ..., 1)k K t T    отражают спрос потреби-
тельского сектора на k-й вид продукции в момент t, 
ограничивающий количество производимой в МСЭС 
продукции (2-е неравенство в условии (3)). Другим 
ограничителем роста продукции мирового производ-
ственного сектора, очевидно, является ограничение 
выпуска продукции технологическими возможностя-
ми производственного сектора (3-е неравенство в ус-
ловии (3)).  

Построенная модель является задачей линейного 
оптимального управления, хотя предлагаемая концеп-
ция позволяет обобщить ее и на нелинейный случай. 
Переход к нелинейной модели может повысить ее 
адекватность количественно, но не изменит качест-
венных закономерностей, возникающих при взаимо-
действии мирового производителя и мирового потре-
бителя под управлением мирового центра. Таким об-
разом, для предварительного (качественного) анализа 
в первом приближении можно рассматривать линей-
ный вариант модели развития МСЭС. Очевидно, что 
для уточнения полученных данных о пропорциях раз-
вития и времени жизни МСЭС потребуются значи-
тельные объединенные усилия специалистов различ-

ных областей знания – экономистов, экологов, социо-
логов, демографов, математиков и др., а также ис-
пользование высокоэффективных численных методов – 
генетических и эволюционных алгоритмов, парал-
лельных вычислений и т. п. Отметим, что ММЗЛП 
(1)–(5) представляет собой лишь математический кар-
кас МСЭС, который можно в дальнейшем агрегиро-
вать или детализировать в зависимости от целей ис-
следования, дополняя и модифицируя ее уравнения, 
ограничения и целевые критерии.  

Предлагаемый в данной работе подход позволяет 
с единых экономических (выбор, принципы описания 
деятельности, взаимодействий и целевых критериев 
экономических агентов) и математических (выбор 
класса ММЗЛП, структуры уравнений движения, ог-
раничений и целевых критериев) позиций описать 
функционирование МСЭС, а также относительно про-
сто рассматривать многие актуальные и потенциаль-
ные вопросы ее развития – ресурсные и экологиче-
ские ограничения, бескризисность, взаимодействие 
нескольких экономических агентов и т. п.  
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ  
НЕФТЕЗАГРЯЗНЕНИЯ ПОРИСТОЙ СРЕДЫ 

 
Приведено построение и исследование математической модели двухфазной фильтрации, учитывающей 

движение углеводородных загрязнителей и воздуха в пористом грунте. Модель включает в себя систему урав-
нений в частных производных с дополнительными условиями. В число дифференциальных уравнений входит 
уравнение баланса массы в элементе пористой среды – уравнение неразрывности, а также дифференциальные 
уравнения движения. Для замыкания системы вводятся уравнения состояния рассматриваемого загрязнителя 
и среды. Начальные и граничные условия соответствуют фильтрационному процессу, начиная с поверхности 
грунта и начальной стадии разлива загрязнителя. Проводится сравнительный анализ результатов матема-
тического моделирования с экспериментами. 

 
Ключевые слова: модель двухфазной фильтрации, геофильтрация, нефтезагрязнение, пористая среда, ма-

тематическое моделирование. 
 
Методы исследования проблем экологической 

безопасности при нефтяном загрязнении в настоящее 
время быстро развиваются, складываясь в новое на-
учное направление – нефтеэкологию. Основой для 
выявления нефтеэкологической ситуации и выработки 
мероприятий по предупреждению и ликвидации неф-
тяного загрязнения является проведение комплексно-
го мониторинга и детальной экспертизы нефтезагряз-
ненных земель, унификация ряда параметров и мето-
дов, обеспечивающих очистку почв от нефтяного за-
грязнения, в том числе и построение компьютерных 
математических моделей для определения динамики 
распространения углеводородного загрязнения [1]. 

Создаются и исследуются геофильтрационные мо-
дели средствами математического моделирования. 
Использование теории фильтрации в сочетании с со-
временными математическими методами и вычисли-
тельными машинами позволяет значительно сокра-
тить сроки перехода от лабораторных установок не-
посредственно к эффективному применению техноло-
гии экологической реабилитации. 

Постановка задачи. Проблема исследования про-
цессов миграции углеводородов, фильтрующихся с 
поверхности земли, является очень сложной и до сих 
пор остается областью активных научных исследова-
ний. В связи с этим объектом исследования является 
процесс нефтезагрязнения почвы в результате ава-
рийных утечек и разливов, а предметом – прикладные 
аспекты моделирования фильтрации жидких углево-
дородов в пористой среде. 

Цель исследования заключается в построении ма-
тематической модели процесса нефтезагрязнения по-
ристых сред, изучении на ее основе динамики распро-
странения углеводородов с учетом действующих фак-
торов, объединении разработанных методик и мате-
матической модели в программный комплекс. 

Настоящее исследование основано на гипотезе 
сплошной среды. Для достижения поставленной цели 
в работе решаются следующие задачи: 

1. Анализ проблемы исследования в научной оте-
чественной и зарубежной литературе, анализ и срав-
нение между собой построенных ранее моделей дан-
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ного объекта, сравнительный анализ методов иссле-
дования. Формирование модели предметной области. 

2. Построение математической модели для оценки 
интенсивности и характера пространственно-времен-
ного распределения нефтепродуктов в почвенных 
средах. Модель должна быть адекватной естествен-
ным условиям. 

3. Решение геофильтрационной задачи и проведе-
ние сравнительного анализа численных результатов с 
экспериментальными данными. 

4. Создание программного комплекса; программы 
должны быть достаточно просты для их эффективно-
го использования, а заложенные в них математиче-
ские модели должны допускать дальнейшее развитие 
для решения нового круга задач. 

Как и в любом методе научного познания в моде-
лировании выделяют экспериментальную и теорети-
ческую части. Исходная информация для обоснования 
системы основных уравнений модели была получена 
из анализа экспериментальных данных: 1) анализа 
механизма загрязнения в хорошо проницаемых и ме-
нее проницаемых средах; 2) анализа механизма за-
грязнения тундровых глеевых почв; 3) определения 
динамики миграции углеводородов в макрооднород-
ной воздушно-сухой почве [2]. 

Проведенный анализ экспериментальных данных 
показал, что, попадая на поверхность земли, жидкие 
углеводороды начинают просачиваться по порам зоны 
аэрации, где преобладает вертикальная миграция. Ко-
гда нефтепродукты встречают на своем пути менее 
проницаемый слой, происходит их накопление и рас-
текание в горизонтальном направлении. Процессы 
миграции углеводородов в почвах определяются их 
свойствами, параметрами среды и управляются зако-
нами теории фильтрации. 

Рассмотрим построение модели процесса фильт-
рации загрязнителей в поровом пространстве и иссле-
дование на ее основе интенсивности и характера рас-
пределения углеводородного загрязнения с учетом 
действующих на этот процесс факторов. 

При загрязнении нефтью и ее компонентами на-
блюдается совместная фильтрация несмешивающихся 
фаз. Область, в которой протекает процесс фильтра-
ции, имеет вид, представленный на рис. 1.  

 

 
 

Рис. 1. Реальное представление предметной области 

В качестве наиболее используемого и разработан-
ного метода количественного описания фильтрацион-
ных процессов в подземной гидромеханике применя-
ется макроскопический метод, в основе которого ле-
жит гипотеза сплошности, законы и методы механики 
сплошной среды. 

Составим список параметров модели, от которых 
зависит степень и характер загрязнения геосреды. Для 
этого рассмотрим основные понятия геофильтрации. 
Под геофильтрацией понимают движение жидкости в 
пористой среде. Пористыми материалами являются 
многие естественные и искусственные тела: углерод-
ное волокно, никель-алюминиевый сплав, древесина, 
грунты, горные породы и т. д. Структура этих мате-
риалов может быть разнообразной. Характерная осо-
бенность всех этих материалов – способность накап-
ливать в себе жидкость и позволять ей двигаться под 
действием внешних факторов. 

Основными свойствами жидких углеводородов 
являются вязкость μ и плотность ρ. Перечисленные 
зависимости определяют в лабораторных условиях 
путем анализа проб жидкого загрязнителя. 

Пористая среда характеризуется двумя основными 
свойствами: пористостью m и проницаемостью k. По-
ристость (эффективная) определяется соотношением 
m = Vn/V, где Vn – объем сообщающихся пор; V – об-
щий объем пористой среды. Таким образом, порис-
тость  величина безразмерная и находится в преде-
лах 0,1–0,4. Другой макроскопической характеристи-
кой грунта является проницаемость, характеризующая 
свойство грунта пропускать через себя жидкость. 
Проницаемость измеряется в единицах площади (м2). 
В процессе проникновения загрязнителей в грунт на-
блюдается многофазная фильтрация. Поэтому для ха-
рактеристики проницаемости грунтов вводится поня-
тие относительной фазовой проницаемости kl(s). Ве-
личина ее зависит не только от физических свойств 
пород, но также от степени насыщенности порового 
пространства жидкостями и газом. При исследовании 
возникает важный вопрос о том, какую часть пустот 
занимает каждая компонента. Насыщенность порис-
той среды определяется как относительная часть объ-
ема пустот среды, занятая этой фазой. Отсюда, обо-
значая насыщенность через s, получаем: s = Vc /V, где 
Vc – объем среды, занятый данной компонентой; V – 
общий объем пустот среды. Под скоростью фильтра-
ции u понимают объем жидкости, протекающей в 
единицу времени через единичную площадку порис-
той среды, перпендикулярно направлению потока. 
Вектор скорости фильтрации направлен по нормали к 
той площадке, через которую происходит наиболь-
ший расход: 

u = Q
F  = ,

pk
L



 

 

где u – скорость линейной фильтрации; Q – объемный 
расход жидкости в единицу времени; µ – динамиче-
ская вязкость жидкости; F – площадь фильтрации; 

p – внешний перепад давления; L – длина образца 
пористой среды. 
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Математическое моделирование, особенно гео-
фильтрационных задач, всегда сопровождается неко-
торыми допущениями, необходимыми, с практиче-
ской точки зрения, для того, чтобы сделать задачу 
разрешимой. Построение модели будем выполнять 
при следующих предположениях: 

1) рассматривается несжимаемая жидкость (ρ = соnst, 
µ = соnst) в недеформируемом грунте (m = соnst,                          
k = соnst); 

2) боковые границы не влияют на процесс фильт-
рации; 

3) в первом приближении рассматривается насы-
щение почвы только воздухом; давление газа считаем 
равным атмосферному, а воду капиллярно связанной; 

4) cумма насыщенностей всегда равна единице, 
тогда для двухфазной фильтрации s1 + s2 = 1, поэтому 
из двух насыщенностей независима только одна, и 
вводится обозначение s   s1 – нефтенасыщенность,      
s2 = 1 – s; 

5) при двухфазном течении несмешивающейся 
жидкости давления в каждой из фаз не равны между 
собой (p1 ≠ p2), pc(s) = p2 – p1, индексы 1, 2 относятся к 
загрязнителю и газу соответственно. 

На основании вышепринятых гипотез, для форма-
лизации модели используем известные из нефтегазо-
вой подземной гидромеханики законы и методы ме-
ханики сплошной среды. Основными уравнениями, 
описывающими движение жидкости в пористой сре-
де, являются уравнение неразрывности и закон фильт-
рации Дарси. С учетом пористости закон сохранения 
массы в пористой среде или уравнение неразрывности 
в дивергентной форме и декартовой системе коорди-
нат для однородной жидкости в недеформированном 
грунте имеет вид 

 

( )( ) ( )yx zuu usm
t x y z

     
       

 = 0,         (1) 

 

где s – насыщенность пористой среды; m – пористость 
материала; ρ – плотность; u (ux, uy, uz) – вектор скоро-
сти фильтрации; ux, uy, uz – компоненты вектора 
фильтрации; x, y, z – координаты; t – время. 

Обобщение закона фильтрации (закон Дарси) для 
трехмерного течения имеет следующий вид: 

 

( ) ( ),k su k p g   


                       (2) 
 

где k – проницаемость пористой среды; μ – динамиче-
ская вязкость; р – давление; ρ – плотность; k(s) – от-
носительная проницаемость; g – вектор ускорения 
свободного падения. 

Для описания многофазного течения используются 
законы Дарси в обобщенном виде: 

 

( ) ( ),l
l l l

l

k su k p g   


                      (3) 

 

где k – проницаемость пористой среды; μl – динами-
ческая вязкость l-й фазы; рl – давление l-й фазы; ρl – 
плотность l-й фазы; kl(s) – относительная фазовая 

проницаемость l-й фазы; g – вектор ускорения сво-
бодного падения. 

Рассмотрим пространственно-трехмерную поста-
новку задачи геофильтрации, которая является исход-
ной для большинства моделей, используемых в зада-
чах геоэкологии. Движение углеводородного загряз-
нителя и воздуха с учетом взаимосвязи фильтрацион-
ных свойств пород с уровнем и интенсивностью их 
загрязнения в трехмерной постановке описывается 
системой уравнений в декартовой системе координат: 

 

11 1
( )( ) ( )yx zuu usm

t x y z
     

       
 = 0, 

 
22 2

( )( ) ( )(1 )  0yx zuu usm
t x y z

      
        

.   (4) 

 

В рассматриваемых условиях закон фильтрации 
(закон Дарси) записывается в следующем виде (ин-
дексы 1, 2 относятся к загрязнителю и воздуху): 

 

1u  = – 1
1 1

1

( ) ( ),k sk p g 


  

2u = – 2
2 2

2

( ) ( ).k sk p g 


                     (5) 

 

Капиллярное давление определяется соотношени-
ем pc (s) = p2 – p1. 

Ключевым моментом является наличие в выраже-
нии (5) двух членов. Первый из них – это фазовое 
давление рl. Наличие этого члена означает, что в тео-
рии фильтрации загрязнителей в грунте должно учи-
тываться различие фазовых давлений, обусловленное 
действием капиллярных сил. Другой важный пара-
метр – относительная фазовая проницаемость kl(s). 
Функция относительной фазовой проницаемости от-
ражает количественную потерю скорости фазы за счет 
того, что часть порового пространства занята другой 
фазой и является экспериментально измеряемой 
функцией насыщенности вытесняющей фазы. Прони-
цаемость измеряется путем создания в образце одно-
мерного потока и обработки результатов измерений 
при помощи соответствующей формы закона Дарси. 
При этом учитывают предельные значения насыщен-
ности вытесняющей фазы *s  и ,s  такие, что                    
при s s  и s s соответствующие фазовые прони-
цаемости kl(s) обращаются в нуль. Из обобщенного 
закона Дарси тогда следует, что если ,s s  то непод-
вижна вытесняющая фаза, если же ,s s  то непод-
вижна вытесняемая фаза. При этом s называют оста-
точной нефтенасыщенностью, (1 – s ) – остаточной 
газонасыщенностью. При s s  капиллярными эф-
фектами можно пренебречь. То есть, k1(0) = k2(1) = 0, 
k1(1) = k2(0) = 1. Типичный вид функций относитель-
ных фазовых проницаемостей kl(s) приведен в боль-
шинстве литературных источников. 
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В задачах, представляющих практический интерес, 
часто удобно пользоваться эмпирическими формула-
ми Викова–Ботсета или Чень-Чжун-Сяна: 

 

1

1
, 1

( )
0, 0 ;

s s s sk s s
s s








         
  

                (6) 

 
2

2
, 0( )

0, 1.

s s s sk s s
s s








  
      
  

              (7) 

 

Соотношения (5), задающие связь рl и kl(s) с фазо-
выми насыщенностями ,is  определяют характер мо-
дели. 

Подставим уравнения (5) в уравнения неразрывно-
сти (4). В результате получим следующие: 

 

 1
1 1

1

( )div ,k ssm k p g
t

 
     

                  (8) 

 2
2 2

2

( )(1 ) div ,k ssm k p g
t

  
     

            (9) 

p2 = p1 + pc(s),                              (10) 
 

s1 + s2 = 1, при s ≡ s1 значение s2 = 1 – s. 
 

Уравнения (8) и (9) после ряда преобразований с 
учетом выражения (10) запишем  в безразмерной 
форме: 

 

1 2
1

1 2

2 1 2
1 2

2 1 2

( ) ( )
div

( ) ( ) ( )
div ( ) .c

k s k sk p

k s k s k sk p s k g k g
z z

  
        

   
            

 
 (11) 

 

Примем, что отношение вязкости фаз 1
0

2


 


 и             

p = p1, тогда уравнение (11) перепишем в виде 
 

   1 0 2 0 2

1 1 0 2 2

div ( ) ( ) div ( ) ( )

( ) ( ) .
ck s k s p k s p s

k s g k s g

        
   

   (12) 

 

Сформулируем постановку задачи, т. е. зададим 
условия в начальный момент времени и краевые ус-
ловия на границах исследуемой области. 

Начальные условия: 
При t = 0: 

s = 1,   (x, y, z) 0 ,                  (13) 
s = 0, (x, y, z)  \ 0 ,  

 
p = 1, (x, y, z)  \ 0 ,  p = 1gz 

  pатм, (x, y, z) 0.  
Граничные условия: 
Граница с атмосферой (Г1): на поверхности кон-

такта с атмосферой имеем условие  
 

р = pатм, на Г1,                          (14) 
 

где pатм – атмосферное давление.  

На границе (Г2) между фазами давление нефти оп-
ределяется соотношением  

 

p = pатм + pc(s).                            (15) 
 

Непроницаемая граница (Г3): жидкость не может 
проходить через непроницаемую границу, поэтому 
условие непротекания можно записать в следующем 
виде: 

1
1 1

1 Г3

( )
( )

k sk p g n  


 = 0,                (16) 

где n – вектор нормали к границе Г3.  
Таким образом, математическая модель рассмат-

риваемого процесса составлена из уравнений (5)–(16). 
Построенная модель, основанная на двухфазной 
фильтрации в физических переменных с учетом ка-
пиллярно-гравитационного взаимодействия, позволя-
ет определить распределение скоростей фильтрации в 
почве в любой момент времени, распределение дав-
ления рl, насыщенности sl. 

Метод решения. При численном решении приве-
денной системы уравнений была использована конеч-
но-разностная аппроксимация. В результате дискре-
тизации дифференциальных уравнений с помощью 
метода конечных разностей непрерывное распределе-
ние параметров заменяется дискретным. Чтобы по-
строить разностную схему для исходной задачи, вы-
берем равномерную сетку с шагом hz по переменной z, 
с шагом hx по переменной x, с шагом hy по переменной 
y и шагом τ по времени t. Получим сеточную область: 

 

w ,h = {zi1 = i1hz (0   i1   nz), xi2 = i2hx (0   i2   nx), 

yi3 = i3hy (0   i3   ny), tj = j τ, 0   j   nt}, 
 

где nz = L1/hz; nx = L2/hx; ny = L3/hy; nt = T/ τ. Заменим 
производные во внутренних узлах ,hw   конечно-
разностными отношениями и с учетом представления 
переменного коэффициента получим разностную 
схему:  

 

  ˆ
( ) ,t x x x

mS s P G
 


                      (17) 

где 
1 1
1

0,5 ( ) .
2

j j
i is s

s k  

 




 
    

 
 

При 1s   фазовая проницаемость k2(s) обращается 
в нуль, тогда разностную аппроксимацию уравнения 
для давления запишем в следующем виде: 

 

0.x xP
 

                                (18) 
При 0 1s   

1j
xP


  Pатм + 1 1( );j j
cP s                      (19) 
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Сформулированная постановка задачи и фильтра-
ции двухфазной несжимаемой жидкости, где искомы-
ми функциями являются P, S, позволяет привести 
схему решения. 

1. По известным на j-м временном шаге ,j jP S и 
краевым условиям для P определяем 1jP  из сеточного 
аналога уравнения (11) с помощью итерационного ме-
тода ГауссаЗейделя. 

2. По найденному 1,jP   известному jS  и краевым 
условиям для jS  определяем 1jS   из сеточного ана-
лога уравнения (8). Уравнение (8) параболического 
типа. При этом целесообразно применять итерацион-
ные неявные разностные схемы. 

3. Тогда по найденному 1jS  величина 1jP   опреде-
ляется однозначно. Счет величин на (п + 1)-м шаге 
окончен, переходим к счету следующего шага и т. д. 

Для реализации вычислительного алгоритма была 
построена компьютерная модель с использованием 
технологии визуального программирования Borland 
Delphi. Предлагаемая модель позволяет решать доста-
точно разнообразные задачи. В рамках проблемы ис-
следования негативного воздействия углеводородного 
загрязнения на почвенную экосистему наиболее важ-
ными задачами являются изучение динамики распро-
странения фронта загрязнения, анализ взаимосвязи 
фильтрационных свойств различного типа почв с ин-
тенсивностью их загрязнения и определение законо-
мерности изменения загрязненной зоны. 

Исследования, проводимые с помощью полу-
ченной модели и априорной информации. Исследо-
вание проводилось поэтапно [35]. На первом этапе 
осуществлялось изучение режима полного пропиты-
вания нефтепродуктами пористой среды и выявление 
взаимосвязи фильтрационных свойств различного ти-
па почв с интенсивностью их загрязнения. В этом 
случае система уравнений (5)–(16) решалась в пред-
положении независимости решения от горизонталь-
ных координат. То есть исходная трехмерная модель 
была сведена к одномерной. 

При проведении расчетов принято следующее:                      
пористость грунта m = 0,05–0,4; проницаемость                       
k = 1,15·103–11,5 мкм2; плотность загрязнителя                    
ρ1 = 1 г/см3; плотность воздуха ρ2 = 0,00123 г/см3; вяз-
кость загрязнителя μ1 = 0,54–0,9 сПз; высота области 
фильтрации загрязнителя L = 1–10 м; предельные зна-
чения насыщенности s* = 0,9; s* = 0,1; насыщенность 
на верхней границе области S0 = 1,0; ускорение сво-
бодного падения g = 9,8 м/с2. 

По результатам моделирования и проведенным ис-
следованиям можно отметить следующее: 

1. Форму фронта определяют кривые k(s) и члены 
дисперсионного типа. Эти параметры являются экс-
периментально измеряемыми функциями насыщенно-
сти. Тем самым возможность воспроизведения харак-
теристик процесса фильтрации в модели напрямую 
связана с имеющимися экспериментальными данны-

ми. Как показывают расчеты, гравитация и капилляр-
ное давление существенно влияют на распределение 
нефтенасыщенности. Увеличение гравитационного 
параметра ведет к уменьшению s*, и решения приоб-
ретают вид, подобный бегущей ступеньке. Это гово-
рит об увеличении фронтовой насыщенности. С дру-
гой стороны, ориентационный эффект снижается, 
фронт становится более сглаженным. 

2. В результате расчетов максимальные скорости 
фильтрации определены для пород с минимальным 
содержанием песчаной фракции, а минимальные – для 
пород с содержанием песчаной фракции, близкой к 
максимуму. Следовательно, значительное количество 
нефтепродуктов мигрирует в направлении улучшения 
фильтрационных параметров  почвы, и здесь следует 
ожидать максимального загрязнения. 

Экологическая реабилитация загрязненной зоны – 
это чрезвычайно сложный процесс. Поэтому прежде 
чем начать дорогостоящие экскавационные работы, 
важно определить не только глубину проникновения 
нефтезагрязнителя, но и установить закономерности 
изменения зоны нефтяного загрязнения. 

В связи с этим второй этап исследований посвя-
щен изучению интенсивности и характера простран-
ственно-временного распределения нефтепродуктов. 
Система уравнений (5)–(16) решалась в предположе-
нии фиксированной одной горизонтальной коорди-
наты. 

Численные результаты (рис. 2), показывают неод-
нозначный характер распределения нефтепродуктов. 
В случае, если разрез представлен суглинисто-
глинистыми почвами, плановая фильтрация преобла-
дает над вертикальной. Экспериментально установле-
но, что тяжелые углеводороды закрепляются в верх-
них слоях суглинистых и глинистых почв. Качествен-
но это объясняется малой пропускной способностью 
пористой среды. В противном случае, когда разрез 
представлен менее дисперсными породами, преобла-
дает вертикальная миграция нефтепродуктов.  

Результат расчета нефтезагрязнения в хорошо 
проницаемом песке при наличии капиллярной каймы 
(I – I) представлен на рис. 3. Загрязнитель распро-
страняется почти в вертикальном направлении. Над              
I – I, практически непроницаемой для углеводородов, 
происходит их накопление. В зоне границы раздела 
фаз происходит горизонтальное распространение 
нефти. Объяснением тому является то, что гравитаци-
онный напор оказывается сильнее капиллярного про-
тиводействия в течение всего наблюдаемого времени. 

Результаты сопоставления рассмотренной модели 
фильтрации с экспериментальными данными [2] по-
зволяют сделать вывод, что построенная модель, ос-
нованная на двухфазной фильтрации, адекватна ре-
альному процессу загрязнения. Проведенные иссле-
дования показали, что модель описывает при извест-
ных фильтрационных свойствах среды динамику рас-
пространения различных углеводородных загрязните-
лей и интенсивность их вертикальной и горизонталь-
ной миграции.  
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Рис. 2. Распространение нефтезагрязнения в вертикальном разрезе: 
а  суглинок: m = 0,25, k = 1015 м2; б  песок: m = 0,25, k = 1012 м2 
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в                                                              г 

 
Рис. 3. Распространение нефтезагрязнения в вертикальном разрезе в различное время Т (сут):  

а  3 ч; б  9 ч; в  0,75 ч; г  1,11 ч; д  1,48 ч; е  1,85 ч 
 

Разработан программный комплекс, состоящий из 
трех модулей. Модуль 1 предназначен для анализа 
интенсивности загрязнения различного типа почв по 
глубине. Модуль 2 предназначен для определения ха-
рактера пространственно-временного распределения 
зоны загрязнения. Мультимедийный модуль 3 пред-
назначен для оценки области и степени загрязнения 
почвенных сред при фильтрации различных углево-
дородных загрязнителей в динамическом режиме. 

Предложенная модель применима к однородным 
верхним слоям почвы и может быть использована для 
прогноза размеров области распространения углево-
дородов и оценки степени нефтезагрязнения.  

В результате выполнения исследования были              
получены следующие научные и практические ре-
зультаты: 

1. Для решения актуальной задачи предложена 
проблемно ориентированная трехмерная модель в фи-
зических переменных с учетом гравитационно-
капиллярного взаимодействия. 

2. Представлен эффективный вычислительный ал-
горитм, учитывающий специфические особенности 
конкретной математической задачи и позволяющий 
существенно уменьшить вычислительные затраты         
при той же точности, что важно в чрезвычайных си-
туациях. 

3. Разработан специализированный моделирую-
щий программный комплекс для компьютерной реа-
лизации модели при различных начально-граничных 
условиях. 

4. Проведено комплексное исследование проблем 
экологической безопасности при нефтяном загрязне-



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 148 

нии с применением современной технологии матема-
тического моделирования и вычислительного экспе-
римента. 
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MATHEMATICAL MODELING OF PROCESSES OF OIL POLLUTION  

OF POROUS ENVIRONMENT 
 

In this article the author presents a two-dimensional model of filtering, taking into account  movement of air and 
hydrocarbon pollutants in  porous soil. The model includes a system of partial differential equations with additional 
conditions.  The differential equations include mass balance equation element in a porous medium – inseparability 
equation, and the differential equations of motion. For circuit system the author puts in the equation of state of 
pollutant and  environment. Initial and boundary conditions correspond to the filtration process, beginning with the 
ground surface and initial stage of oil products spillage. A comparative analysis of the results of mathematical 
modeling with experiments is presented. 

 
Keywords: model of biphasic filtration, geofiltration, mathematical modeling, porous environment, oil pollution. 
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А. Н. Рогалев 

 
ГАРАНТИРОВАННЫЕ ОЦЕНКИ И ПОСТРОЕНИЕ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ  

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ 
 
Описывается применение гарантированных методов, позволяющих получать границы всех возможных фа-

зовых состояний системы, учитывающих все воздействия на управляемую систему. Такие количественные 
оценки  называются границами множеств достижимости. Приводятся примеры расчетов включений мно-
жеств достижимости. 

 
Ключевые слова: верхние и нижние границы решений, гарантированные оценки множеств достижимости, 

постоянно действующие возмущения. 
 
Пусть движение состояний системы y подчиняется 

следующему дифференциальному уравнению:  
 

( , ; , ),dy f t y u v
dt

                          (1) 
 

где t – текущее время; ( )u u t  управляющее воздей-
ствие; ( )v v t   неконтролируемое возмущение; 

 1( ) ( ), ..., ( )ny t y t y t  – вектор фазовых состояний. 
Управляемая система общего вида подвержена 

действию управляющих и неопределенных факторов. 
Выбор возможных реализаций управляющих воздей-
ствий u стеснен ограничениями 0, [ , ],u Q t t T   от-
ражающими особенности рассматриваемой задачи. 
Для многих задач ограничения на воздействия могут 
носить только геометрический характер. Это значит, 

что в каждый момент времени 0[ , ]t t T  значение 
( )u t  может быть любым из некоторого выпуклого 

компактного множества .Q  В общем случае это мно-
жество может быть описано опорной функцией  

 

 ( ) |   ( ) ( , ), 1, .TQ u t q u t q t q t T              (2) 
 

Опорная функция в каждой конкретной задаче на-
значается на основе априорной информации о свойст-
вах возмущений, которые могут встречаться в задаче. 
При независимых ограничениях на модуль каждой 
составляющей ( ) ( )j ju t U t  множество Q  представ-

ляет собой параллелепипед с ребрами длины 2 ,jU  
ориентированными вдоль соответствующих коорди-
натных осей в пространстве возмущений. В этом слу-



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 149 

чае опорная функция ( , )q t  задается своими значе-
ниями в n  точках: ( , ) , 1,2,..., .j

jq t j n     Кроме то-
го, многие управляемые системы невозможно описать 
с допустимой точностью системой дифференциаль-
ных уравнений с точно заданными коэффициентами 
[1–3]. Это зависит от влияния многих факторов: 
внешних возмущающих сил, неконтролируемых ва-
риаций параметров, ошибок в определении начальных 
условий. Во многих случаях вероятностные (стохас-
тические) характеристики не могут эффективно опи-
сать поведение управляемой системы [1–3]. Это зна-
чит, что ограничения на неконтролируемые возмуще-
ния также  могут носить только геометрический ха-
рактер 0, [ , ].t t T   

Задача гарантированного оценивания состоит в 
определении множества (или его границ): 

 

0 0

0 0

, ,

( ) ( , , , , ).
y Y u Q

Y t y t t y u
  

              (3) 

 

Среди математических описаний подобных задач, 
основанных на оценке множеств достижимости, мы 
выделим задачи проверки гарантированных условий 
безопасности и задачи построения «выживающих» 
траекторий.  

Множеством достижимости * ( )Y t  в момент вре-
мени t  [1; 2] называется множество всех точек из фа-
зового пространства, в которые можно перейти на от-
резке времени 0[ , ]t T  из всех возможных точек на-

чального множества фазовых состояний 0M по реше-
ниям системы (1) с начальным условием 0 0( )y t M  и 
с допустимым управлением ( ).u t  Если известно, что в 
начальный момент времени s всевозможные векторы 
состояний системы образуют некоторое множество M, 
то говорят об области достижимости ( , ; )D t s M  сис-
темы, исходя из множества M в момент s. Область 
достижимости, вообще говоря, зависит от реализации 
неконтролируемых возмущений. Понятие области 
достижимости предоставляет удобный язык, на кото-
ром могут быть описаны различные конкретные зада-
чи теории управления. Кратко перечислим их. 

Оценка достижимости. Если известны области 
достижимости ( , ; ),D t s M  то можно легко оценить 
возможности управления. Рассмотрим  задачу о при-
ведении управляемой системы на заданное терми-
нальное множество N в момент времени T. Ясно, что 
решение этой задачи эквивалентно выяснению того, 
пересекается ли терминальное многообразие N с 
множеством достижимости ( , ; ).D t s M   

Управляемость. Рассмотрим множество ( , )s M   
объединение областей достижимости ( , ; )D T s M  для 
всех моментов времени .T s  Если множество 

( , )s M  совпадает со всем пространством состояний 
системы, то такая система называется вполне управ-
ляемой. Выяснение того, управляема ли данная дина-

мическая система, является классической задачей 
управления.  

Оценка возмущений и практическая устойчи-
вость. Рассмотрим случай неуправляемой системы. 
Это означает, что в уравнении (1) мы вводим пара-
метр возмущений v, подчиненный геометрическим 
ограничениям, считаем его управляющим, тем самым 
полагаем, что возмущения отсутствуют. Тогда облас-
ти достижимости приобретают смысл тех множеств, 
куда система может попасть под действием допусти-
мых возмущений. Тем самым области достижимости 
характеризуют отклонения траекторий под действием 
возмущений или точность, с которой можно предска-
зать движение возмущаемой системы.  

Задача управления с терминальным функциона-
лом. Требуется найти допустимое управление ( )u t  и 
начальный вектор из множества M, такие, что при 
этом достигается минимум терминального функцио-
нала, т. е. функционала вида ( ( )),J F y t  где F – за-
данная функция; T – заданный момент времени. Ясно, 
что сформулированная задача эквивалентна задаче 
минимизации функции F на области достижимости 

( , ; ).D T s M  Тем самым, знание областей достижимо-
сти позволяет свести сложную задачу оптимального 
управления к сравнительно более простой задаче не-
линейного программирования.  

Таким образом, полезность областей достижимо-
сти становится очевидной. 

Существует несколько подходов к разработке ме-
тодов построения и аппроксимации множеств дости-
жимости. Однако получить надежную оценку мно-
жеств достижимости управляемых систем с нелиней-
ной правой частью удается не всегда. Особенно это 
имеет место для задач с правыми частями, в которые 
входят управляющие воздействия произвольным об-
разом, не только как аддитивный член. Поэтому опи-
сание этого нового подхода для использования в за-
дачах оценки множеств достижимости может прояс-
нить это направление и помочь специалистам в 
управлении. Используемые в данной работе термины 
«гарантированные методы», а также «гарантирован-
ные границы решений» использовались в задачах 
численного решения дифференциальных уравнений с 
неточно заданными данными. Они являются устояв-
шимися названиями в задачах гарантированного оце-
нивания множеств достижимости, в задачах гаранти-
рованного поиска управляемых объектов. 

Весьма часто рассматриваются те классы управ-
ляемых систем, для которых возможно выписать 
формулы решений и, следовательно, анализировать 
их верхние и нижние границы. Был разработан также 
метод эллипсоидов, суммирующий эллипсоиды неоп-
ределенности, включающие все решения управляемой 
системы ОДУ [2]. При этом в методе эллипсоидов 
строятся дифференциальные уравнения, которые опи-
сывают поведение центров и радиусов этих эллипсои-
дов [2; 4]. Методика сложения эллипсоидов дополня-
ется решением этих дифференциальных уравнений. 
Анализ получаемых результатов сильно зависит от 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 150 

знания свойств управляемых систем, так как переход 
к дифференциальным уравнениям эволюции эллип-
соидов основан на бесконечно малых отклонениях, 
что не всегда строго соответствует реальным задачам. 

Описание метода. В статье строятся включения  
области достижимости управляемых систем. Эти об-
ласти определяются с помощью гарантированного 
метода оценивания множеств решений систем обык-
новенных дифференциальных уравнений на основе 
символьных формул для аппроксимации оператора 
сдвига вдоль траектории [5–13]. Пусть в системе (1) 
f  – непрерывно дифференцируемая функция по t  

1( ( ) ),f t C  множество U  компактно ,mR  допусти-
мые управления – это измеримые функции 

( ) , [ , ].u t U t s T   Полагаем следующее: a) существу-
ет равномерная оценка | ( ) |y t b  для всех решений 
системы (1) на интервале [ , ],t s T  где const 0;b    
б) множество ( , ) ( , , )Y y t f t y U  для всех ,y  [ , ]t s T  
компактно и выпукло. 

Тогда измеримое множество ( , , )D t s M  управляе-
мой системы (1) является компактным множеством 

[ , ].t s T   
Вообще говоря, возможные величины векторов 

управлений и возмущений (допустимых управлений и 
возмущений) могут быть сложным образом связаны с 
движением динамической системы. Например, часто 
рассматривают интегральные ограничения на управ-
ления или возмущения вида  

 

( , , , ) ,
T

s

t y u v dt Q   
 

где ( , , , )t y u v  – заданная функция; s, T – начальный и 
конечный момент времени движения; Q – имеет 
смысл предельной величины некоторого ресурса.        
В данной работе мы будем рассматривать лишь слу-
чай геометрических ограничений, имеющих вид  

 

( , ), ( , ).u U t y v V t y   
 

Таким образом, возможные значения векторов 
управлений и возмущений полностью определяются 
текущим моментом времени и состоянием системы. 

Такая ситуация, естественно, приводит к удобной 
переформулировке закона движения рассматриваемой 
динамической системы. Рассмотрим множество 

( , , )F t y v  значений вектор-функции f при всевозмож-
ных векторах управления ( , ).u U t y  Тогда уравнение 
движения (1) переписывается в виде дифференциаль-
ного включения  

 

( , , ),dy F t y v
dt

  
 

где в правую часть помимо времени и фазового со-
стояния входят неконтролируемые возмущения. Об-
щее понятие дифференциального включения [1; 2; 14] 
определяется заданием для каждого момента времени 
и состояния системы некоторого множества, которое 
может также зависеть и от других параметров (в на-

шем случае – неконтролируемых возмущений). Это 
множество называется правой частью или индикатри-
сой дифференциального включения. После этого 
можно определить решение дифференциального 
включения как такую траекторию в пространстве со-
стояний (фазовую траекторию), что вектор скорости в 
каждый момент лежит внутри индикатрисы. Решение 
дифференциального включения называют также до-
пустимой траекторией. Таким образом, исследование 
динамических систем рассматриваемого класса сво-
дится к изучению допустимых траекторий дифферен-
циальных включений. 

Построение оценок множеств достижимости. 
Включение множеств достижимости строится с по-
мощью гарантированного метода, основанного на 
символьной формуле оператора сдвига вдоль траекто-
рии и вычислении множеств значений этой формулы 
по всем множествам управления и управляющим воз-
действиям [5–13]. 

Символьная формула (аналитическое выражение) – 
это запись символьной формы, включающей знаки 
операций, имена функций и констант, вычисление по 
которой позволяет получить значение решения. 

Пусть iK  – это последовательность нормирован-
ных пространств, зависящая от некоторого параметра 

.u U  Пусть , 1,..., 1iY i n   – последовательность 
символьных формул непрерывных операций ,iF  оп-
ределенных на прямом произведении 1 2 ,nK K K   
отображающих произведение этих пространств в про-
странство 1nK   и устанавливающих зависимость меж-
ду значениями решений в каждой точке области оп-
ределения. Тогда результат последовательного испол-
нения преобразования формул 
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    (4) 

 

будет называться символьной формулой метода сдви-
га вдоль траектории (опорной траекторией). 

Приведем простые примеры подобных символь-
ных формул: 

 

1 1( , ),m m my y h y     
1 1( , , ).m m m my y h y y    

 

Поскольку управление – это измеримая функция, 
то метод рядов Тейлора не применим для вычисления 
опорной траектории.  

Выполнение гарантированного метода состоит из 
следующих этапов: 

1. Начало работы алгоритма – присвоение значе-
ний переменным, идентифицирующим систему: раз-
мерность, правая часть, начальные данные. 
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2. Построение композиции символьных формул 
как векторной функции с символьными компонента-
ми ( ),ks t  зависящими от символьных начальных дан-
ных 0 0

1 , ..., .ny y  Каждая компонента символьного век-
тора определяется заново как функция, зависящая от 
символьных начальных данных values 0 0

1 , ..., ny y  в ка-
ждой точке сетки .kt  Эта формула описывает сдвиг 
вдоль траектории приближенного решения, сходяще-
гося к решению системы. Сдвиг вдоль траектории за-
дан построенной символьной формулой решений.  

3. Последовательное исполнение метода хранения 
и переработки символьной информации при продви-
жении вдоль траектории решений производится на 
основе статичного хранения этой информации, рабо-
ты с адресацией памяти с помощью функций поточ-
ной обработки. 

4. Символьная формула приближенного решения 
преобразуется к виду, который позволяет эффективно 
и быстро вычислять оценки областей значений при-
ближенных решений, соответствующие изменениям 
параметров задачи. Для этого используется кусочно-
полиномиальное представление символьных формул 
и опорные функции для многозначных функций, опи-
сывающих области значений. 

5. Символьная формула (вектор с символьными 
компонентами) используется для нахождения экстре-
мальных значений (максимального и минимального) 
области значений решений.  

6. Оценки глобальной ошибки строятся на основе 
теорем о неподвижной точке в виде алгоритмов гомо-
топии. Этот алгоритм состоит в поиске «серых» сим-
плексов согласно алгоритму Ивза [15] и их модифи-
каций к многозначным функциям. В алгоритме опре-
деляются 2n функций, являющихся границами мно-
жеств точных решений. Построенные для этих функ-
ций графики образуют граничные гиперплоскости 
множеств решений управляемых систем.  

7. Нижняя граница вектора глобальной ошибки 
(вектора глобальной ошибки, состоящего из 2n ком-
понент) определяется путем накапливания локальных 
ошибок вдоль траектории точного решения. Анало-
гично вычисляется нижняя граница глобальной 
ошибки в каждой точке .kt  В итоге выполняются два 
независимых процесса: построение символьных фор-
мул решений и накапливание величин локальной 
ошибки вдоль траектории решения. 

8. Граница глобальной ошибки прибавляется к вы-
численным на шаге 5 границам вектора решений, 
происходит объединение этих множеств. Все вычис-
ления числовых значений границ решений отложены 
на самый последний этап исполнения алгоритма. При 
вычислениях применяется арифметика с направлен-
ными округлениями. При вычислении границ множе-
ства решений используется тот факт, что построенные 
символьные формулы решений – это кусочно-гладкие 
полиномиальные функции, зависящие от 0 0

1 , ..., .ny y  
Множество приближенных решений будет выпук-

лым в силу свойств полиномиальных функций и их 

вариаций. Это множество будет также компактным. 
Выполнение преобразований символьных формул – 
это первый этап гарантированного метода оценивания 
множеств достижимости. Его можно было бы реали-
зовать, используя одну из многих систем аналитиче-
ских преобразований. Однако при этом катастрофиче-
ски быстро растет объем получаемых символьных 
формул. Это означает, что прямые расчеты по этим 
формулам неэкономичны, особенно при использова-
нии их в циклах.  

Кроме того, компьютерная система символьных 
преобразований производит вычисления с длинными 
по разрядности числами, что приводит к большим за-
тратам памяти. Поэтому для выполнения гарантиро-
ванного метода вначале организуется процесс хране-
ния и преобразования символьных формул, чтобы ор-
ганизовать вычисление границ экономным образом на 
финальном этапе метода. Символьные формулы будут 
представлены как рекурсивные структуры, величина 
которых растет. Для записи такой формулы в компь-
ютере используются линейные динамические струк-
туры. 

Преобразование и вычисление по этим формулам 
выполняется без явного выписывания компонент 
композиции этих формул на каждом шаге. Передача 
компонент от шага к шагу выполняется с использова-
нием операций с адресами в памяти, хранящимися в 
стеке. Генерация кода для вычисления по символь-
ным формулам организуется путем обхода по дереву, 
начиная с вершин дерева. 

Примеры применения. Рассмотрим управляемую 
систему:  

1
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                       (5) 

 

На возмущение u(t) в системе (5) наложено огра-
ничение 1.u   Начальные условия подчинены огра-

ничению 0max ( ) 1.ii
y t   В [2], где рассматривается 

эта система, показано, что объем эллипсоида, аппрок-
симирующего множество достижимости, растет очень 
быстро. Для предотвращения такого катастрофиче-
ского роста оценок в [2] предложено применять не-
прерывные наблюдения за фазовым состоянием ди-
намической системы и фильтрацию ошибок наблюде-
ний. При этом объем эллипсоида неопределенности 
становится меньше, чем в методе без наблюдений [2].  

Применение метода гарантированного оценивания 
позволяет получить хорошие результаты оценки             
множества достижимости без применения дополни-
тельных измерений и фильтрации ошибок измерений 
(рис. 1, 2). 
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Рис. 1 
 
 

 
 

Рис. 2 
 
Оценим множество достижимости простейшей 

модели движения объекта на горизонтальной плоско-
сти, описываемой нелинейной системой третьего по-
рядка: 
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const, const 0,

dy V
dt
dy V
dt

d k u u
dt V

V k

 

 


 

  

                        (6) 

 

где 1 2,y y  координаты объекта, отождествляемого с 
точкой на плоскости;   – угол между вектором ско-
рости объекта и осью x; u – управляющий параметр, 
удовлетворяющий  указанному ограничению и харак-
теризующий скорость изменения угла ;  k макси-
мальное боковое ускорение; V  величина скорости, 

.k
V

   Неравенство (6) ограничивает радиус кривиз-

ны траектории объекта, а именно, радиус кривизны не 
может больше единицы. Рассматриваемая система ис-
пользовалась Р. Айзексом при постановке задачи 
«шофер-убийца» [16]. Слова «автомобиль», «пеше-
ход», «шофер-убийца» оказались на редкость удач-
ными,  хотя в качестве реальных объектов Р. Айзекс 
подразумевал управляемую торпеду и увертываю-
щийся от нее небольшой катер. Состояние 

0 1 0 2 0 0( ( ), ( ), ( ))z y t y t t   объекта в начальный момент 

времени предполагается заданным. Без ограничения 
общности имеем 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) 0.y t y t t     

Система (6) функционирует на конечном доста-
точно большом промежутке времени *[0, ].T t  В ка-
честве множества допустимых управлений выберем  
множество U  всех измеримых по Борелю функций 

: [ 1, 1].U T    Каждое управление u U  порождает 
движение, исходящее из начальной позиции, которое 
будем обозначать через  

 

    1 2 1 2, , ( ), ( ), ( ) , .
u u u uu uy y y t y t t t T     

 

В силу стационарности системы (6) выбор началь-
ного момента времени не существенен. Кроме того, 
специфика системы (6) такова, что начальное состоя-
ние влияет на множество достижимости лишь с точ-
ностью до поворота и переноса. Множество достижи-
мости ( )G T  в момент времени 0T   есть совокуп-
ность всех точек фазового пространства, в каждую из 
которых возможен перевод системы (6) в момент 
времени 0T   при помощи некоторого допустимого 
управления на промежутке *[0, ]T t  из начальной 
точки 0 .z  Из общих результатов математической тео-
рии управления следует, что множество ( )G T  замк-
нуто и ограниченно. Совмещая начало относительной 
системы координат с движущимся объектом и на-
правляя ось у по вектору его скорости, перейдем к 
системе  
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2
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x

y

T
x y

dy y u v
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dy y u v
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u v v v v

  

  

   

                  (7) 

 

Для системы (7), используя гарантированный ме-
тод, были получены оценки множеств достижимости 
на моменты времени  0, 25t  (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3 
 
Вывод, к которому можно прийти, внимательно 

исследуя проблемы построения гарантированных 
оценок управляемых систем, описываемых обыкно-
венными дифференциальными уравнениями, заклю-
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чается в необходимости установления связи между 
начальными значениями и значениями в каждой кон-
кретной точке решения системы. Установление связи 
достигается на основе аппроксимации оператора 
сдвига вдоль траектории. Описанные в этой статье га-
рантированные методы используют такую аппрокси-
мацию, что позволяет вычислять верхние и нижние 
границы множеств решения (включения) достаточно 
широкого класса управляемых систем. При этом для 
гарантированных оценок можно оценить их близость 
к множеству точных решений. 
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bounds of sets of attainability. Examples of computations of sets of attainability inclusions are given. 

 
Keywords: the upper and lower bounds of the solutions, the guaranteed estimations of sets of attainability, 

constantly operating perturbations. 
 

© Рогалев А. Н., 2010 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 154 

УДК 004.42:004.056   
 

Л. К. Птицына, А. В. Птицын 
 

ПРЕОДОЛЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ОТНОСИТЕЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОФИЛЕЙ 
КОМПЛЕКСНЫХ СИСТЕМ ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ 

 
Выделяются типовые приемы комплексирования программно-аппаратных средств в комплексных систе-

мах защиты информации, формируется математический базис для определения их динамических характе-
ристик. 

 
Ключевые слова: комплексные системы защиты информации, принципы параллельности, профили, динами-

ческие характеристики, точность оценивания, функция распределения.  
 
Применение принципа мультиплексирования при 

организации комплексных систем защиты информа-
ции предоставляет широкие возможности совершен-
ствования архитектуры с целью повышения эффек-
тивности их функционирования. Преимущества муль-
типлексирования могут раскрыться в наибольшей 
степени, если параллельная работа программных и 
аппаратных средств обеспечения информационной 
безопасности организуется не только при обнаруже-
нии возможных угроз, но и при проведении необхо-
димых мероприятий по защите информации. Плани-
рование эффекта от подобных действий становится 
возможным в случае преодоления неопределенности 
относительно динамических профилей комплексных 
систем защиты информации в условиях параллельной 
работы средств. В связи с этим появляется объектив-
ная необходимость определения динамических харак-
теристик систем защиты информации  при комплек-
сировании программно-аппаратных средств. Распро-
страненные в настоящее время приемы преодоления 
указанной неопределенности сводятся к оцениванию 
динамических характеристик в процессе функциони-
рования комплексных систем защиты информации, 
когда изменения в их конфигурации ограничены воз-
можностями выбранной архитектуры. В то же время, 
неопределенность игнорируется при выборе их архи-
тектуры. Для устранения подобной проблемной си-
туации предлагается формальный подход к определе-
нию динамических характеристик  комплексных сис-
тем защиты информации, который опирается на ма-
тематический аппарат анализа распределенных про-
цессов в части моделирования механизмов их син-
хронизации [1]. 

Ориентируясь на практическую значимость, в ка-
честве динамических характеристик выбираются 
средние времена  защиты информации. 

Возможные способы комплексирования отдельных 
средств обеспечения защищенности данных основы-
ваются на различных сочетаниях типовых вариантов 
их согласованного функционирования: 

– параллельное функционирование аппаратных 
средств; 

– параллельное функционирование программных 
средств; 

– параллельное функционирование программных и 
аппаратных средств. 

Применительно к перечисленным типовым вари-
антам осуществляется определение выбранных пока-
зателей качества защиты информации. 

Среди известных принципов объединения резуль-
татов параллельного функционирования отдельных 
средств широко распространены принципы И-парал-
лельности и ИЛИ-параллельности, выбор каждого из 
которых обусловливается спецификой функциональ-
ного назначения комплексируемых средств. По этой 
причине при определении среднего времени защиты 
информации учитывается характер процедур объеди-
нения частных результатов, описываемый с помощью 
логических функций «И» ( ), «ИЛИ» (). 

Выполним определение искомых показателей на 
случай параллельного функционирования аппаратных 
средств. Пусть каждое n-е аппаратное средство обес-
печивает такое выполнение возлагаемых задач, при 
котором среднее время защиты информации характе-
ризуется величиной , .n PT  Принимая гипотезу об экс-
поненциальном распределении времени защиты, на-
ходим вероятность того, что все необходимые меро-
приятия будут реализованы в промежутке времени 
(0, ) :kt  

,( ) 1 .
k

n P

t
T

n kW t e


                           (1) 
 

После нахождения функции распределения време-
ни окончания N параллельно выполняемых функцио-
нальных процессов в условиях применения принципа 
И-параллельности, получим следующее соотношение 
для среднего времени защиты информации :PT  
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N NK

P n k n k
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              (2) 

 

1,k kt t t           k = 1, 2, ..., К, 
 

где ∆t – интервал обновления результатов работы ап-
паратных средств защиты информации. 

В соотношении (2) переменная К представляет 
наименьшее значение, удовлетворяющее неравенству 
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               (3) 

 

где N – число параллельно работающих аппаратных 
средств. 
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В соотношении (3) величина ε представляет собой 
вероятность события, при котором время защиты ин-
формации превышает граничное значение, равное 

.K t  
Через функцию распределения времени окончания 

N параллельно выполняемых функциональных про-
цессов в условиях применения принципа ИЛИ-парал-
лельности находим среднее время защиты информа-
ции для второго типового случая: 
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1 1 1

1 ( ) 1 ( ) ,
N NK

P n k n k
k n n

T t k W t W t
  

 
     

 
        (4) 

 

где К – наименьшее целое значение, удовлетворяю-
щее неравенству 
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          (5) 

 

Проанализируем случай параллельного действия 
программных средств защиты информации. В соот-
ветствии с характерными особенностями функциони-
рования программных средств, раскрытыми в [2], n-й 
подпроцесс защиты информации, включающий M 
этапов, описывается полумарковской моделью, по-
зволяющей получить выражение для определения 
среднего времени защиты информации:  
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В указанной модели случайные длительности от-
дельных этапов контроля информационных процессов 
при функционировании n-го программного средства 
защиты представляются математическими ожидания-
ми , , 1, .n mt m M  Причем на каждом из этапов пре-
дусматривается возможное обнаружение появляю-
щейся угрозы с вероятностью , , 1, .n mP m M  

После подстановки соотношения (6) в формулу (1) 
математическое ожидание времени защиты информа-
ции в комплексной системе определяется по форму-
лам (2), (3) в условиях И-параллельности и по форму-
лам (4), (5) в случае ИЛИ-параллельности. 

Рассмотрим порядок определения динамических 
характеристик систем защиты информации при па-
раллельной работе программно-аппаратных средств. 

По найденным функциям распределения ( ),n kW t          
n = 1, 2, ..., N на основании соотношений (2), (3) обра-
зуется следующее представление искомой оценки при 
реализации принципа И-параллельности: 
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              (8) 

 

где SN  – число программных средств; HN  – число 
аппаратных средств; S HN N N   – общее число 
комплексируемых средств; ( ),n kW t  n = 1, 2, ..., SN  – 
функции распределения, характеризующие качество 
защиты информации с применением программных 
средств; ( ),n kW t  n = 1, 2, ..., HN  – функции распреде-
ления, представляющие качество защиты информации 
при использовании аппаратных средств. 

Неравенство (8) предназначается для выбора зна-
чения К по заданному уровню ε. 

В соответствии с формулами (4), (5) среднее время 
защиты информации в случае параллельного функ-
ционирования программных и аппаратных средств, 
результаты работы которых объединяются с приме-
нением логической функции «ИЛИ», выражается сле-
дующим образом: 
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Верхняя граница для переменной k представляет 
собой наименьшее значение К, которое удовлетворяет 
неравенству (10). В данном случае задаваемая вели-
чина ε является вероятностью того, что время защиты 
информации при комплексировании программно-
аппаратных средств по принципу ИЛИ-парал-
лельности превышает верхнюю границу .K t  

Благодаря использованию неравенств (3), (5), (8), 
(10) обеспечивается возможность регулирования сте-
пени приближения оценок (2), (4), (7), (9) к реальным 
значениям математических ожиданий времен защиты 
информации. 
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Выражения (1)–(10) образуют базис соотношений 
для получения приближенной количественной оценки 
показателей качества систем защиты информации при 
комплексировании программно-аппаратных средств 
по принципу И- и ИЛИ-параллельности с регулируе-
мой степенью приближения. 

Таким образом, формализация процесса преодоле-
ния неопределенности относительно динамических 
профилей комплексных систем защиты информации, 
основанная на системе выведенных аналитических 
соотношений, обеспечивает планирование их качества 
при выборе архитектуры. 
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ДЛЯ КОМАНДЫ СИСТЕМНЫХ АНАЛИТИКОВ 

 
Рассматриваются учебно-исследовательские ситуационные центры как инфраструктура для реализации 

процессов коллективного исследования, проектирования и обучения. Предложены варианты построения про-
тотипов, схема «4 уровня» для рассмотрения объектов. Описана технология подготовки сервисных команд 
для ситуационных центров. Приведен обзор некоторых проектов, реализованных в Омске в 2005–2010 гг. 
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Рассматриваемой проблемой является отсутствие 

теории подготовки команд системных аналитиков и 
соответствующих систем подготовки таких команд. 
Объектом исследований являются системы коллек-
тивной деятельности: исследовательской, проектной и 
учебной.  

Комплекс задач и подходы к решению. Указан-
ный выше коллектив будем далее называть проектной 
группой. Нами сформулирован следующий комплекс 
задач [1]. Проектная группа решает задачу 1: создает 
проект, которым, в частности, может быть представ-
ление (теория, модель и т. п.) о некотором объекте ис-
следования. Предполагая, что работу проектной груп-
пы обеспечивают технические средства и сервисная 
команда, приходим к задаче 2: создание (виртуаль-
ной) технологии оптимальной поддержки всего жиз-
ненного цикла постановки и решения задачи 1. Далее 
возникает задача 3 – создание инфраструктуры (ма-
шины, комплекса), в которой формируются техноло-
гии, указанные в задаче 2. Создание технологии тре-

бует постановки задачи 4 – подготовки специалистов 
по решению перечисленных задач (как учить) и зада-
чи 5 – создания собственной технологии для решения 
задачи 4 (как учить учителей).  

В качестве инфраструктуры нами используются 
учебно-исследовательские ситуационные центры 
(СЦ). Сам термин «ситуационный центр» уже являет-
ся достаточно распространенным. В частности, в по-
исковых машинах на соответствующий запрос выда-
ется от 60 000 до 600 000 ссылок. Мы будем понимать 
СЦ как пространство, предназначенное для динами-
ческого коллективного формирования образа ситуа-
ции, объекта, процесса, обеспеченное ключевыми,             
т. е. критическими относительно решаемой задачи, 
ресурсами [2]. Основные отличия учебного аспекта 
СЦ от исследовательского заключаются в следую-
щем: 

– преимущественное внимание уделяется изуче-
нию методов, а не рассмотрению информации, отно-
сящейся к определенной задаче;  
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– для рассматриваемых задач существуют реше-
ния, заведомо квалифицированные как правильные; 

– одной из основных задач, решаемых в учебно-
исследовательском центре, является анализ и оценка 
компетентности, а также приращения компетентности 
индивидуально для каждого участника учебно-
проектной группы; 

– качество проектов, разрабатываемых учебно-
проектными группами, является вторичным показате-
лем относительно роста индивидуального уровня ква-
лификации. 

Основное отличие учебно-исследовательского СЦ 
от учебной аудитории, оснащенной аналогичным 
оборудованием, состоит в применении компонентов 
технологии СЦ, в частности, относящихся к компе-
тенции сервисной команды (планшетист, методолог, 
игротехник), для разработки достаточно долгосрочно-
го учебного проекта. Иными словами, учебная ауди-
тория может быть превращена в СЦ за счет реализа-
ции соответствующего регламента работы. Наоборот, 
при отсутствии такого регламента СЦ фактически 
превращается в конференц-зал, студию для ток-шоу и 
другие объекты.  

Системные инструменты. Опишем два инстру-
мента, используемые нами дополнительно к извест-
ным. Для детализации анализа мы применим схему         
«4 уровня», позволяющую структурировать различ-
ные описания объектов (процессов). Термин «форма» 
используется в широком смысле как внешнее прояв-
ление функций, отношений, связей и законов (геомет-
рическая форма, форма описания и т. п.). Термин 
«функция» использован для обозначения всего набора 
функций, которые может выполнять объект в рамках 
интересующей нас задачи. Термином «фундамент» 
обозначается все то, что делает принципиально воз-
можным выполнение функций. В большинстве случа-
ев это требует указания связей, отношений и законов. 
Такое рассмотрение позволяет понять, какие дефор-
мации (нарушения формы в использованном смысле) 
лишают объект возможности исполнить определен-
ные функции. Также можно предварительно оценить, 
какие функции являются критическими в том смысле, 
что их отсутствие лишает объект возможности соот-
ветствовать своему имени. Пример для термина «си-
туационный центр» приведен в таблице.  

Процесс анализа направлен от имен к фундаменту. 
Появление новых возможностей (новых физических 
эффектов, новых функций) позволяет переходить от 
анализа к конструированию новых объектов (от фун-

дамента – к новым функциям, формам и именам). 
Есть и более простые случаи конструирования, на-
пример, использование нового имени для сущест-
вующего объекта, а также объединение нескольких 
объектов в один, выполняющий функции каждого из 
составляющих.  

В качестве общего подхода мы руководствуемся 
так называемой промежуточной технологией 
(intermediate technology). Под этим термином, введен-
ным Э. Ф. Шумахером, обычно понимают методы 
производства, которые «избегают новой техноло-
гии…, но являются усовершенствованием местных 
методов». Мы используем этот подход как универ-
сальный системный принцип, в соответствии с кото-
рым могут быть сформированы прототипы моделей, 
проектов и тому подобных структур для различных 
объектов и процессов. Для задач быстрого прототи-
пирования формируется «экран»-прототип (иначе – 
рабочая модель) в соответствии с принципом: «наи-
более простой вариант целого, содержащий наиболее 
сложный компонент». Используемое нами понятие 
простоты/сложности ориентировано на две характе-
ристики  формирования объекта в заданном базисе:  

– количество элементов (операций и операндов); 
– стоимость и дефицитность требуемых ресурсов 

(в частности времени, квалификации персонала, огра-
ничений и т. п.). 

Здесь следует упомянуть следствие из распределе-
ния Парето: «20 % ключевых ресурсов обеспечивают 
80 % результата». 

История применения и проекты. На основе 
учебно-исследовательских СЦ как инфраструктуры 
строятся различные варианты информационных тех-
нологий, ориентированных на решение перечислен-
ных выше задач. Началом использования технологий 
учебно-исследовательских СЦ в вузах Омска можно 
считать 2001 г., когда в Омском государственном ин-
ституте сервиса (ОГИС) был сформирован первый 
набор студентов, обучающихся по специальности 
«Прикладная информатика (в сфере сервиса)». На 
основе докторской диссертации автора «Методология 
и технология компьютерной поддержки работы кол-
лектива экспертов» (1999 г.) был спроектирован про-
тотип учебного курса подготовки сервисных команд 
для СЦ. За прошедшие 10 лет фрагменты курса были 
прочитаны также в Омском государственном универ-
ситете и Омской государственной медицинской ака-
демии (ОмГМА).  

 
Анализ термина «ситуационный центр» 

 

Уровни описания Примеры описания объекта на заданных уровнях 
Имена Ситуационный центр (ситуационная комната, зал, интеллектуальный кабинет, визионариум и т. д.) 
Формы Пространство: помещения, автомобили, самолеты и т. п. 

Оборудование: полиэкраны, компьютеры, телекоммуникация, интеллектуальный интерфейс и т. п. 
Программное обеспечение: контент-анализ, статистический анализ, управление проектами и т. п. 
Регламент работы: коллективное обсуждение, анонимный опрос 

Функции Представление  большого объема существенно разнородной информации для понимания сложной ситуа-
ции в целом и принятия решений, исследование  последствий для вариантов принятых решений и т. п. 

Фундамент 
 

Мобилизация сенсорных и интеллектуальных возможностей человека, наличие методов глубокой пе-
реработки информации (Data Mining), когнитивный формат представления информации 
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Использованные подходы и полученные результа-
ты описаны в [2–6]. Перечислим наиболее интересные 
проекты. 

1. Рефлексивный анализ. Рефлексивные процессы 
для коллективных систем являются ключевыми.               
В связи с этим мы активно используем разработанный 
В. А. Лефевром формальный аппарат рефлексивного 
анализа, последняя версия которого представлена в 
[7]. По инициативе В. А. Лефевра было написано 
учебное пособие по математике для старшеклассни-
ков [8]. Дисциплина «Рефлексивный анализ» включе-
на в учебный план подготовки студентов ОГИС по 
специальности «Прикладная информатика (в сфере 
сервиса)» и аспирантов специальности 05.13.01 «Сис-
темный анализ, управление и обработка информа-
ции». Подготовлено учебное пособие [9]. 

2. Рефлексивный театр ситуационного центра. Фор-
мальный аппарат рефлексивного анализа В. А. Лефевра 
был дополнен нами «правополушарными» компонен-
тами [3]. Опишем способ подготовки материала для 
реализации предложенным способом. Схема, которую 
должны усвоить студенты, представляется им в не-
скольких сценах (вариантах ситуации). Важно, что 
при сохранении схемы (т. е. структуры связей и от-
ношений действующих лиц) может изменяться рекви-
зит, персонажи, актеры. Комментатор  находится вне 
пространства как актеров, так и зрителей. Его ком-
ментарий может быть провокационным, противоре-
чащим ситуации и схеме. Считается, что процесс обу-
чения завершен успешно, если студенты в состоянии 
реконструировать схему, являющуюся инвариантом 
представленных ситуаций, и реализовать свой вари-
ант ситуации, соответствующий данной схеме. Такая 
реализация процесса может быть конструктивным 
дополнением других способов организации коллек-
тивной работы и сама может быть дополнена анали-
тикой. 

3. Конференции. Начиная с 2007 г. проведены три 
конференции «Рефлексивный театр ситуационного 
центра». В рамках конференций работали проектные 
группы. В 2009 г. работа проектной группы была ор-
ганизована в режиме телемоста «Омск – Владиво-
сток». Сервисная команда в Омске, в составе которой 
были доцент О. М. Куликова и профессор В. С. Чер-
нявская, организовала работу студентов-дизайнеров 
ОГИС и Владивостокского государственного инсти-
тута сервиса (ВГУЭС). Студенты выступили в роли 
экспертов, работающих методом анализа иерархий. 
Результатом явилась модель формирования компе-
тенции дизайнера. По результатм совместных иссле-
дований в 2010 г. в ОГИС была издана коллективная 
монография авторов из Абакана, Владивостока, Мо-
сквы, Новосибирска и Омска [2]. 

4. Лавина. Одним из примеров стал проект «Лави-
на» – игровое моделирование чрезвычайной ситуации 
в экспериментальном учебно-исследовательском СЦ 
Омского филиала Института математики СО РАН. 
Мероприятие было разработано для студентов                
ОмГМА и реализовано в два этапа. На первом этапе 

студенты ОГИС, осваивающие технологии СЦ в рам-
ках специальности «Прикладная информатика (в сфе-
ре сервиса)», сформировали сценарий ликвидации 
последствий схода лавины, сыграли роли в соответст-
вии со сценарием (МЧС, медицинская служба и т. п.), 
записали на видео, а затем смонтировали материалы в 
виде учебно-игрового фильма. После соответствую-
щего анализа материалы как прототип были показаны 
двум группам студентов-медиков, которые создали и 
проиграли в СЦ свои версии развития чрезвычайной 
ситуации.  

5. Планетонавтика. В 2010 г. начат проект «Плане-
тонавтика–Омск» – фрагмент проекта «Планетонав-
тика» Н. Ф. Сайфуллина (http://ru.vlab.wikia.com/ 
wiki/Планетонавтика). Одна из особенностей этого 
проекта состоит в том, что проектная группа является 
сетевой, широкомасштабной и динамической. В рам-
ках данного проекта О. М. Куликова приняла участие 
в проектной игре «Автономное подводное поселение-
шельф», проводимой под руководством Н. Ф. Сай-
фуллина командой студентов Казанского государст-
венного технического университета (группа профес-
сора Р. Т. Сиразетдинова) и дистанционно – командой 
студентов ВГУЭС (группа профессора В. С. Черняв-
ской). 

В настоящее время идет подготовка конференции 
«Рефлексивный театр ситуационного центра – 2010», 
на которой будут подведены итоги работы и опреде-
лены перспективы дальнейших исследований. 

В презентации к докладу, включающей фрагменты 
видеоматериалов, приведены примеры реализации 
предложенных подходов на материале проектов, про-
водимых с нашим участием в Омске в 2005–2010 гг. 
Подготовлен компакт-диск с материалами по данной 
тематике, в частности, с электронными вариантами 
авторских монографий и  других полезных публика-
ций. Возможна организация работы проектной группы. 

Таким образом, предложена технология организа-
ции коллективных процессов исследования, проекти-
рования и обучения, ориентированная на использова-
ние проектными группами учебно-исследовательских 
ситуационных центров, описана технология подго-
товки сервисных команд для таких ситуационных 
центров. 

 

Библиографические ссылки 
 

1. Филимонов В. А. Исследовательский комплекс 
«Ген-Гуру» (эскиз многодисциплинарного проекта) // 
Знания–Онтологии–Теории (ЗОНТ-07) : материалы 
Всерос. конф. с междунар. участием (14–16 сент. 
2007, г. Новосибирск). Новосибирск : Ин-т математи-
ки им. С. Л. Соболева СО РАН. Т. 1. С. 24–31. 

2. Информационные технологии для ситуацион-
ных центров Электронный ресурс / О. С. Анисимов 
и др.. Омск : Изд-во ОГИС, 2010. URL: 
http://www.ofim.oscsbras.ru/~filimono (дата обращения 
30.06.2010). 

3. Рефлексивный театр ситуационного центра 
(РТСЦ-2007) : Всерос. конф. с междунар. участием 



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 159 

Электронный ресурс. Омск : Омс. гос. ин-т сервиса. 
2007. URL: http://www.ofim.oscsbras.ru/~filimono (дата 
обращения 30.06.2010). 

4. Филимонов В. А. Технологии ситуационного 
центра для социальной инженерии // Проблемы 
управления в социальных системах. 2009. Т. 1. Вып. 2. 
С. 63–74. 

5. Филимонов В. А. «Спинной мозг» ситуационно-
го центра // Ситуационные центры и перспективные 
информационно-аналитические средства поддержки 
принятия решений : сб. материалов Междунар. науч.-
практ. конф. (7–9 апреля 2008 г.). М. : Рос. акад. гос. 
службы при Президенте РФ, 2009. С. 361–366. 

6. Дедюлина Н. В., Лучко О. Н., Филимонов В. А. 
Взаимодействие учебно-исследовательских центров: 
омский вариант // Ситуационные центры и перспек-
тивные информационно-аналитические средства под-
держки принятия решений : сб. материалов Междунар. 
науч.-практ. конф. (7–9 апреля 2008 г.). М. : Рос. акад. 
гос. службы при Президенте РФ, 2009. С. 359–362.  

7. Лефевр В. А. Лекции по теории рефлексивных 
игр. М. : Когито-центр, 2003.  

8. Филимонов В. А. Алгебра логики и совести. 
Омск : Омский гос. ин-т сервиса, 2006.  

9. Филимонов В. А. Экран-сервис технологии 
(Винтсервинг: Винт 3) : метод. указания к практ. за-
нятиям. Омск : ОГИС, 2005.  

 
V. A. Filimonov 

 
TRAINING AND RESEARCH SITUATIONAL CENTER AS A RANGE  
AND A PROVING GROUND FOR A TEAM OF SYSTEM ANALYSTS 

 
Training and research situational centers are considered as an infrastructure for realization of processes of collec-

tive research, design and training. Versions of construction of prototypes, the diagram « 4 levels » for consideration of 
objects are offered. Technology of training of service teams for the situational centers is described. Review of some 
projects 2005–2010 is made. 

 
Кeywords: a situational center,  service team, reflexive analysis. 
 

© Филимонов В. А., 2010 
 
 
 

УДК 681.3.004.8 
 

В. В. Сугоняк, В. А. Филимонов 
 

УПРАВЛЕНИЕ ЧЕЛОВЕЧЕСКИМИ РЕСУРСАМИ 
ДЛЯ КОЛЛЕКТИВНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ И ОБУЧЕНИЯ 

 
Рассматриваются опыт и перспективы применения системного подхода к управлению человеческими ре-

сурсами. Результаты эксперимента по системному проектированию системы обучения в организации допол-
нены предложениями по применению других подходов, связанных с особенностями человека как биологического 
и социального субъекта. Инструментами рассмотрения являются синергетика, рефлексивный театр и тай-
цзы как пример подхода, основанного на восточной философии. 
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В данной статье представлены начальные шаги по 

проектированию «машины обучения» [1] в коммерче-
ском банке, предпринятые командой разработчиков. 
Взяв на вооружение методологию прикладного сис-
темного анализа [2], мы предприняли попытку пройти 
цикл системного исследования и сконструировать 
улучшающее вмешательство, направленное на разви-
тие человеческих ресурсов банка [3]. 

Системное проектирование технологий обуче-
ния с позиции развития человеческих ресурсов 
предприятия. Нами была запланирована последова-
тельность прохождения системного исследования, 
которая предложена в [2]. Работа началась с первона-
чальной формулировки проблемы: целостность, связ-
ность информации отсутствует; неоднократные по-
пытки построения системы обучения успехом не 
увенчались.  Перейдя к диагностике проблемы, разра-

ботчики приняли вариант вмешательства в сложив-
шееся положение дел. Составление списка заинтере-
сованных участников (стейкхолдеров) проблемной 
ситуации вызвало ожидаемые трудности. В связи со 
значительной объемностью процесса обучения персо-
нала предприятия был создан прототип – обучение 
специалистов РКО головного офиса и филиальной 
сети. Следующий этап – выявление «проблемного 
месива». Группой был сформирован первоначальный 
перечень отношений к проблеме и интересов стейк-
холдеров, исходя из общих соображений. Этап фор-
мирования конфигуратора предполагает создание мо-
дели ситуации, посредством которой можно будет 
испытывать и сравнивать варианты решений. Было 
сделано описание моделей, которые использовались 
разработчиками при обсуждении программы экспе-
римента. Следующим шагом должно было бы стать 
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связывание моделей посредством конфигуратора и 
построение формализуемого описания ситуации для 
формирования критериев. Но эта работа была отло-
жена до обсуждения итогов первого эксперимента. 
Этапы целевыявления и определения критериев были 
пропущены в силу явной недостаточности информа-
ции для качественного проведения этих работ. Было 
принято решение провести в рамках проекта-
прототипа обучение выбранной группы сотрудников 
по сокращенной программе. 

Проведенный эксперимент был направлен на дос-
тижение двух целей: 

– выявить и зафиксировать текущие способы, ме-
тоды в обучении, компетенции обучающих, объем и 
качество транслируемой информации; 

– собрать недостающую информацию для прове-
дения системного анализа. 

Реализация экспериментального исследования за-
няла около двух месяцев и позволила выяснить сле-
дующее: 

1) запуск обучения даже в «пилотном» варианте 
мобилизующе подействовал на сотрудников, участво-
вавших в эксперименте, вызвал интерес и отклик сре-
ди сотрудников, напрямую не задействованных в 
этом; была заложена база двустороннего взаимодей-
ствия;  

2) в ходе эксперимента стало ясно, что создание 
интегрированной, встроенной в структуру банка, ор-
ганичной системы обучения – задача непростая, но 
решаемая. 

Применение прикладного системного анализа дает 
возможность создания адекватных моделей, выступа-
ет языком межпрофессионального, межпредметного 
взаимодействия. Однако это не исчерпывает всех 
возможностей управления человеческими ресурсами. 

Синергетика для управления человеческими 
ресурсами. Синергетический подход [4] позволяет 
согласовать частнотеоретические и полидисципли-
нарные представления различных научных направле-
ний (управленческих наук, социологии, психологии, 
информатики и др.) через теорию самоорганизации и 
мягкой редукции в иерархии уровней, через коммуни-
кацию и неустойчивость развивающихся систем. При 
этом выделяется два типа сложности: детальная 
(множественность объектов и взаимосвязей между 
ними) и динамическая (разнесенность во времени 
причины и следствия воздействий). Сложность систе-
мы выражается в многообразии функций (подбор, 
расстановка, адаптация, развитие т. д.), ее целевых 
объектов (результативность труда, трудовое поведе-
ние, отношение к труду), множественности «петель» 
положительной (усиливающей) и отрицательной (ста-
билизирующей) обратной связи, что приводит к цик-
лически развивающимся нелинейным внутри- и меж-
групповым взаимодействиям в коллективе. 

В динамично меняющейся социальной обстановке 
управление должно носить опережающий, превентив-
ный характер, что предполагает передачу управленче-
ских функций, в том числе и стратегических, из ад-
министративного центра на уровень структурных 
подразделений в целях повышения оперативности 

управленческих решений. Возникает так называемая 
обогащенная внутренняя среда с поливариантным 
выбором, живущая по законам самоорганизации и 
креативного динамического хаоса, порождающего 
новые цели (смыслы), ценности и творческие импуль-
сы. Задачу управления можно представить как ком-
плекс задач двух уровней: тактических (управление 
спонтанно сложившимся многообразием) и стратеги-
ческих (управление самим процессом возникновения 
многообразия). 

Учет коллективных взаимодействий приводит к 
нелинейным откликам на административные воздей-
ствия: сетевые коммуникации отдельных сотрудников 
и групп создают собственные иерархические уровни, 
живущие параллельно с административными центра-
ми и дополняющие их, которые, зачастую, более опе-
ративные, чем последние. 

Условием развития самоорганизации, творческой 
инициативы, создания инновационной среды является 
открытость системы. Возникновение нового качества 
системы по горизонтали, т. е. на одном уровне, когда 
медленное изменение управляющих параметров ме-
гауровня приводит к бифуркации, неустойчивости 
системы на макроуровне и перестройке ее структуры. 
Это указывает на инновационные механизмы и явле-
ния смены доминант, рождение коллективных ини-
циатив, сплоченности сотрудников. 

Нам видятся следующие формы реализации мето-
дологии синергетики для управления человеческими 
ресурсами [5; 6]. Контексты выделены, исходя  из 
частоты встречаемости их в практике. 

Одна из форм – описание ограничений и опреде-
ление диапазонов применимости (релевантности) тра-
диционных равновесных поведенческих моделей. Ис-
следования Н. Д. Кондратьева показывают, что недо-
оценка иррациональной природы человека сводит на 
нет результативность методов оценки и предсказания 
социальных процессов. Занимающийся с 1975 г. ис-
следованиями в этой области Ч. Маркетти, оперируя 
статистическими данными, наглядно демонстрирует, 
что природа человеческой деятельности, в основном, 
иррациональна [7]. 

Следует упомянуть о  теме управляемых катаст-
роф как управленческого инструмента. Если восполь-
зоваться медицинской аналогией, то прививка прово-
цирует болезнь в легкой форме, при этом вырабаты-
вает иммунитет, позволяющий организму выжить в 
столкновении с реальной угрозой. Осмысление мно-
гообразия и эффективности парадоксального инстру-
ментария способно принести значимые плоды (при-
мер тому – множество книг по управлению в нашей 
стране и за рубежом, посвященных стратагемному, 
нелинейному подходу).  

Практическая роль синергетики проявляется и в 
том, что она позволяет ослабить психологические 
барьеры, страх перед сложными, масштабными со-
циообразованиями. Утверждение о фрактальности, 
самоподобности реальности позволяет использовать 
простые, ограниченные в числе и объеме фундамен-
тальные модели и закономерности. 
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Известно, что в некоторых случаях кооператив-
ность (теснота связи, когерентность) элементов в 
сложных системах вблизи точек бифуркации достига-
ет невероятных значений. Это так называемые «ре-
жимы с обострением» (режимы сверхбыстрого разви-
тия), которые описывают происходящее внутри нели-
нейных образований. Создание (или предотвращение) 
условий для лавинообразного роста входит в арсенал 
мастеров управления, среди которых упомянем В. К. 
Тарасова [8]. Выявление паттернов мастерства подоб-
ного рода, эксплицитное научение этому специали-
стов-практиков даст значительный эффект. 

Существование аттракторов наводит на мысль о 
том, что управление (как процесс) может иметь не-
сплошной (прерывистый) характер. Малые воздейст-
вия в критических моментах (бифуркациях) могут 
определить желаемую траекторию эволюции систе-
мы. Аналогичным образом действуют гомеопатиче-
ские методы в медицине. Выделим два инструмен-
тальных направления:  

1. Использование механизма дискретных критиче-
ских воздействий в текущем управлении социосисте-
мой. Используя синергетический аппарат, можно вы-
делить текущую траекторию развития системы, век-
тор устремленности, локализовать окрестности точки 
бифуркации. Определившись с критической точкой, 
можно оценить поле выборов, определиться с пред-
почтениями и сконструировать точечное воздействие, 
ведущее к желаемому исходу. Управленец при этом 
не вмешивается в функционирование системы, а за-
фиксировав точку бифуркации, проводит разовое воз-
действие.  

2. Осмысленное конструирование целей-аттракто-
ров, определяющих динамику системы (создание тун-
неля желаемого развития). Это стратегический аспект 
конструирования реальности. 

Развитие системы определяется не столько про-
шлым, историей, традициями системы, сколько бу-
дущим, структурами-аттракторами эволюции. Данное 
положение позволяет моделировать спектры струк-
тур-аттракторов, спектры «целей» саморазвития со-
циальных систем и спектры социальных сред. Любые 
сложные системы имеют несколько альтернативных 
путей развития. Пути эволюции определяются спек-
трами структур-аттракторов нелинейных сред. Изме-
нения социальных сред приводят к перестройке спек-
тров структур-аттракторов, изменению спектров воз-
можных путей в будущее.  

Применение принципов синергетики дает возмож-
ность исследовать систему управления человеческими 
ресурсами как сложную нелинейную систему со 
встроенными механизмами обратной связи и отло-
женной во времени и пространстве реакцией на воз-
действие.  

Ингерентность и базис, адекватный задаче. Как 
правило, рекомендации по управлению человечески-
ми ресурсами пишутся для некоторого эксперта – 
«универсального солдата» и формируют, в итоге, дос-
таточно абстрактную профессиональную компетент-
ность. В то же время у каждого эксперта есть вполне 

определенный пол, возраст, состояние здоровья, опыт 
социализации, должность и т. п., что в значительной 
мере определяет процесс взаимодействия субъектов в 
процессе управления. Учет этих поистине человече-
ских ресурсов необходим для грамотного применения 
общих принципов различных подходов.  

Одно из направлений дальнейшего развития 
управления человеческими ресурсами связано с по-
строением «машин» и технологий, ингерентных субъ-
ектам управления [2]. Это требует, в свою очередь, 
наличия технологий оперативного выбора и построе-
ния базиса, адекватных задачам, которые ставит и 
решает субъект. В качестве таких «машин» мы видим 
ситуационные центры [9]. В качестве технологий по-
строения базиса нами используется, в частности, реф-
лексивный театр и элементы китайской философии 
тай-цзы. 

Отличия рефлексивного театра от аналогов, ис-
пользующих идею театра и мобилизацию креативно-
сти, следующие [10]: 

– основной режим работы – длительное сопровож-
дение сложного проекта, в первую очередь учебного, 
который реализуется достаточно стабильным коллек-
тивом, причем каждая учебная сессия – не изолиро-
ванное мероприятие, а часть «проектного сериала», 
история которого сохраняется и анализируется;  

– одновременно и параллельно используются ана-
литические инструменты, в особенности схематиза-
ция, а также художественные средства (фрагменты 
художественных произведений, притчи, коаны, аудио- 
и видеофрагменты фильмов и т. п.); 

– актеры (методологи и игротехники сервисной 
команды ситуационного центра)  могут использовать 
театральные технологии и реквизит;  

– строятся «зеркала» (в частности психологиче-
ские портреты и характеристики компетентности) 
всех участников процесса;  

– наконец, театр является именно рефлексивным, 
поскольку все действия, рефлексивные в том числе, 
сопровождаются рефлексивными, логическими и 
(или) художественными комментариями на соответ-
ствующих полиэкранах. 

Использование параметров, измеряемых с помо-
щью медицинских приборов [11], дает возможность 
дополнительного исследования и мобилизации чело-
веческих ресурсов.  

Еще одним примером создания базиса, адекватно-
го субъекту как индивидуальному, так и коллектив-
ному, а также адекватного задаче, решаемой этим 
субъектом, является тай-цзы – китайская философия, 
позволяющая ставить и решать задачи различного 
уровня. Схемы тай-цзы являются достаточно универ-
сальными инструментами достижения ингерентности, 
поскольку всегда ориентированы на использование 
естественных механизмов функционирования и раз-
вития различных систем. 

В презентации к докладу приведены примеры реа-
лизации предложенных подходов на материале проек-
тов, выполненных в Омске в 2005–2010 гг. 
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Таким образом, в работе описан опыт практиче-
ского применения прикладного системного анализа, 
намечены направления исследований, ориентирован-
ных на управление человеческими ресурсами в про-
цессе коллективной работы. Соответствующие иссле-
дования реализуются в учебно-исследовательских 
ситуационных центрах г. Омска. 
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О ВАЛИДАЦИИ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ ЛЮДЕЙ SIgMA.CA 
ПО ДАННЫМ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ДИАГРАММ* 

 
Проводится валидация дискретной стохастической модели движения людей SIgMA.CA. Приводятся фун-

даментальные диаграммы (зависимость потока от плотности) для некоторых геометрий пространства в 
зависимости от параметров модели. Модельные данные сравниваются с натурными. 

 
Ключевые слова: дискретно-стохастическая модель движения людей, валидация модели, фундаментальная 

диаграмма. 
 
В наши дни вопрос безопасной эвакуации людей 

из зданий и сооружений становится все более акту-
альным. Поэтому возникает потребность в математи-
ческих моделях движения людей, например, с целью 
определения наилучшей геометрии пространства, где 
предполагается скопление и задержка движения, оп-
ределения времени эвакуации и т. д.  

Несмотря на то, что существует достаточное коли-
чество как коммерческих предложений подобных        
моделей, так и научных исследований в этой области 
[1; 2], продолжение исследований остается востре-
бованным из-за сложности рассматриваемого про-
цесса (движение людей) и вариабельности натурных 
данных.  

 
*Работа выполнена при поддержке ФЦП «Пожарная безопасность в Российской Федерации на период до 2012 г.», ГК           

№ 09.0708.11.014, Лаврентьевского конкурса молодежных проектов 2010 г.   
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Вопросы валидации и верификации моделей яв-
ляются одними из самых важных. На сегодняшний 
день единственным качественным способом верифи-
кации моделей движения людей является построение 
фундаментальной диаграммы (ФД). ФД – это кривая, 
отображающая зависимость скорости человека от 
плотности или потока от плотности. В то же время, 
диаграммы, полученные разными учеными в разных 
странах и в различных условиях, могут отличаться 
друг от друга в силу того, что движение человека обу-
словлено многими факторами, зависит от окружаю-
щей обстановки и психологического состояния. Тем 
не менее, у всех ФД есть одно общее свойство: с рос-
том плотности поток растет и, достигнув максимума 
при определенном значении плотности, начинает 
убывать; скорость  уменьшается с ростом плотности. 

Обычно данные замеряются на прямом участке 
пути. В литературе утверждается, что повороты не 
влияют на движение людей, однако не приводятся ни 
качественные, ни количественные доказательства это-
го утверждения [3]. При малых плотностях потока 
или небольших скоростях это, действительно, так. Но 
с другой стороны, если скорость достаточно велика, 
то при совершении поворота она уменьшится. Также 
средние и большие плотности влияют на динамику 
движения, и поворот не может не сказаться на вели-
чине потока. Поэтому возникает вопрос, будут ли ФД, 
построенные для различных геометрий пространства, 
совпадать. 

В работе рассматриваются ФД, полученные с по-
мощью дискретной стохастической модели 
SIgMA.CA (Stochastic fIeld Movement of Artificially 
People Intelligent Cellular Automata model) для двух 
различных геометрий пространства, и приводится 
сравнение модельных данных с некоторыми натур-
ными [4] (см. Kirik E., Yurgel'yan T., Krouglov D. On 
realizing the shortest time strategy in a CA FF pedestrian 
dynamics model // Cybernetics and Systems. 42:01. 2011 
(to appear)). Цель работы – выявить, влияет ли вид 
пути на ФД, и насколько модельные данные соответ-
ствуют натурным. 

Модель движения людей SIgMA.CA. Пусть из-
вестны геометрия рассматриваемого пространства и 
начальное расположение частиц (людей) в этом про-
странстве. Пространство представляет собой плос-
кость, разбитую на ячейки 40 × 40 см, которые могут 
быть либо свободными, либо занятыми только одной 
частицей. В ячейках также могут располагаться стены 
и другие недвижимые препятствия. 

Целью передвижения частиц является ближайший 
выход. Информацию о местоположении любого вы-
хода дает статическое поле S, которое можно интер-
претировать как карту местности [5]. Поле S радиаль-
но возрастает от точки выхода, не изменяется со вре-
менем и под действием частиц.  

На каждом временном шаге частица может пере-
меститься в одну из четырех свободных соседних яче-
ек или остаться на месте (окрестность фон Неймана). 
Направление частицы предполагается случайным и 
определяется на основе вероятностей переходов в 

каждом направлении для каждой частицы в каждый 
дискретный шаг времени и набором правил переходов 
частиц [4].  

Правила перехода частиц следующие: сначала рас-
считывается поле S, затем на каждом временном шаге 
вычисляются переходные вероятности и выбирается 
направление для перехода. Если две или более части-
цы претендуют на одну и ту же ячейку, применяется 
процедура разрешения конфликтов: либо все частицы 
остаются на прежних местах, либо только одной бу-
дет позволено переместиться. Стоит отметить, что 
вероятность перехода в занятую ячейку в общем слу-
чае не равна нулю. Частице, выбравшей занятое на-
правление, предоставляется возможность либо вы-
брать другое направление для перехода, либо остаться 
на месте и подождать, пока выбранное направление 
освободится. Правила применяются ко всем частицам 
в один и тот же момент времени. 

При вычислении переходных вероятностей учиты-
вается «карта» расстояний до выходов S, желание 
частиц двигаться по направлению к выходу и желание 
держаться на некотором расстоянии от людей и от 
стен, что обеспечивается соответствующими пара-
метрами модели kS > = 0, kP > = 0, kW > = 0 и радиусом 
видимости r > 0 (расстояние в количестве ячеек). 

Исследования. Рассматривались два примера 
(рис. 1). Было организовано движение частиц с посто-
янной плотностью p [1/м2], частицы равномерно рас-
полагались по всему пространству. Замерялось время 
T (в шагах), за которое через сечение пройдет опреде-
ленное количество частиц N (для прямого коридора            
N = 1 000, для коридора с поворотами N = 200) для 
заданной плотности потока.  

 

Примечание. Эксперименты проводились Т. Б. Юргельян; 
программный комплекс, реализующий модель SIgMA.CA, 
разработан Д. В. Кругловым, постановка задачи и научное 
руководство – Е. С. Кирик. 

 

Параметры модели kS и kW были фиксированными, 
и kS = kW = 4 (параметр kS = 4 соответствует направ-
ленному движению частиц), параметры kP и r изменя-
лись. Рассмотрим следующие пары: kP = 2 и r = 1, kP = 4  
и r = 1, kP = 4 и r = 10, kP = 12 и r = 10.  

По полученным данным был вычислен поток              
Jмод = N/T/2 [1/(м·шаг)] и построены ФД (рис. 2), ко-
торые показывают, что модель чувствительна к изме-
нению вида пути (прямой или с поворотами). 

На малых плотностях (при p < 1 [1/м2]) ФД совпа-
дают, но на средних – поток для примера 2 (рис. 2, б) 
в два раза меньше потока для примера 1 (рис. 2, a). 
Это означает, что в прямом коридоре скорость дви-
жения выше, чем в коридоре с поворотами. 

Плотность, при которой Jмод достигает максималь-
ного значения, для примера 1 больше, чем для приме-
ра 2 (почти всегда) (см. таблицу). Значение p(Jmax) 
интерпретируется как величина плотности, после ко-
торой передвижение людей становится затруднитель-
ным и падает скорость движения. Таким образом, в 
прямом коридоре частицы двигаются быстрее при 
большей плотности. 
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а      б 
 

Рис. 1. ФД, построенные по модельным данным: 
а – пример 1; б –  пример 2 

 
 

  
 

а      б 
 

Рис. 2. Фундаментальные диаграммы: 
а – для примера 1; б – для примера 2 

 
 

Значения p(Jmax) для примеров 1, 2 
 

p(Jmax), 1/м2 kP = 2, r = 1 kP = 4, r = 1 kP = 4, r = 10 kP = 12, r = 10 
Для примера 1 3,44 2,88 2,96 2,88 
Для примера 2 2,18 2,52 3,19 2,68 

 
 
Параметры модели определяют динамику модели 

и оказывают влияние на величину потока [4]. Напри-
мер, параметры, которые соответствуют максималь-
ному по величине потоку для примера 1 (kP = 2, r = 1), 
для примера 2 дают минимальное значение потока 
(см. таблицу). Это объясняется влиянием параметров 
на динамику движения, но этот вопрос в данной ста-
тье обсуждаться не будет. Отметим только, что для 
прямого коридора наилучшими параметрами с точки 
зрения реалистичности динамики движения будет 
пара kp = 2, r = 1, для коридора с поворотами – kP = 4, 
r = 10 и kP = 12, r = 10, на малых плотностях доста-
точно хорошие результаты могут быть и при kP = 4,    
kP = 2 и r = 1.  

Сравнение ФД, полученных по модельным и 
натурным данным. В качестве натурных использо-
вались данные Предтеченского и Милинского (PM) 
[6], Вейдманна (WM) [7] и Зейфрида (Seyfried) [8].            
В первом и во втором случае данные получены на пря-
мых участках пути, данные Зейфрида – на замкнутом 

контуре формы овала. Отметим, что в экспериментах 
Вейдманна и Зейфрида люди двигались медленнее (по-
ток ниже), чем у Предтеченского и Милинского. 

Для сравнения модельных и натурных данных 
требуется приведение к единым единицам измерения. 
Напомним, что за один расчетный шаг частица может 
передвинуться на 40 см, поэтому единица измерения 
потока 1/(м·шаг) переводится в 1/(м·с) по формуле            
J = N/(T·0,4/V)/2, где V – скорость движения потока 
(экспериментальные данные), соответствующая дан-
ной плотности. 

На рис. 3 отражены полученные результаты, при-
ведены потоки для экспериментальных данных и мо-
дельных расчетов. В случае прямого коридора наблю-
дается совпадение расчетных и экспериментальных 
значений потоков для малых и средних плотностей 
(примерно до плотности 2,88 1/м2). Поэтому можно 
утверждать, что на таких плотностях в целом динами-
ка потока, воспроизводимая моделью, совпадает с 
имеющей место в натурных экспериментах.  
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Рис. 3. Фундаментальные диаграммы, вычисленные с помощью различных натурных данных:  
PM – данные Предтеченского и Милинского, WM – Вейдманна и Seyfried – Зейфрида; 

a, в, д – для примера 1; б, г, е – для примера 2 
 
С дальнейшим ростом плотности динамика модели 

замедляется. Причем, чем медленнее эксперимен-
тальная скорость, тем при больших значениях плот-
ности начинаются существенные расхождения мо-
дельных и экспериментальных кривых.  

В случае движения по замкнутому кругу, чем мед-
леннее экспериментальная скорость, тем меньше ве-
личина расхождения между модельными и экспери-
ментальными данными. Причем кривые начинают 
расходиться уже при плотности 0,84 1/м2, т. е. при 
достаточно свободном движении. Наилучшее совпа-
дение для данной формы пути наблюдается с данны-
ми Зейфрида, которые получены также на пути замк-
нутой формы. 

Анализ и сравнение результатов для разных форм 
пути (рис. 3, a, б, в, г соответственно) показывают 
следующее. Экспериментальные и модельные кривые, 
полученные в схожих условиях (рис. 3, a, в), совпа-
дают при малых и средних плотностях, но отличаются 

на тех же плотностях на рис. 3, б, г. Из этого факта 
можно сделать вывод, что наличие поворотов все же 
имеет влияние на динамику людского потока. Этот 
тезис подтверждает рис. 3, е, где происходит сравне-
ние с натурными данными, полученными на замкну-
том контуре, и имеется наибольшее совпадение. 

Таким образом, можно сделать следующие выво-
ды: 

– модель чувствительна к виду пути: при наличии 
поворотов поток уменьшается примерно в два раза по 
сравнению с прямым участком; 

– поток для модели SIgMA.CA согласуется с на-
турными данными на прямых участках пути при 
плотностях до 2,88 1/м2; 

– отсутствие натурных данных для геометрий, по-
добных примеру 2, не позволяет делать полноценные 
выводы об адекватности модели; 

– необходимы дополнительные натурные экспе-
рименты. 

 а 

 е 

 г 
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 д 
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УДК 519.8 
 

Я. И. Демченко, А. С. Орлова 
 

ОБ ИССЛЕДОВАНИИ НЕКОТОРЫХ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОЦЕНОК  
ФУНКЦИИ РЕГРЕССИИ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ 

 
Рассматривается задача восстановления функции регрессии по наблюдениям со случайными ошибками. 

Применение для этих целей классических непараметрических оценок кривой регрессии не всегда дает удовле-
творительные результаты на выборках небольшого объема. Предлагается новый класс непараметрических 
оценок, позволяющих повысить качество восстановления кривой регрессии по наблюдениям. 

 
Ключевые слова: непараметрические оценки, ядерные оценки, квадратичное отклонение, регрессия, стати-

стическое моделирование, сходимость, дискретно-непрерывные процессы.  
 
В настоящее время известно большое число работ, 

посвященных непараметрическому восстановлению 
функций регрессии по наблюдениям с ошибками [1; 2]. 
Однако при обработке реальных данных приходится 
сталкиваться с ограниченными неравномерными вы-
борками переменных {xi, yi, I = 1, …, s}, содержащих 
сгущения, пустоты и разреженности в выборочном 
пространстве. В таких ситуациях классические непа-
раметрические оценки кривой регрессии дают не-
удовлетворительные результаты, поэтому возникает 
необходимость введения новых непараметрических 
оценок функции регрессии, которые отличаются от 
известных использованием специальных ядерных 
функций. Исследуются также асимптотические свой-

ства полученных оценок и приводятся результаты 
статистического моделирования. 

Непараметрические оценки функции регрес-
сии. Пусть (x, y) – случайная величина со значениями 
в пространстве 2( , )x y R  , p(x, y) > 0 – плотность 
распределения двумерной случайной величины (x, y), 
она неизвестна, кроме того p(x) > 0. Дана выборка из s 
статически независимых наблюдений двумерной слу-
чайной величины (x, y) – (x1, y1), (x2, y2), … , (xs, ys). 

Обычно за непараметрическую оценку функции 
регрессии принимают статистику [1; 2] 
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где интегрируемая с квадратом функция 
1( ( ))s iС х х   и параметр Cs  (коэффициент размы-

тости)  удовлетворяют некоторым условиям сходи-
мости [3]. 

Новые непараметрические оценки кривой рег-
рессии. В качестве непараметрической функции рег-
рессии предлагается класс статистик: 
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,              (2) 

 

где функции 1
1( ( ))s iС х х  , 1

2 ( ( ))s iС х х   и пара-
метр Cs также удовлетворяют условиям сходимости 
[3] и свойству   
 

 1 1 1
1 2

( )

( ( )) ( ( )) 1s s i s i
x

C С х х С х х dx  



     .        (3) 

 

В случае, когда (x,…, хn) nR , непараметрическая 
оценка кривой регрессии (2) принимает вид 
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 .            (4) 

 

Возможный вид функций 1( )  , 2 ( )   представ-
лен на рис. 1. 

Также может быть введена оценка следующего 
вида: 
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 ,          (5) 

где интегрируемые с квадратом, ограниченные, чет-
ные, дельтообразные функции  1

1 ( )s iС х х  , 
1

2 ( ( ))s iС х х   и параметр Cs (коэффициент размыто-
сти) удовлетворяют условиям сходимости: 
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Если (x,…, хn) nR , то непараметрическая оценка 
кривой регрессии (5) принимает вид: 
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Непараметрические оценки функции регрессии 
имеют непосредственное отношение к задаче иденти-
фикации дискретно-непрерывных процессов по на-
блюдениям «входных–выходных» переменных. При 
этом выборочное пространство наблюдения соответ-
ствующих переменных может иметь некоторые осо-
бенности, в частности, сгущения, пустоты, разрежен-
ности. 

Для непараметрических оценок функции регрес-
сии ( )sy x  (2) и ( )sy x  (5) имеют место следующие 
теоремы. 

Теорема 1. Пусть ( )у x  дважды дифференцируема 
и с вероятностью 1 ( ) 0p x  , ( )x x  , а функции 

1
1Ф ( ( ))s iС х х  , 1

2Ф ( ( ))s iС х х   и параметр размыто-
сти sC  удовлетворяют условию сходимости (3),       
тогда: 

2{( ( ) ( )) } 0lim s
s

у x у x

   ,    ( )x x  . 

 

Теорема 2. Пусть ( )у x  дважды дифференцируема 
и с вероятностью 1 ( ) 0p x  , ( )x x  , а функции 

1
1Ф ( ( ))s iС х х  , 1

2Ф ( ( ))s iС х х   и параметр размыто-
сти sC  удовлетворяют условиям сходимости (6) и (7), 
тогда: 
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При доказательстве теорем использованы приемы, 
предложенные в [1; 4]. Более подробные доказатель-
ства приведены в [5; 6]. 

Исследование непараметрических оценок мето-
дом статистического моделирования. В процессе 
исследований использовалась истинная зависимость 

вида 2 2
1 2 1 1 2

1( , ) 2
2

xу x x x e x x h    , где h – уровень 

помех, распределенных по нормальному закону с ну-
левым математическим ожиданием и ограниченной 
дисперсией, а значения 1 2,( )x x  генерировались из 
интервала [0, 4] таким образом, что стохастически 
зависимые переменные х1 и х2 образуют «трубчатый» 
процесс в выборочном пространстве 1 2( , , )у x x . Зави-
симость 1 2( , )у x x  необходима для получения выбо-
рочных данных, но при восстановлении регрессии 
информация о ее параметрической структуре считает-
ся неизвестной. Эксперименты проводились при раз-
личных объемах выборок «входных–выходных» пе-
ременных s, с различным уровнем помех h. Для вос-
становления 1 2( , )у x x  использовались непараметри-
ческие оценки кривой регрессии 1 2( , )sу x x  вида (4), 
где n = 2, и 1 2( , )sу x x  вида (8), где n = 2. При построе-
нии непараметрических оценок функции регрессии 
использовались функции 1( )   и 2 ( )  , приведенные 
на рис. 1. Параметры размытости sС  выбирались пу-
тем минимизации критерия оптимизации: 

 

2
1 2

1

1( ) ( ( , )) min
s

s j s j j Сsj
w С y y x x

s 

   , 

 

где          

1
1 1

1

1
1 1

( ,..., )

is п
j j

i
i j s

s п is п
j j

i j s

x x
y

С
y x x

x x
С

 

 

 
   

 
 

   
 

 


, п = 2,        (9) 

 

либо 1 2( , )sу x x  вида (4), либо 1 2( , )sу x x  вида (8). 
В качестве точности аппроксимации использова-

лась квадратичная ошибка. Для оценки кривой рег-
рессии 1 2( , )sу x x  вида (9) ошибку обозначим как sw , 
для оценки 1 2( , )sу x x  вида (4) – как sw , для оценки 

1 2( , )sу x x  вида (8) – как sw . 
На рис. 2 график оценки кривой регрес-

сии 1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 
процесса – точками. Объем выборки s = 80 точек,           
на интервалах [0,5; 1], [1,7; 2,1], [2,4; 2,8], [3,4; 3,6]          
и [3,9; 4] присутствуют сгущения, на интервалах             
[1; 1,7], [2,9; 3,3] и [3,7; 3,8] имеются разреженности, 
и на интервалах [2,1; 2,4], [2,8; 2,9], [3,3; 3,4] и                
[3,8; 3,9] отсутствуют элементы выборки. Уровень 
помех h = 10 %. Значения параметров размытости 
функций 1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС = 0,11 и 

2sС = 0,14. Ошибки аппроксимации 0,05sw  , 
0,15sw  . Таким образом, новая оценка кривой рег-

рессии 1 2( , )sу x x  вида (8) более эффективна на дан-
ной выборке, чем оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
Рис. 2 

 
На рис. 3 график оценки кривой регрес-

сии 1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 
процесса – точками. Объем выборки s = 60 точек, на 
интервалах [0,5; 2,1], [2,3; 2,7], [2,8; 2,9], [3,4; 3,5]       
и [3,7; 3,8] присутствуют сгущения, на интервалах             
[3; 3,3], [3,6; 3,7] и [3,9; 4] имеются разреженности, и 
на интервалах [2,1; 2,3], [2,7; 2,8], [2,9; 3], [3,3; 3,4] и 
[3,8; 3,9] отсутствуют элементы выборки. Уровень 
помех h = 0 %. Значения параметров размытости 
функций 1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС = 0,13 и 

2sС = 0,18. Ошибки аппроксимации 0,03sw  , 
0,12sw  . Таким образом, новая оценка кривой рег-

рессии 1 2( , )sу x x  вида (8) более эффективна на дан-
ной выборке, чем оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
Рис. 3 

 
На рис. 4 график оценки кривой регрес-

сии 1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 
процесса – точками. Объем выборки s = 100 точек, на 
интервалах [0,5; 2], [2,7; 3,1] и [3,4; 3,6] присутствуют 
сгущения, на интервалах [2,1; 2,6] и [3,1; 3,2] имеются 
разреженности, и на интервалах [2,6; 2,7] и [3,3; 3,4] 
отсутствуют элементы выборки. Уровень помех             
h = 25 %. Значения параметров размытости функций 

1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС = 0,07 и 2sС  = 0,08. 
Ошибки аппроксимации 0,08sw  , 0,19sw  . Таким 
образом, новая оценка кривой регрессии 1 2( , )sу x x  
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вида (8) более эффективна на данной выборке, чем 
оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
 

Рис. 4 
 

На рис. 5 график оценки кривой регрессии 
1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 

процесса – точками. Объем выборки s = 50 точек, на 
интервалах [1; 1,3], [2,1; 2,5] и [3,4; 3,5] присутствуют 
сгущения, на интервалах [0,6; 1], [1,3; 2,1], [2,9; 3,4] и 
[3,6; 4] имеются разреженности, и на интервалах [2,5; 
2,7] и [2,7; 2,9] отсутствуют элементы выборки. Уро-
вень помех h = 0 %. Значения параметров размытости 
функций 1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС  = 0,25 и 

2sС  = 0,29. Ошибки аппроксимации 0,06sw  , 
0,17sw  . Таким образом, новая оценка кривой рег-

рессии 1 2( , )sу x x  вида (4) более эффективна на дан-
ной выборке, чем оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
Рис. 5 

 
На рис. 6 график оценки кривой регрессии 

1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 
процесса – точками. Объем выборки s = 90 точек, на 
интервалах [2,9; 3,1] и [3,2; 3,3] присутствуют сгуще-
ния, на интервалах [0,7; 1,7], [1,8; 2,9] и [3,3; 4] име-
ются разреженности, и на интервалах [1,7; 1,8] и             
[3,1; 3,2] отсутствуют элементы выборки. Уровень 
помех h = 20 %. Значения параметров размытости 
функций 1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС  = 0,09 и 

2sС  = 0,08. Ошибки аппроксимации 0,1sw  , 
0,22sw  . Таким образом, новая оценка кривой рег-

рессии 1 2( , )sу x x  вида (4) более эффективна на дан-
ной выборке, чем оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
Рис. 6 

 
На рис. 7 график оценки кривой регрес-

сии 1 2( , )sу x x  представлен линией, исходная выборка 
процесса – точками. Объем выборки s = 120 точек, на 
интервалах [0,6; 1,5] и [2,3; 3] присутствуют сгуще-
ния, на интервалах [1,5; 2,3], [3; 3,4], [3,5; 3,7] и                
[3,8; 3,9] имеются разреженности, и на интервалах 
[3,4; 3,5] и [3,7; 3,8] отсутствуют элементы выборки. 
Уровень помех h = 8 %. Значения параметров размыто-
сти функций 1( )   и 2 ( )  , соответственно, 1sС = 0,05 
и 2sС  = 0,05. Ошибки аппроксимации 0,09sw  , 

0,2sw  . Таким образом, новая оценка кривой рег-
рессии 1 2( , )sу x x  вида (4) более эффективна на дан-
ной выборке, чем оценка 1 2( , )sу x x  вида (9). 

 

 
Рис. 7 

 
Если 5

1 5( ,..., )x x R , использовалась истинная за-

висимость вида 2 2
1 5 1 3

1( ,..., ) 5sin( )
2

xy x x x e x     

43lg( )x 5x h  , где h – уровень помех, распреде-
ленных по нормальному закону с нулевым математи-
ческим ожиданием и ограниченной дисперсией, а зна-
чения 1 5( ,..., )x x  генерировались из интервала [0, 4] 
таким образом, что стохастически зависимые пере-
менные 1 5,...,x x  образуют «трубчатый» процесс в 
выборочном пространстве 1 5( , ,..., )у x x . Зависимость 

1 5( ,..., )y x x  необходима для получения выборочных 
данных, но при восстановлении регрессии информа-
ция о ее параметрической структуре считается неиз-
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вестной. Эксперименты проводились при различных 
объемах выборок «входных–выходных» переменных 
s, с различным уровнем помех h. Для восстановления 

1 5( ,..., )y x x  использовались непараметрические оцен-
ки кривой регрессии 1 5( ,..., )sу x x  вида (4), где n = 5,                
и 1 5( ,..., )sу x x  вида (8), где n = 5. При построении         
непараметрических оценок функции регрессии ис-
пользовались функции 1( )   и 2 ( )  , приведенные на 
рис. 1. Параметры размытости sС  выбирались путем 
минимизации критерия оптимизации: 

 

2
1 5

1

1( ) ( ( ,..., )) min
s

s j s j j Сsj
w С y y x x

s 

   , 

 

где 1 5( ,..., )sy x x  вида (9), п = 5, либо 1 5( ,..., )sу x x  вида 
(4), либо 1 5( ,..., )sу x x  вида (8). 

В качестве точности аппроксимации использова-
лась квадратичная ошибка. Для оценки кривой рег-
рессии 1 5( ,..., )sy x x  вида (9) ошибку обозначим как 

sw , для оценки 1 5( ,..., )sу x x  вида (4) – как sw , для 
оценки 1 5( ,..., )sу x x  вида (8) – как sw  (см. таблицу).  

Таким образом, при восстановлении функции рег-
рессии по результатам экспериментальных данных в 
выборочном пространстве наблюдений могут иметь 
место сгущения, разреженности, пропуски данных.             
В этом случае классические непараметрические оцен-
ки восстановления стохастической зависимости типа 
(9) могут оказаться недостаточно эффективными. 
Предложен прием формирования ядерных функций 
некоторым специальным образом (рис. 1). Для новых 

непараметрических оценок функции регрессии дока-
заны соответствующие теоремы сходимости. 

Проведение численных исследований показывает 
более высокую эффективность непараметрических 
оценок функции регрессии 1( ,..., )s пу x x  вида (4) и 

1( ,..., )s пу x x  вида (8). При использовании функций (4) 
и (5) квадратичная ошибка в среднем уменьшается в 
два раза. Следует обратить внимание, что исследова-
ние непараметрических оценок проводилось для про-
цессов «трубчатой» структуры. 
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Экспериментальные данные 

 

Кривая  
регрессии 

Объем  
выборки, s 

Уровень 
шума h, % Значение 1sС  Значение 2sС  

Ошибка аппрокси-
мации sw  или sw  

Ошибка аппрок-
симации sw  

1 5( ,..., )sу x x  50 0 0,15 0,13 0,1 0,24 

1 5( ,..., )sу x x  80 5 0,1 0,09 0,12 0,28 

1 5( ,..., )sу x x  100 10 0,09 0,08 0,09 0,19 

1 5( ,..., )sу x x  65 5 0,12 0,13 0,14 0,31 

1 5( ,..., )sу x x  90 0 0,1 0,1 0,08 0,2 

1 5( ,..., )sу x x  110 10 0,09 0,08 0,07 0,22 
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ABOUT RESEARCHE OF SOME NONPARAMETRIC ESTIMATIONS 
OF REGRESSION FUNCTION ACCORDING OBSERVATIONS 

 
Task of regression function restoration according observations with random errors is considered in the article. Us-

age of the classical nonparametric estimations of regression curve for such purposes doesn’t always give satisfactory 
results on small samples. The new class of nonparametric estimations is proposed, it allows to increase the regression 
curve restoration quality of according observations. 
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УДК 62.501 
 

Д. А. Игнатьев, А. Н. Сергеев 
 

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СИСТЕМ 
 
Рассматриваются некоторые задачи моделирования и управления организационными системами в условиях 

неопределенности. Отмечены некоторые особенности организационных процессов по сравнению с другими, 
происходящими на различных технических и технологических объектах. Предлагается непараметрическая 
модель организационных систем и алгоритмы принятия решений в условиях неполной информации. 

 
Ключевые слова: непараметрическая идентификация, модель, идентификация, априорная информация, ор-

ганизационные процессы, принятие решений. 
 
При разработке систем управления дискретно-

непрерывными процессами часто возникает необхо-
димость управления не отдельным технологическим 
объектом, а всем производственным комплексом. При 
этом представляется целесообразным рассматривать 
иерархическую схему управления промышленным 
комплексом. Разработка соответствующих обучаю-
щихся моделей и алгоритмов управления существен-
но определяется наличием априорной информации о 
технологических процессах, каналах измерения и, в 
сущности, предопределяет использование тех или 
иных разделов теории идентификации и управления. 
Основной акцент сделаем на наличии минимальной, 
как это представляется сегодня, априорной информа-
ции об исследуемых объектах, системах, т. е. будем 
рассматривать задачи идентификации и управления в 
условиях непараметрической неопределенности.                   
В этом случае отсутствует этап определения модели 
или алгоритма управления с точностью до вектора 
параметров. Это обусловлено тем, что чаще всего ин-
формация, необходимая для предварительной пара-
метризации или выбора параметрической структуры 
модели, недостаточная. Это делает подобный подход 
более реалистическим, чем общепринятая теория. 
Конечный существенный интерес представляет слу-
чай, когда некоторые объекты или каналы связи про-
мышленного комплекса соответствуют одновременно 
как уровню параметрической неопределенности, так и 
уровню непараметрической. Это отдельная проблема, 
которая требует специального рассмотрения. Таким 
образом, настоящее исследование посвящено только 
случаю, когда априорной информации об исследуе-
мой системе или процессе соответствует уровень              
непараметрической  неопределенности. Отметим, что  

верхний иерархический уровень управления подоб-
ным комплексом представляет собой организацион-
ную систему управления с лицом, принимающим ре-
шения (ЛПР). 

Моделирование дискретно-непрерывных процес-
сов. Дадим краткую характеристику дискретно-
непрерывного процесса, который является предметом 
исследования в традиционной задаче идентификации 
(рис. 1). 

На рис. 1 введены следующие обозначения: А – 
оператор процесса; u(t) и µ(t) – управляемые и не-
управляемые входы процесса, соответственно; x(t) – 
выходная переменная процесса; ˆtx  – выходная пере-
менная модели; Hµ, Hu и Hx – каналы измерения соот-
ветствующих переменных; hµ(t), hu(t) и hx(t) – помехи, 
действующие в каналах измерения; µt, ut и xt – пере-
менные процесса, измеренные в дискретные моменты 
времени (подразумевается, что они зашумлены соот-
ветствующей помехой h). Следует также отметить, 
что и на сам процесс оказывает влияние некоторая 
помеха ξ(t).  

В дальнейшем исследуется дискретно-непрерыв-
ный процесс, представленный на рис. 2. 

Здесь введена переменная выхода q(t), измеряемая 
через интервал времени ∆T >> ∆t, где ∆t – дискрет-
ность измерения переменных u(t), µ(t), x(t). Чаще все-
го эти переменные измеряются электромагнитными 
средствами. Поэтому ∆t в технических системах дос-
таточно мало. K – ключ, символизирующий канал 
контроля. 

Обратим внимание на то, что ∆T может значитель-
но превышать постоянную времени объекта, что при-
водит к необходимости рассматривать объект как ста-
тический с запаздыванием (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 1. Традиционная схема дискретно-непрерывного процесса 
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Рис. 2. Схема дискретно-непрерывного процесса при различной дискретности контроля 
 

 

 
 

Рис. 3. Измерение переменных процесса производится с различной дискретностью ∆T>>∆t: 
● – моменты измерений по каждой из переменных; ○ – пропущенные значения 

 
Процесс, представленный на рис. 1 и 2, описыва-

ется следующим образом: 
 

      , , ( ),x t A u t t t t   ,  (1) 

      , , ( ),q t B u t t t t   ,  (2) 
 

где A, B – оператор процесса – класс операторов, ко-
торый определяется на основании имеющейся апри-
орной информации. При существенном влиянии на 
x(t) случайных факторов ξ(t), удовлетворительную 
модель построить нельзя, даже при условии удачного 
выбора класса операторов B [1]. 

Непараметрическая модель процесса (1) может 
быть представлена как 
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,  (3) 

 

где ˆ( , )x u   – непараметрическая оценка регрессии 
x(u, µ); uRm, µRm; S – объем выборки; Φ(·) – коло-
колообразная функция, или как ее еще называют 
ядерная функция; C – параметр размытости ядерной 
функции Φ(·). Функция Φ(·) обладает следующими 
свойствами: 

а) 0 ≤ Φ(u) < A < ∞;  
б) Φ(u) = Φ(–u); 

в)   1u du




  ;  

г)   mu u du




   , при m > 0, i

S

y yu
C


 ; 

д)    1lim S iS
C u y y


     – свойство -образно-

сти, а коэффициенты размытости CS ядер эмпириче-
ской плотности вероятности зависят в общем случае 
от объема выборки S, причем CS → 0 и sCS → ∞ при             
s → ∞, y – произвольный аргумент. 

Непараметрическую модель процесса (2) можно 
представить в следующем виде: 
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где ˆ( , , )q u x  – непараметрическая модель процесса 
q(u, µ, x), x   Rn, в которую включена выходная пе-
ременная x(t), измерения которой доступны через ин-
тервалы времени ∆t; ядерная функция Φ(·) удовлетво-
ряет показанным выше условиям. 

Непараметрическое управление дискретно-
непрерывными процессами. Управление процессом, 
представленным на рис. 1, осуществляется по схеме, 
представленной на рис. 4. 

Обозначения на рис. 4 те же, что и выше, а x* – за-
дающее воздействие. Непараметрический алгоритм 
управления при активном накоплении информации 
имеет вид 

1 1
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, (5) 

где 1
k
Su   – поисковые шаги, 1,k m .  
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Управление УУx (рис. 5) – устройство управления 
по выходной переменной x(t), УУq – устройство 
управления по выходной переменной q(t), М1 – мак-
рообъект первого уровня, М2 – макрообъект второго 
уровня. Роль управляемой переменной на этом уровне 
иерархии выполняет x*. Алгоритм управления на сле-
дующем уровне иерархии имеет вид 
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, (6) 

 

где 1*k
Sx   – поисковые шаги, 1,k n ; q   Rw. Следу-

ет заметить, что на этом уровне иерархии предполага-
ется наличие обучающей выборки с последующим ее 
пополнением в процессе функционирования замкну-
той схемы. Дальнейшее обобщение системы управле-
ния сложным промышленным комплексом может 
быть представлено в виде схемы (рис. 6). 

На рис. 6 СПР – система принятия решений с ЛПР; 
Q*(q, z) – заданная целевая функция, зависящая от q и 
от производственных показателей z, оказывающих 
существенное влияние на характер вырабатываемых 
воздействий СПР; отдельно выделена «Информация», 
указывающая на возможность получения блоком СПР 

или оптимизаторами любой доступной информации о 
системе, требуемой для функционирования. 

Общая постановка задачи имеет следующий вид: 
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Ограничения в общем случае имеют вид:  
 

     , 0, , 0M q z M q z    .            (8) 
Тогда непараметрический алгоритм оптимизации 

может быть представлен следующим образом: 
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где 1*k
Sq   – поисковые шаги, 1,k w ; z   Rt; функ-

ция sgn(y) c произвольной переменной y следующая: 
 

 
1, если 0,
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y
y

y


  
                      (11)  

 

 
 

Рис. 4. Система управления комбинированным объектом 
 
 

 
 

Рис. 5. Иерархическая система управления 
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Рис. 6. Иерархическая система принятия решений с ЛПР 
 
 

Параметр размытости CS – отдельная задача тео-
рии оптимизации. Вследствие трудности постанов-
ки экспериментов на реальном объекте в организа-
ционных системах, функция оптимизатора отводит-
ся человеку. ЛПР располагает областью определе-
ния параметра и, в зависимости от состояния сис-
темы, устанавливает то или иное значение, анали-
зируя отклик организационной системы на выбран-
ное значение параметра. В случае необходимости 
значение параметра изменяется, и вновь анализиру-
ется оклик. Область определения параметра CS, в 
свою очередь, обусловлена как естественными ог-
раничениями, так и опытом и знаниями ЛПР в ис-
следуемой области. 

Обучающаяся система управления с иденти-
фикатором. Естественно считать, что первым эта-
пом на пути создания подобной системы является 
построение модели (идентификатора). Причем тре-
бования к идентификатору достаточно высоки. Та-
кая система, представленная на рис. 7, определена 
высокой степенью важности объекта (жизнеобеспе-
чивающей и пр.), экспериментирование на котором 
крайне затруднено.  

Поэтому в таких случаях используют не автомати-
ческие системы управления, а автоматизированные, т. 
е. системы с участием человека. В частности, сначала 
в диалоговом режиме вырабатывается управленческое 
решение с использованием идентификатора. Ключ K1 
разомкнут, ключи K2 замкнуты. Конечно же, в этом 
случае идентификатор должен с достаточно высокой 
степенью точности описывать объект, включая вне-
штатные ситуации или выход переменных процесса за 
пределы технологического регламента. После опреде-
ления управляющего воздействия оно подается на 
исполнительный механизм (ключ K1 замкнут). 

Работа системы управления с идентификатором 
включает в себя следующие действия: 

– ключ K1 разомкнут, ключи K2 замкнуты; 
– выбирается некоторое заданное в рамках данной 

задачи значение выхода Q*(x, z); 
– значение Q*(x, z) подставляется в алгоритм рас-

чета управляющего сигнала; 
– полученное значение ˆ lu  подается на идентифи-

катор; отклик ˆlx  идентификатора возвращается на 
управляющее устройство и подвергается анализу 
ЛПР; 

– находится значение  *ˆ ˆ ,l l Sx x C l   , где 

 ,SC l  – убывающая по мере увеличения S функ-
ция; l – счетчик алгоритма; 

– работа алгоритма продолжается с шага 2 до тех 
пор, пока не будет найдено некоторое значение 

* ˆ lu u , удовлетворяющее цели управления; 
– после того как u* найдено, ключи K2 размыкают-

ся, а ключ K1 замыкается, в результате чего, управ-
ляющий сигнал подается непосредственно на объект. 

Таким образом, были рассмотрены задачи управ-
ления технологическими объектами и их производст-
венными образованиями в условиях малой априорной 
информации, в частности, в условиях непараметриче-
ской неопределенности. При этом уделяется специ-
альное внимание типичным для практического случая 
процессам, когда дискретность измерения выходной 
переменной процесса промышленного комплекса 
происходит через существенные интервалы времени, 
что обуславливает особенности при постановке задач 
идентификации и управления. Приводятся алгоритмы 
управления и принятия решений в иерархических 
системах управления в условиях неполной информа-
ции. Рассматривается также схема построения конту-
ра управления с идентификатором, которую естест-
венно применять для процессов, имеющих сущест-
венное значение. 
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Следует обратить внимание на эффективность ис-
пользования непараметрических моделей и алгорит-
мов в интеллект-системах управления и принятия ре-
шений для предприятий и отраслей с непрерывным 
характером технологического процесса. 
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О НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОМ УПРАВЛЕНИИ ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ 
 
Исследуется задача управления линейной динамической системой в условиях непараметрической неопреде-

ленности. Вид уравнения, описывающего процесс, неизвестен. Предлагается оценка обратного оператора ди-
намического процесса как алгоритм управления. Построение непараметрической модели динамической систе-
мы осуществляется на основании его переходных характеристик. Приводятся результаты исследования не-
параметрического алгоритма управления линейной динамической системой методом статистического моде-
лирования. 
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При управлении динамическими системами обыч-

но предполагается известным уравнение объекта либо 
его передаточная функция с точностью до вектора 
параметров. В этом случае достаточно хорошо разра-

ботаны методы анализа и синтеза систем автоматиче-
ского регулирования и управления. В теории автома-
тического регулирования и управления, когда нет ма-
тематического описания линейного динамического 
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объекта, часто используются П-, ПИ- и ПИД-
регуляторы. Настройка параметров последних являет-
ся предметом анализа систем автоматического регу-
лирования. В условиях непараметрической неопреде-
ленности, т. е. когда вид у уравнения, описывающего 
процесс, неизвестен, а известны лишь качественные 
характеристики, например, сведения о линейности 
процесса, классическая теория управления не может 
быть применена. Однако в рамках непараметрическо-
го подхода могут быть построены как модели иссле-
дуемого объекта, так и алгоритмы управления. В ос-
нове этого подхода лежат оценки переходных и весо-
вых функций процесса. При этом этап выбора их с 
точностью до вектора параметров отсутствует. Для их 
восстановления используются соответствующие не-
параметрические оценки по результатам наблюдений 
переходных характеристик, «снятых» на исследуемом 
объекте. 

Постановка задачи. Пусть динамический процесс 
относится к классу линейных. Кроме того, имеется 
возможность постановки эксперимента по «снятию» 
переходных характеристик объекта. Ясно, что экспе-
римент по «снятию» весовой функции системы про-
вести, чаще всего, невозможно, из-за трудностей «по-
дачи» на вход объекта дельта-функции. Заметим, что 
весовая функция объекта h(t) – производная переход-
ной функции k(t), т. е. ( ) ' ( )th t k t . 

Известно, что для линейного динамического объ-
екта выход объекта x(t) можно представить в виде 
оператора ( ) [ ( )]x t A u t , где u(t) – входное воздейст-
вие; А – линейный оператор [1]. Если для линейного 
оператора А существует обратный оператор 1A , то 

1A A I  , где I – единичный оператор. В этом случае 
1( ) [ ( )]u t A x t . Если ( ) *( )x t x t , где *( )x t  – же-

лаемая траектория x(t), то алгоритм управления при-
мет вид 

1*( ) [ *( )]u t A x t ,                        (1) 
 

где *( )u t  – управление, которое приводит объект в 
состояние *( )x t . Можно считать, что в этом случае 

*( )u t  – идеальное управление. В дальнейшем такой 
регулятор будем называть u-регулятором. 

Непараметрический u-регулятор. Известно, что 
линейный оператор A можно описать следующим 
функционалом при нулевых начальных условиях (ин-
теграл Дюамеля) [1]: 

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
t

x t A u t h t u d      ,            (2) 

где h(t) – весовая функция системы. 
Известно, что оператор, обратный линейному опе-

ратору (2), имеет вид [2]: 
 

1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
t

u t A x t t x d       ,        (3) 

 

где ( )t  – весовая функция в направлении «выход–
вход». Таким образом, если x(t) = x*(t), то u-регулятор 
будет иметь вид 

1

0

*( ) [ *( )] ( ) *( )
t

u t A x t t x d       .           (4) 

 

Однако ясно, что оператор А неизвестен, соответ-
ственно, не может быть найден и оператор 1A .                 
В данной ситуации целесообразно использовать в ка-
честве модели (2) непараметрическую модель линей-
ной динамической системы [2]: 

 

0

( ) ( , , ) ( )
t

N N N Nx t h t x t u d    
 ,                (5) 

 

где ( , , )N N Nh t x t 
  – оценка весовой функции систе-

мы, а 1( ,..., )N Nx x x
  и 1( ,..., )N Nt t t


 – временные 

векторы. 
Переходную характеристику в направлении «вы-

ход–вход» будем «снимать» на модели (5). По види-
мому, впервые эта идея была высказана в [3], т. е. 

( ) 1( )Nx t t . В итоге, получим выборки 1( ,..., )n nu u u
  

и 1( ,..., )n nt t t


 – временные векторы. Для удобства 
дальнейшего изложения введем обозначение 

1( ,..., )n n nu     
 , подчеркивая тем самым, что        

n
  – значение управляющего воздействия при усло-

вии, что ( ) 1( )Nx t t . Тогда, оценка u-регулятора при-
мет вид 

0

( ) ( ) *( )
t

n nu t t x d      .                    (6) 
 
 

В качестве оценок весовых функций ( )Nh t  и 
( )N t  в дальнейшем используются непараметриче-

ские статистики. 
Непараметрические оценки u-регулятора. Пусть 

после эксперимента имеем выборку наблюдений 
{ , }, 1,i i ix k t i N  , где N – объем выборки; ik  – на-
блюдаемое значение выходной переменной объекта 
x(t) при u(t)=1(t) в момент времени it . 

Для оценки переходной функции по выборке на-
блюдений воспользуемся непараметрической оценкой 
вида 

   
1 1

( ) i i

N N

N N
t t t t

N i C C
i i

k t k  

 

   


,            (7) 
 
 

где ( )Nk t


 – оценка переходной функции в момент 
времени t по выборке объемом N;     – колоколооб-
разная функция и параметр размытости NC  удовле-
творяют некоторым условиям сходимости [4]. 

В качестве оценки весовой функции может быть 
использована разностная оценка весовой функции:  

 

   
1 1

( ) i i

N N
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N i C C
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h t h  

 

   
 

,              (8) 
 

где ( ) ( ) , 1,i i
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k t t k th i N
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, и непараметриче-

ская оценка весовой функции: 
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Для выражения (9) критерий оптимальности выбо-
ра параметра размытости принимает следующий вид: 

2

1

1 0

( ) ( , ) min
i

N

tN

N i N i NN Ci
W C k h t C



 
    

 
 


.         (10) 

 

Оценив весовую функцию объекта, мы построили 
оценку оператора, т. е. модель объекта в виде (5). Ис-
пользуя построенную модель, найдем обратную пере-
ходную функцию объекта. Для этого запишем модель 
вида (5) в дискретном виде: 

 

0

[ ] [ ] [ ]
ii

j
x i h i j u j t



   ,                   (11) 

 

где x[i], [ ]h i , [ ]u i  – значения функций x(t), h(t), u(t) в 
момент времени it . Фиксируя на выходе функцию 
Хэвисайда ( [ ] 1[ ]x i i ), найдем реализацию 

[ ] [ ]u i i  : 
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Вычислительные соотношения (13) дают выборку 
переходной характеристики объекта в направлении 
«выход–вход». Непараметрическая оценка переход-
ной функции в направлении «выход-вход» или «об-
ратной» переходной функции имеет вид: 
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      .             (14) 
 

Производная от этой функции есть весовая функ-
ция в направлении «выход–вход», или «обратная» 
весовая функция. Оценка производной «обратной» 
переходной функции через конечные разности имеет 
вид 
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Непараметрическая оценка «обратной» весовой 
функции ( )t  имеет вид 
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         (16) 

 

Непараметрическая оценка  (6) (un-регулятор) бу-
дет иметь вид 

0

( ) ( ) *( )
k

k N k j j
j

u t t t x t t


     .          (17) 

 

Численные исследования. В качестве объекта ис-
следования рассмотрим динамический объект, пове-
дение которого описывается дифференциальным 
уравнением первого порядка: 

 

1 0
( ) ( ) ( )dx ta a x t u t

dt
   ,                  (18) 

 

где 1 01, 1, 1a a    . 
Переходная функция системы – ( ) 1 tk t e  , а ве-

совая функция имеет вид ( ) '( ) th t k t e  . «Обрат-
ная» переходная функция – ( ) ( ) 1( )w t t t   . Ее дис-
кретный аналог с шагом дискретизации Δt = 0,05 
представлен на рис. 1. Обратная весовая функция – 

( ) '( ) '( ) ( )t w t t t      , дискретный аналог которой с 
шагом дискретизации Δt = 0,05 представлен на рис. 2. 

 
 

 
Рис. 1. w(t) в дискретном виде, первые 10 тактов 

 

 
 

Рис. 2. ν(t) в дискретном виде, первые 10 тактов 
 

Управление для задания x*(t) = sign(sin(t/4)) пред-
ставлено на рис. 3, реакция объекта на это управле-
ние, совпадающая с заданием, представлено на рис. 4. 

Управление для случайного задания (случайный 
сигнал в области [–1; 1]) и реакция объекта на это 

t
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управление, совпадающая с заданием, представлены 
на рис. 5 и рис. 6, соответственно. 

 
 

 
 

Рис. 3. Управление для задания x*(t)= sign(sin(t/4)) 
 

 
 

Рис. 4. Выход объекта 
 
Теперь вернемся к исходной постановке задачи, 

где в качестве исходной информации используем вы-
борку наблюдений входной и выходной величины. 
Решая численным методом (методом Рунге–Кутта) 
уравнение (18), сгенерируем выборку наблюдений, 
подав на вход функцию Хэвисайда.  

Получим выборку переходной характеристики 
объекта объемом N. В данном случае объем выборки 
составил N = 400 точек на временном интервале [0; 
20], шаг дискретизации Δt = 0,05. Для получения пе-
реходной функции по выборке используется непара-
метрическая оценка (7). Для решения «проблемы кон-
цов» при непараметрическом оценивании функции, 
исходная выборка дополняется десятью точками на 
концах интервала. Полученный результат представлен 
на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 5. Управление для случайного задания 
 

 
Рис. 6. Выход объекта     

 
 

 
 
 

Рис. 7. Исходная выборка наблюдений и построенная непараметрическая оценка переходной функции   
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Рассмотрим два способа: оценивание через конеч-
ные разности и производную непараметрической 
оценки. В дальнейшем, будем приводить вычисли-
тельные результаты, полученные в случаях использо-
вания выражений (8) и (9), в сравнительной форме. 

Оценки весовой функции для выражений (8) и (9) 
представлены на рис. 8. «Обратная» переходная 
функция представлена рис. 9. 

 

 
 

Рис. 8. Весовая функция системы. Первые 200 тактов 

 

 
 

Рис. 9. Обратная переходная функция системы.  
Первые 10 тактов 

 
Имея обратную переходную функцию системы, най-

дем обратную весовую функцию системы (рис. 10). 
 

 
 

Рис. 10. Обратная весовая функция системы,  
первые 10 тактов 

 
Получив оценку обратной весовой функции сис-

темы, мы построили оценку обратного оператора 
системы в виде (8). Оценка обратного оператора сис-
темы представляет собой регулятор системы. В ка-
честве задания возьмем три траектории: x*(t) = sin(t), 
x*(t) = sign(sin(t/4)), случайный сигнал в диапазоне                
[–1; 1]. Графические результаты рассчитанного управ-
ляющего сигнала и реакции объекта в сравнении с 
заданием приведены на рис. 11–16. 

 
 

Рис. 11. Управление для задания x*(t) = sin(t).  
Первые 200 тактов:  

I – алгоритм через аналитические оценки производных;  
II – алгоритм через конечные разности 

 

 
 

Рис. 12. Выход объекта и задание. Первые 200 тактов: 
I – алгоритм через аналитические оценки производных;  

II – алгоритм через конечные разности; III – задание  
x*(t) = sin(t) 

 

 
 

Рис. 13. Управление для задания x*(t) = sign(sin(t/4)).  
Первые 200 тактов:  

I – алгоритм через аналитические оценки производных;  
II – алгоритм через конечные разности 

 

 
 

Рис. 14. Выход объекта и задание. Первые 200 тактов: 
I – алгоритм через аналитические оценки производных; 

II – алгоритм через конечные разности; III – задание  
x*(t) = sign(sin(t/4)) 
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Рис. 15. Управление для случайного задания. 
Первые 20 тактов 

 
 

 
 

Рис. 16. Выход объекта и задание. Первые 20 тактов 
 

Результаты статистического моделирования в слу-
чае наличия аддитивной помехи 5 % с нормальным 
законом распределения в выходном канале измерения 
приведены на рис. 17–19. 

 
 

Рис. 17. Точки выборки и восстановленная  
переходная функция 

 

 
 
 

Рис. 18. Выход объекта и задание. Первые 50 тактов  
 
 

 
 

Рис. 19. Выход объекта и задание x*(t) = sin(t) 
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Рис. 20. Реакция объекта в сравнении с заданием x*(t) = sin(t) 
 
 

 
 

Рис. 21. Выход объекта и задание. Первые 50 тактов 
 
Результаты статистического моделирования в слу-

чае наличия аддитивной помехи 10 % с нормальным 
законом распределения в выходном канале измерения 
приведены на рис. 20, 21. 
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УДК 62.501 
 

А. В. Медведев, А. В. Фаустов 
 

О НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОЦЕНКЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ФУНКЦИИ  
РЕГРЕССИИ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ 

 
Рассматривается проблема восстановления функции регрессии по наблюдениям со случайными ошибками. 

Предлагаются непараметрические оценки нестационарной функции регрессии. Приводятся результаты ста-
тистического моделирования непараметрических алгоритмов. Рассматривается задача моделирования ста-
тических многомерных  нестационарных систем с запаздыванием. 

 
Ключевые слова: непараметрические оценки, дискретно-непрерывные процессы,  нестационарность, рег-

рессия,  идентификация,  моделирование. 
 
В многочисленных приложениях часто возникает 

необходимость в восстановлении функции регрессии 
М{x|u} по наблюдениям случайных величин (ui, xi), 

1,i s , где s – объем выборки наблюдений. В классе 
непараметрических оценок принята статистика, кото-
рая будет представлена далее [1]. Предполагается, что 
плотность вероятности p(u), u, u  (u), p(u) > 0 
неизвестна. При этом предполагается, что x(u) не ме-
няется с течением времени. Поскольку при моделиро-
вании дискретно-непрерывных процессов широко 
используются регрессионные модели, то существен-
ное значение имеет факт дрейфа во времени характе-
ристик исследуемого объекта. Среди многих факто-
ров, влияющих на последнее, отметим только безус-
ловное старение оборудования, других технических 
средств, где и протекает интересующий нас процесс. 
Однако укажем кратко и на другие причины, влияю-
щие на дрейф характеристики процесса, а также отме-
тим некоторые его проявления при моделировании: 

– наличие неизвестных переменных либо пере-
менных, не поддающихся измерению (естественно, 
что для успешного решения задачи идентификации с 
присутствием неконтролируемых входных перемен-
ных процесса их значения должны меняться медлен-
но; в противном случае, и тем более, когда значения 
таких переменных случайны и приводят к осцилли-
рующему процессу, ожидать хороших моделей не 
приходится); 

– изменение параметров модели объекта во време-
ни (речь в данном случае идет не об изменении пара-
метров модели, как это происходит в ряде рекуррент-
ных алгоритмов идентификации, когда наблюдается 
сходимость параметров некоторым оценкам, а о 
дрейфе параметров, связанных именно с изменчиво-
стью объекта идентификации); 

– изменение структуры объекта во времени (редко 
встречающаяся на практике ситуация, тем не менее, 
интересная с точки зрения теории, побуждающая к 
построению более универсальных, адаптивных алго-
ритмов идентификации). 

Приведем примеры изменения характеристики не-
стационарного процесса. Из соображений простоты 
рассмотрим одномерные статические объекты (рис. 1). 
На рис. 1, а и 1, в представлены истинные характери-
стики стационарного и нестационарного объекта. Ха-
рактеристика последнего изменилась за некоторый 

интервал времени [t1, t2]. Точки выборки, полученные 
с обоих объектов, показаны на рис. 1, б и 1, г. Объемы 
выборки наблюдений одинаковы, на выход объекта 
наложена одинаковая аддитивная центрированная 
помеха.  

На рис. 1 приняты следующие обозначения: u – 
входная переменная процесса; x – выходная перемен-
ная. Приведенная иллюстрация, помимо разъяснения, 
о каких процессах идет речь, подводит к следующей 
задаче: необходимо определить, имеем ли мы дело со 
стационарным процессом и присутствуют ли помехи 
в каналах измерений, или имеющаяся выборка отра-
жает поведение нестационарного процесса, а не про-
сто несет в себе искажения, вносимые помехами из-
мерений. 

Далее рассмотрим непараметрические оценки 
функции регрессии по наблюдениям при неизвестном 
дрейфе изучаемого процесса. 

Непараметрические оценки функции регрес-
сии. Непараметрическая оценка функции регрессии 
по наблюдениям с ошибками {xi, u(1)

i, u(2)
i, …, u(m)

i}, 
1,i s , где  m – размерность вектора входных пере-

менных, имеет вид [1; 2]  
1

1 11 1

( ,..., )

,

s m

j j j jm ms s
i i

i j j
i ij js s

x u u

u u u ux
c c  



     
      

    
  

    (1) 

где финитная колоколообразная функция ( )   удов-
летворяют некоторым условиям сходимости [2]: 

  1lim / ( )i s is
s

u u c u u
c

     , 

  
( )

1 / 1i s
s u

u u c du
c 

   ,                   (2) 

где δ(u–ui) – дельта-функция Дирака. Параметр раз-
мытости cs удовлетворяет следующим условиям схо-
димости [1; 2]:   

0, lim 0, lim m
s s ss s

c c s c
 

     .           (3) 

Асимптотические свойства непараметрической 
оценки (1) достаточно хорошо исследованы, в частно-
сти, сходимость оценки xs доказана в среднеквадра-
тичном и почти наверное [3; 4]. Однако эта непара-
метрическая оценка (1) непригодна для восстановле-
ния регрессионных характеристик нестационарного 
объекта.  
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Рис. 1 
 
Нестационарная непараметрическая оценка 

функции регрессии. Пусть истинная характеристика 
процесса изменяется во времени в пространстве вход-
ных и выходных переменных заранее непредвиден-
ным образом. В этом случае использование всей вы-
борки наблюдений, проводимых в оценке (1), будет 
искажать оценку функции регрессии, и обусловлено 
это будет тем, что наблюдения, ранее полученные на 
объекте, не отражают свойств объекта в настоящий 
момент времени. Естественно считать, что «старая» 
информация в виде элементов выборки {xi, u(1)

i,               
u(2)

i, …, u(m)
i, I = 1, 2,...} должна использоваться с 

меньшим весом. 
Идея непараметрического алгоритма, учитываю-

щего временной дрейф характеристик исследуемого 
процесса, состоит в том, что «старая» информация в 
непараметрической оценке функции регрессии полу-
чает меньший вес [2]. 

Для восстановления функции регрессии в неста-
ционарных условиях x(u, t) предлагается ввести в не-
параметрическую оценку функции регрессии (1) не-
которую функцию «памяти», убывающую с увеличе-
нием аргумента ρ = (s–i), где i – дискретное время 
поступления информации, I = 1, 2, … s; s – текущее 
время [2]. Тогда непараметрическая оценка нестацио-
нарной функции регрессии по наблюдениям (x, u) бу-
дет иметь вид       

 

1 1*
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1 1
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         (4) 

 

где ρ = (s–i) – функция «памяти», удовлетворяющая 
следующим свойствам: 

1) ( ) (0) 1i s s i      ; 

2) , [1, ]i j s  , ( ) ( )i j s i s j      ; 
3) 1 ( ) ( 1) 0i s i s       . 
Приведем варианты вида функции памяти ρ(s – i): 
 

1
1 2 3

1 2

( )( , , ) 0,5 0,5
( )

s is i
s i c

    
           

,      (5) 

1
3

1 2

0,5 0,5
  

  
,                           (6) 

 

где параметр α1   (0, s) определяет положение точки 
перегиба функции; параметр α2  (0, ) определяет 
«крутизну» функции; параметр α3 нормирует функ-
цию «памяти» на единицу. Поведение функции (5) 
(функции «памяти») при различных значениях пара-
метров α1 и α2 приведено на рис. 2. 

Также функция «памяти» может быть кусочно-
постоянной, приводя к скользящему аналогу непара-
метрической оценки (1). 

Введем показатель изменчивости (t1, t2) характе-
ристики исследуемого процесса в следующем виде: 

 

1 2 1 2
( )

( , ) | ( , ) ( , ) |
u

t t x u t x u t du


   .          (7) 

 

Обозначим дискретность измерения переменных 
(x, u) через t. Величина t, естественно, будет зави-
сеть от показателя  изменчивости (t1, t2), где t1 < t2. 
Можно считать, что при медленно меняющейся во 
времени характеристике процесса, т. е. при малых 
значениях (t1, t2), дискретность измерений t «вход-
ных–выходных» переменных процесса (x, u) больше, 
чем в случае больших значений (t1, t2). В последнем 
случае параметр t – дискретность измерения «вход-
ных–выходных» переменных, следует уменьшить. 
Анализ этого вопроса требует дополнительных иссле-
дований имеющейся выборки наблюдений {xi, u(1)

i, 
u(2)

i, …, u(m)
i, I = 1, 2, ...}.  

а 

в 

б 

г 
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Рис. 2 
 
Другой подход к попытке оценить изменчивость 

исследуемого процесса состоит в выявлении подобла-
стей в пространстве входных и выходных перемен-
ных, которые могут отражать нестационарность про-
цесса. Он основан на применении условной диспер-
сии D{x|u} = M{x2|u} – [M{x|u}]2 [5]. Условная дис-
персия выходной переменной может быть оценена 
следующей непараметрической статистикой: 
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Большие значения оценки (8) (к примеру, выше 
некоторого порогового значения) могут сигнализиро-
вать об изменчивости объекта в рассматриваемых 
подобластях пространства наблюдений. 

Нестационарные адаптивные модели и алго-
ритмы. Рассмотрим нестационарные адаптивные мо-
дели. 

Распознавание образов. Оценка (4) с использова-
нием функции «памяти», помимо применения в зада-
че оценки нестационарной функции регрессии, также 
может применяться и к непараметрическим алгорит-
мам классификации, а необходимость в них возника-
ет, когда обучающая выборка накапливалась в тече-
ние некоторого времени, за которое расположение 
классов в признаковом пространстве изменилось, при 
этом классические алгоритмы классификации, не учи-
тывающее изменение классов во времени, естествен-
но, будут давать плохие результаты. 

Рассмотрим случай, когда некоторая ситуация S 
может быть отнесена к одному из двух классов V1 или 
V2 и характеризуется значениями вектора признаков        
 = (1, …, s). Задача классификации сводится к по-
строению решающего правила на основании обучаю-
щей выборки  1( ,..., ),s m sv v v U

  объемом s, где sU


 – 

указание учителя о принадлежности S к классу V1 или 
V2. В этом случае модификация непараметрического 
алгоритма классификации, учитывающая изменчи-
вость классов, имеет вид 
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Управление. Аналогичную предыдущей модифи-
кацию можно предложить и для непараметрического 
алгоритма управления статическим нестационарным 
объектом: 
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            (10) 

 

где x* – требуемое значение выхода объекта. 
Статистическое моделирование нестационар-

ных непараметрических оценок функции регрес-
сии. При исследовании непараметрической оценки 
нестационарной функции регрессии (4), а также при 
сравнении результатов с использованием оценки (1) 
использовался метод статистического моделирования. 
В качестве уравнения, описывающего моделируемый 
объект, было выбрано следующее: 

 

 
 

(1) (2)

(3) (4) (5)

( ) sin cos
250

sin 0,5 ,

i i i

i i i

ix u u u

u u u

   

   
          (11) 

 

где [1, ]i s , s – объем выборки; (1) [0,5]u  , 
(2) [0,5]u  , (3) [0,5]u  , (4) [0,5]u  , (5) [0,3]u  . Значе-

ния входных переменных u генерировались случайно 
в соответствии с равномерным законом распределе-
ния в заданных интервалах. 

Для имитации функционирования объекта в усло-
виях помех различной интенсивности на имитируе-
мый выход объекта (11) накладывается центрирован-
ная аддитивная помеха по следующему правилу: 

*
i i ix x   ,                                (12) 
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где xi – выход объекта с наложенной на него помехой; 
*
ix – выход объекта без помехи; ξ – случайная величи-

на, подчиняющаяся нормальному закону распределе-
ния N(0, σ), а значение среднеквадратичного отклоне-
ния σ определяется в зависимости от заданного уров-
ня помехи e (%) согласно выражению 
 

max( ( | 0), ( | ))
min( ( | 0), ( | ))

6 100 %

x u i x u i s
e

x u i x u i s
   

     


,           (13) 

 

в этом случае интервал 6σ будет соответствовать за-
данному в процентах интервалу от изменения выхода 
объекта. 

Оценка качества моделирования проводилась с 
использованием следующего критерия: 

 

 2

1

1 ( ) ( , )
s

l s l s
l

W x u x u c
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   ,         (14) 

 

где x(ul) – значение выходной переменной в l-й точке 
выборки в момент времени s; xs(ul, cs) – значение вы-
хода модели (1), построенной по имеющейся выборке 
в той же точке. Аналогично будем проводить оценку 
качества моделирования при использовании непара-
метрической модели (4): 
 

 2*
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1' ( ) ( , )
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l s l s
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W x u x u c
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   ,        (15) 

 

где *( , )s l sx u с  – значение выхода оценки (4). 
Оценку ошибок моделирования по нескольким 

экспериментам, проводимым в одних и тех же усло-
виях, будем проводить усреднением по серии экспе-
риментов. 

Результаты исследования качества моделирования 
в зависимости от уровня шума е (%) приведены в 
табл. 1, усреднение проводилось по 50 экспериментам 
при каждом уровне шума, объем выборки s = 3 000. 

Сравнение зависимости среднеквадратичных оце-
нок ошибок моделирования (14) и (15) для стандарт-
ной (1) и модифицированной (4) непараметрических 
оценок функции регрессии от уровня шума e (%) при-
ведено на рис. 3.  

 
 

Рис. 3 
 
Можно сделать вывод, что исследуемый алгоритм 

чувствителен к помехам, а также к точкам выбросов, 
ввиду того, что больший вес придается последним 
наблюдениям, даже если они оказываются ошибоч-
ными. 

Приведем результаты моделирования при увели-
чении объема выборки за счет уменьшения шага дис-
кретизации снятия наблюдений. То есть увеличим 
число наблюдений при условии, что последнее на-
блюдение будет происходить при одинаковых пара-
метрах объекта (табл. 2). Усреднение проводилось по 
50 экспериментам при каждом объеме выборки, на 
выход объекта наложена 5%-я помеха. 

Графически сравнение зависимостей среднеквад-
ратичных ошибок моделирования (14) и (15), указан-
ных в табл. 2, представлено на рис. 4.  

Как видно из рис. 4, при уменьшении шага дискре-
тизации снятия наблюдений по времени (а в данном 
случае именно за счет этого увеличивался объем вы-
борки) заметна некоторая сходимость модифициро-
ванного алгоритма (4). 

Увеличим объем наблюдений, оставив шаг дис-
кретизации снятия наблюдений постоянным, сохра-
нив исходный характер нестационарности (11). Объем 
выборки наблюдений s будет равен 3 000, 5 000,         
7 000, 9 000, 12 000. Результаты приведены в табл. 3.  

Сравнение зависимостей относительных ошибок 
моделирования (14) и (15) для стандартной и моди-
фицированной непараметрических оценок функции 
регрессии по проведенной серии экспериментов пред-
ставлено на рис. 5.  

 
Таблица 1 

Значение усредненных оценок ошибок моделирования 
в зависимости от уровня помех 

 
e, % 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
W 4,08683 4,35962 5,1858 5,97146 6,50943 7,11131 8,16638 9,34669 11,26575 
W’ 1,10454 1,42067 1,91831 2,9245 3,90674 4,93265 6,40269 7,70785 9,69883 
 
 

Таблица 2 
Значение усредненных оценок ошибок моделирования в зависимости от объема выборки 

 
s 3 000 5 000 7 000 9 000 11 000 20 000 
W 4,35962 4,35114 4,28764 4,25306 4,20386 4,18571 
W’ 1,42067 0,71623 0,30293 0,15271 0,14397 0,11291 



Кибернетика, системный анализ, приложения 
 

 186 

Таблица 3 
Значение усредненных оценок ошибок моделирования в зависимости от объема выборки 

 
S 3 000 5 000 7 000 9 000 12 000 

Eотн 4,35962 5,65906 8,00766 11,24024 17,08449 
E*отн 1,42067 1,56532 1,62685 1,7869 2,05778 

 
 

 
 

Рис. 4 
 
 

 
 

Рис. 5 
 

Последний рисунок, отражает наиболее сущест-
венный момент, отмеченный ранее: непараметриче-
ская оценка (1) непригодна для восстановления рег-
рессионных характеристик нестационарного объекта. 

В ходе численных исследований определено, что 
использование предлагаемой непараметрической 
оценки нестационарной функции регрессии дает бо-
лее точные результаты оценивания, чем известная 
непараметрическая оценка, кроме случаев с большим 

значением помехи. Рассматриваемый алгоритм более 
чувствителен к помехам. 

Однако в любом случае адекватность получаемой 
модели зависит от реального объекта, скорости изме-
нения характеристик объекта, частоты дискретизации 
снятия наблюдений, наличия априорной информации 
и качества получаемых данных. 

При исчерпывающей выборке наблюдений позво-
лительно использовать лишь ее часть для получения 
более точных оценок. Предлагаемый вид функции 
«памяти» рекомендуется использовать в тех ситуаци-
ях, когда невозможно определить вес каждого наблю-
дения конкретно. В противном случае, необходимо 
видоизменять функцию «памяти» в соответствии с 
имеющейся информацией. 
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УДК 62-506.1 
 

О. В. Шестернева, Т. В. Мальцева 
 

О ВЫБОРЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ В ЗАДАЧЕ  
НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 
Рассмотрена задача получения передаточной функции объекта управления по математической модели 

замкнутой линейной динамической системы с целью настройки параметров управляющего устройства (регу-
лятора). Структурный синтез модели замкнутого контура осуществляется методами непараметрического 
моделирования. 

 
Ключевые слова: настройка регулятора, структурный синтез,  передаточная функция, оценка Надарая–

Ватсона, коэффициент размытости. 
 
Несмотря на то, что в последнее время все боль-

шее значение приобретают цифровые управляющие 
устройства, до сих пор управление многими техноло-
гическим процессами осуществляется посредством 
или при помощи параметрических аналоговых регу-
ляторов различных типов. Поэтому задача настройки 
параметров таких регуляторов не теряет своей акту-
альности. Ежегодно разрабатываются различные ме-
тодики, рекомендации и инструкции по выбору 
управляющего устройства и настройке его парамет-
ров, которая может быть произведена согласно крите-
риям устойчивости А. Гурвица (1895 г.) и А. В. Ми-
хайлова [1] при наличии явного вида передаточных 
функций объекта и корректирующих звеньев. При 
этом предполагается знание передаточной функции 
объекта управления или, по меньшей мере, возмож-
ность получения его переходной характеристики.                 
В тех случаях, когда структура объекта управления 
неизвестна, настройка параметров производится эм-
пирически, что представляет определенную слож-
ность, требует временных и финансовых затрат, а в 
ряде случаев и вовсе нежелательна. Знание явного 
вида передаточной функции объекта позволяет до-
вольно просто и качественно настраивать параметры 
регулятора не на самой системе управления, а на ее 
модели [2]. 

В данной работе рассматривается метод, позво-
ляющий получить передаточную функцию объекта 
управления в условиях непараметрической неопреде-
ленности при любом задающем воздействии (не тре-
бует возможности снятия переходной характеристи-
ки). Идея метода заключается в построении модели 
объекта путем предварительного определения поряд-
ка дифференциального уравнения замкнутой системы 
методами непараметрического моделирования. 

Постановка задачи. Имеется замкнутая линейная 
динамическая система (ЛДС), корректирующим уст-
ройством которой является параметрический регуля-
тор: пропорциональный (П-типа), пропорционально-
интегральный (ПИ-типа) или пропорционально-
интегро-дифференциальный (ПИД-типа), структура 
которого известна, а значения параметров устанавли-
ваются проектировщиком или иным лицом, контро-
лирующим работоспособность системы. Сведения о 

структуре объекта управления отсутствуют, известны 
только некоторые качественные свойства: стационар-
ный, линейный динамический объект, на вход которо-
го поступает управляющее воздействие, выработан-
ное параметрическим регулятором (уровень непара-
метрической неопределенности). Датчики фиксируют 
значения сигнала * ( )x t  (задающее воздействие),               
поступающего на замкнутую систему (макрообъект), 
и реакцию системы ( )x t  на задающее воздействие 
(рис. 1). Измерения производятся в моменты времени 
( ).t i  В каналах измерения действует центрированная 

помеха с ограниченной дисперсией, сведения о законе 
распределения помех отсутствуют. Данные измерений 

формируют обучающую выборку  
____

* ( ), ( ) , 1, ,x i x i i n  

некоторого объема n.   
Ставится задача получения явного вида переда-

точной функции объекта управления, которая сводит-
ся, в свою очередь, к задаче построения математиче-
ской модели замкнутого контура в случае малой ап-
риорной информации. Существуют различные мето-
ды, решающие эту задачу [3; 4], однако сам процесс 
моделирования зачастую достаточно трудоемкий (в 
основном за счет сложности выбора структуры моде-
ли) и требует больших затрат. Задача моделирования 
усложняется еще и тем, что измерению поддаются 
только задающее воздействие и выходной сигнал 
макрообъекта, и нет возможности измерить  то управ-
ление, которое подается на сам объект. В связи с по-
следним обстоятельством предлагается первоначаль-
но получить параметрическую модель замкнутой сис-
темы, а затем по ней определить передаточную функ-
цию объекта управления.  

Задача построения модели замкнутой системы 
представляет неменьшую сложность. При отсутствии 
каких-либо сведений о структуре объекта управления 
построение параметрической модели весьма пробле-
матично. При включении корректирующего устройст-
ва и замыкании отрицательной обратной связью 
структура исследуемой системы становится сложнее 
структуры объекта управления, что, в свою очередь, 
увеличивает число определяемых параметров, а зна-
чит и сложность параметрического моделирования.  
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Рис. 1. Схема замкнутой динамической системы как макрообъекта 
 

В настоящей работе рассматривается подход, по-
зволяющий избежать сложности подбора динамиче-
ской структуры посредством сочетания непараметри-
ческих и параметрических методов математического 
моделирования [5]. Идея заключается в предвари-
тельном определении порядка дифференциального 
уравнения, описывающего объект, и последующем 
использовании полученной информации в создании 
параметрической модели. Порядок уравнения предла-
гается определять путем построения регрессионной 
непараметрической модели между входными и вы-
ходными сигналами объекта, после чего задача моде-
лирования сводится к определению значений пара-
метров параметрической модели известными метода-
ми, например, методом наименьших квадратов. 

Структурный синтез модели замкнутой ЛДС. 
Первая часть предлагаемого метода основана на оп-
ределении порядка дифференциального уравнения, 
описывающего макрообъект при помощи методов 
непараметрической аппроксимации стохастической 
зависимости входного (в общем случае входных) и 
выходного (выходных) сигналов. По данным обу-

чающей выборки  
____

* ( ), ( ) , 1, ,x i x i i n  строится мно-
гомерная непараметрическая оценка регрессии Нада-
рая–Ватсона [6; 7]: 
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где в качестве аргументов используется как входное 
воздействие на текущем шаге, так и значения входно-
го и выходного сигналов на предыдущих шагах. Та-
кой подход позволяет учитывать динамику объекта, 
так как значения выходного сигнала объекта на не-
скольких шагах, являясь аргументами оценки регрес-
сии (1) на последующих шагах, влияют на оценку вы-
хода.  

Число s предыдущих выходных (r входных) сигна-
лов (которые выступают в оценке (1) в качестве аргу-
ментов), включаемых в модель, является аналогом 
порядка дифференциального уравнения: чем выше 
порядок, тем длиннее период функционирования объ-
екта, влияющий на его последующее поведение, и тем 
больше данных, полученных на предыдущих шагах, 
мы должны учитывать. 

Функция Ф() – ядро (колоколообразная, дельтооб-
разная функция) – удовлетворяет некоторым услови-
ям сходимости [6; 7], влияние же вида ядра на точ-
ность оценивания незначительно. В данной работе 
использовалось параболическое ядро [8]: 
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в формуле (1) – коэффициенты размытости, настройка 
которых производится согласно условию минимума 
среднеквадратичного критерия методом скользящего 
экзамена. Заметим, что с ростом h сглаживающие 
свойства оценки нарастают, по h для каждого конеч-
ного объема выборки существует некоторый оптимум 
(при малых h оценка представляет собой набор непе-
ресекающихся или слабопересекающихся дельтооб-
разных функций и теряет свой смысл, а при больших 
h оценка становится сильно сглаженной и не отражает 
индивидуальных особенностей оцениваемой зависи-
мости) [9].      

Задающее 

воздействие 
Выходной сигнал 

Структура и параметры известны 

ОБЪЕКТ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ 
РЕГУЛЯТОР 

Структура и параметры неизвестны 

МАКРООБЪЕКТ 

Структура и параметры неизвестны 

Отрицательная обратная связь 

*( )x t  

( )u t  

Управление 

( )x t  
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Настройка значений коэффициентов размытости в 
формуле (1) осуществляется одним из методов опти-
мизации путем минимизации среднеквадратичного 
критерия: 

2

1

1 ˆ( ) ( ( ) ( , , ( ), )) min.
n

сi
W с x i x t u x t j с

n 

         (4) 
 

В настоящей работе использовался метод случай-
ного спуска, где в качестве алгоритма поиска локаль-
ного минимума был выбран последовательный сим-
плексный метод [10]. 

Последовательно строятся непараметрические мо-
дели (1), включающие все большее и большее число 
аргументов. Модель, значение критерия (4) для кото-
рой оказывается минимальным, считается наилучшей, 
а число предыдущих измерений выходного s и вход-
ного r сигналов, включенных в эту модель, определя-
ют структуру параметрической модели. Работоспо-
собность описанного алгоритма уже проверялась ра-
нее [5]. В настоящей работе рассмотрим влияние та-
ких факторов, как частота дискретных измерений 
входного и выходного сигналов и величина помехи на 
точность определения порядка.  

Первоначально разберем вопрос о влиянии шага 
дискретизации на процесс моделирования. Рассмот-
рим незашумленную выборку. Объект управления 
описывался дифференциальным уравнением второго 
порядка, в качестве управляющего устройства ис-
пользовался ПИ-регулятор. В этом случае дифферен-
циальное уравнение, описывающее поведение замк-
нутой системы управления, имело третий порядок. 
Графические результаты работы непараметрического 
алгоритма в случае, когда шаг дискретизации 

0,1,t   приведены на рис. 2.  
 

 
 

Рис. 2. Результаты непараметрического моделирования 
 
В случае отсутствия, помехи при включении в мо-

дель двух предыдущих шагов происходит резкое 
улучшение качества модели (назовем этот эффект 
переломным моментом), которое, тем не менее, начи-
нает незначительно ухудшаться с дальнейшим увели-
чением порядка (численные значения критерия (2) 
при разном значении t  представлены в табл. 1).  

Из данных табл. 1 можно увидеть, что в случае 
чрезмерно малого значения t  непараметрический 
алгоритм имеет тенденцию к занижению порядка. 
При увеличении t  до определенного значения сна-
чала наблюдается точность в определении порядка. 

При чрезмерно большом значении t  динамика про-
слеживается хуже, что приводит к снижению точно-
сти оптимизационной процедуры настройки парамет-
ров моделей, а это, в свою очередь, влияет на точ-
ность определения порядка дифференциального урав-
нения. Малая представительность выборки приводит 
к тому, что число измерений становится недостаточ-
ным для оптимальной настройки параметров моделей, 
и переломный момент пропадает. Наблюдается тен-
денция «мнимого» улучшения качества непараметри-
ческих моделей за счет введения дополнительных 
членов, а следовательно, завышение порядка.  

Далее проведем исследование влияния уровня по-
мехи на точность определения порядка. Для чистоты 
эксперимента используем шаг дискретизации 

0,4,t   при котором, как было установлено ранее, 
для рассматриваемой системы порядок определяется 
правильно. По выборочным данным было проведено 
непараметрическое исследование путем построения 
моделей (1), графические результаты которого в слу-
чае 10%-й помехи приведены на рис. 3, а численные 
значения критерия представлены в табл. 2.  

 

Примечание. Помеха накладывалась следующим обра-
зом: измерялся интервал изменения сигнальной части Δ, 
задавался уровень помех ρ (от 0 до 1). С помощью генера-
тора случайных чисел формировался вектор (размерность 
вектора совпадала с объемом выборки) значений равномер-
но распределенной на интервале [–Δρ; Δρ] случайной вели-
чины, который впоследствии складывался с вектором зна-
чений сигнальной части. 
 

 
 

Рис. 3. Результаты непараметрического моделирования 
 
В случае нулевой помехи (см. рис. 2) при включе-

нии в модель двух предыдущих шагов происходит 
резкое улучшение качества модели (назовем этот эф-
фект переломным моментом), минимум же критерия 
достигается при включении в модель трех предыду-
щих шагов. Увеличение помехи приводит сначала к 
тому, что пропадает «очевидность» выбора структу-
ры, а затем к завышению порядка, которое тем боль-
ше, чем выше уровень помехи. Отметим, что при этом 
пропадает переломный момент, наблюдаемый при 
небольших помехах: значение критерия достаточно 
равномерно уменьшается с добавлением в модель все 
большего числа предыдущих шагов. Таким образом, в 
качестве вывода отметим общую тенденцию к завы-
шению порядка при больших помехах.  
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Таблица 1 
Зависимость среднеквадратичной ошибки моделирования от шага дискретизации 

 

Число измерений выхода в модели Шаг дискретизации измерений 0 1 2 3 4 
0,1 0,5560 0,1352 0,0129 0,0158 0,0166 
0,2 0,9889 0,1404 0,0250 0,0171 0,0244 
0,4 1,1575 0,1451 0,0301 0,0174 0,0290 
0,5 1,2870 0,4270 0,2202 0,1975 0,2266 
1 1,0954 0,5676 0,4871 0,4019 0,2506 
2 0,9265 0,8976 0,7481 0,5797 0,3915 

 
Таблица 2 

Зависимость среднеквадратичной ошибки моделирования от уровня помехи 
 

Число измерений выхода в модели Уровень помехи, % 
0 1 2 3 4 

0 1,1575 0,1451 0,0301 0,0174 0,0290 
5 1,1535 0,1283 0,0502 0,0373 0,0438 

10 1,1759 0,1559 0,0651 0,0530 0,0705 
20 1,1690 0,1923 0,0853 0,0573 0,0779 
30 1,2662 0,2120 0,1256 0,1127 0,1142 
40 1,3112 0,2706 0,1983 0,1789 0,1834 
50 1,4257 0,4531 0,3861 0,3724 0,3649 
100 1,5020 0,9355 0,9206 0,8883 0,8461 

 
Рассматриваемый непараметрический алгоритм 

структурного синтеза модели имеет тенденцию к за-
вышению порядка при увеличении помехи и шага 
дискретизации и тенденцию к занижению порядка 
при слишком маленьком шаге дискретизации. Тем не 
менее, следует отметить, что завышение порядка мо-
дели происходит при плохом качестве выборочных 
данных – очень высокий уровень помехи или малая 
представительность выборочных данных, тогда как 
занижение порядка происходит вследствие неверного 
выбора t  даже при качественной выборке (доста-
точный объем, низкий уровень помехи). В ряде случа-
ев неточности определения порядка могут быть уст-
ранены на этапе параметрического синтеза за счет 
исключения из модели тех составляющих, для соот-
ветствующих коэффициентов которых подтверждает-
ся гипотеза равенства нулю (при завышении порядка). 
Однако при заниженном порядке проверка указанной 
гипотезы не приведет к уточнению структуры. В дан-
ной работе нас интересует не столько сама модель, 
сколько то, как ошибки в структурном синтезе модели 
могут повлиять на настройку параметров регулятора, 
а следовательно, на качество управления. 

Получение передаточной функции объекта. Так 
как структура модели определена ранее методами 
непараметрического моделирования, задача сводится 
к нахождению оценок неизвестных параметров моде-
ли макрообъекта. Представим структуру модели в 
виде разностного уравнения [4]. Применяя метод 
наименьших квадратов (в работе рассматривался наи-
более простой случай некоррелированных равноточ-
ных измерений), получим уравнение для вектора оп-
тимальных оценок параметров модели [4]. В качестве 
характеристики точности параметрической модели 
регрессии использовалось так называемое значение R2 
[3]. Проверка значимости коэффициентов осуществ-
лялась на основании t-критерия [3] при уровне значи-

мости 0,05.   Результаты параметрического моде-
лирования представлены на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Результаты параметрической  
идентификации моделей 

 
На основании полученной параметрической моде-

ли замкнутой системы управления при известной мо-
дели управляющего устройства можно получить мо-
дель объекта управления. 

Пример. Получение передаточной функции объек-
та управления по уравнению замкнутого контура. 
Пусть получена модель макрообъекта в следующем 
виде:  

4 3 2
MO MO MO MO
4 3 2 14 3 2

MO MO MO
0 1 0 .

d x d x d x dxa a a a
dtdt dt dt

dua x b b u
dt

       

     
     (3)  

 

Применяя преобразование Лапласа, получим пере-
даточную функцию замкнутой системы 

 

MO MO
1 0

з MO 4 MO 3 MO 2 MO MO
4 3 2 1 0
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b p b

W p
a p a p a p a p a




   
   (4)  
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Разомкнутая система представляет собой последо-
вательное соединение объекта управления и регуля-
тора [11], а следовательно, передаточная функция 
разомкнутой системы имеет вид (в соответствии с 
правилом преобразования цепей) 

 

раз ПИ( ) ( ) ( )ObjW p W p W p  .                    (5) 
 

Используя правило Мейсона для замкнутого кон-
тура с единичной отрицательной обратной связью 
[11] 

з раз раз( ) ( ) 1 ( )W p W p W p                    (6) 
 

и учитывая тот факт, что в качестве управляющего 
устройства используется ПИ-регулятор, передаточная 
функция которого имеет вид [2; 11] 

 

ПИ 1 2( ) ,W p K p K p                      (7) 
получаем  

MO MO
1 0

з MO 4 MO 3 MO 2 MO MO
4 3 2 1 0

1 1 0 2
4 3 2

3 2 1 0 1 1 0 2

( )

,
( )

b p bW p
a p a p a p a p a

b K p b K
a p a p a p a b K p b K


 

   




    

 (8) 

 

где  0 1 2 3 0, , , ,a a a a a b  – коэффициенты объекта 
управления. 

Таким образом, передаточная функция объекта 
управления имеет вид 

 
0

3 2
3 2 1 0

( ) .Obj
b

W p
a p a p a p a


  

              (9) 
 

Зная передаточную функцию объекта управления, 
можно получить значения параметров конкретного 
типа регулятора исходя из требования устойчивости 
замкнутой системы [2; 11]. Таким образом, получение 
адекватной модели объекта как минимум позволяет 
избежать проблем, связанных с «выпадением» систе-
мы управления из области устойчивости, и как мак-
симум обеспечивает возможность выбора таких зна-
чений параметров регулятора, которые бы обеспечи-
вали желаемый результат управления. 

Влияние выбора структуры на настройку регу-
лятора. Возникает закономерный вопрос, как влияют 
установленные ранее тенденции завышения или за-
нижения порядка при непараметрическом структур-
ном синтезе модели замкнутой системы на примени-
мость получаемой при этом модели объекта управле-
ния к настройке параметров регулятора.  

Для того чтобы исследовать это влияние, по по-
строенным ранее параметрическим моделям замкну-
той системы (см. рис. 4) определим передаточные 
функции вида (9) соответствующих моделей объекта 
управления (см. пример) и рассмотрим, как согласу-
ется настройка параметров регулятора на каждой из 
моделей с тем, что мы при этом получим на истинном 
объекте. Следует отметить, что в связи со спецификой 
задачи идентификации параметров дифференциально-
го уравнения, а также с тем фактом, что в каналах 
измерений действует помеха, коэффициенты переда-

точной функции объекта (9) получаются неоднознач-
ными и сильно зависят от параметров модели замкну-
той системы, полученных на этапе параметрического 
синтеза модели. Тем не менее, характер поведения 
выхода моделей в зависимости от структуры можно 
проследить (табл. 3).  

Таким образом, можно сделать вывод о том, что 
использование модели, порядок дифференциального 
уравнения которой превосходит порядок дифферен-
циального уравнения истинного объекта, при на-
стройке параметров регулятора значительно «сужает» 
область устойчивости системы и, следовательно, мо-
жет не привести к получению качественного управле-
ния (в случае, если оптимальные значения параметров 
регулятора для истинной системы не принадлежат 
области устойчивости системы управления моделью). 
В то же время, «занижение» порядка модели может 
привести к тому, что при качественном управлении 
моделью истинная система даже не окажется устой-
чивой. При совпадающей структуре модели и истин-
ного объекта область устойчивости оказывается при-
мерно одинаковой, и результаты настройки парамет-
ров регулятора на такой модели могут привести к 
значительному повышению качества управления ис-
тинным объектом. В связи с вышесказанным следует 
отметить, что при выборе структуры лучше завысить 
порядок модели, чтобы избежать неустойчивости ис-
тинной системы при полученных на модельной сис-
теме параметрах регулятора.  
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Таблица 3 

Настройка параметров регулятора на различных моделях объекта 
 

Порядок модели ниже  
порядка объекта 

Структуры модели  
и объекта совпадают 

Порядок модели выше  
порядка объекта Истинный объект 

Случай 1 

    
При исходных настройках регулятора выход замкнутой системы в случае управления истинным объектом и всеми по-

лученными моделями расходится с задающим воздействием: требуется корректировка параметров регулятора. Система 
при этом устойчива во всех случаях 

Случай 2  

    
Изменение параметров регулятора привело к повышению качества управления при использовании моделей более низ-

кого и совпадающего порядка, однако система управления моделью более высокого порядка, нежели порядок объекта, 
оказалась неустойчивой. Управление истинным объектом при этом улучшилось. Там не менее, все еще наблюдается рас-
хождение выхода системы с задающим воздействием при управлении как моделями с более низким и совпадающим по-
рядком, так и истинным объектом 

Случай 3 

    
Оптимальные параметры регулятора для системы управления моделью совпадающего порядка привели к улучшению 

качества управления моделью более низкого порядка, а также истинным объектом. Система управления моделью более 
высокого порядка неустойчива 

Случай 4 

    
Оптимальные параметры регулятора для системы управления моделью более низкого, чем порядок объекта, порядка 

приводят к тому, что система управления моделью совпадающего порядка перестает быть устойчивой. Истинная система 
также становится неустойчивой 

 
Примечание. На всех графиках, приведенных в таблице, сравнивается выход замкнутой системы с задающим воздейст-

вием; по оси абсцисс – время, по оси ординат – выход системы 
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ABOUT CHOICE OF PARAMETRIC MODEL IN NONPARAMETRIC IDENTIFICATION TASK  
 

In the paper the authors consider a task of creation of a control object transfer function in accordance with a 
mathematical model of closed linear dynamic system for a regulator parameters tuning. Structure synthesis of a closed 
loop model is carried out with nonparametric modeling methods. 
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ОЦЕНКА ОПТИМАЛЬНОГО БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕМЕНТОВ УПРАВЛЕНИЯ  
СЛОЖНЫМИ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ  

 
Исследуется зависимость производительности многопроцессорных вычислительных комплексов от быст-

родействия процессоров, разработан алгоритм оценки эффективного быстродействия процессоров. 
 
Ключевые слова: многопроцессорные системы, оптимизация, генетический алгоритм, нейросеть. 

 
Аппаратная реализация функций упрощает про-

цесс программирования, дает возможность более эф-
фективно распараллеливать сложные алгоритмы, реа-
лизуемые на многопроцессорных вычислительных 
комплексах (МВК), обеспечивает более естественное 
распределение частей алгоритмов между параллельно 
работающими процессорами [1]. Следовательно, для 
повышения производительности МВК необходимо 
включать в их структуру спецпроцессоры, ориентиро-
ванные на реализацию одной или нескольких незави-
симых функций. При этом снижается интенсивность 
обращения процессоров к шине и, следовательно, 
средняя длина очереди, значения которых зависят от 
быстродействия процессоров. 

К аппаратным методам вычисления элементарных 
функций предъявляются следующие требования: 

– получение заданной точности вычисления функ-
ций на всем диапазоне изменения аргумента; 

– обеспечение высокой скорости вычисления зна-
чения функций; 

– использование малого объема дополнительного 
оборудования, необходимого для реализации метода 
(объема памяти для хранения программ, микропро-
грамм, констант и пр.);  

– метод должен быть универсальным (примени-
мость для вычисления заданного набора функций, 
независимость функциональной схемы от изменения 
требований точности); 

– должна учитываться структурная реализация 
АЛУ (использование принципа микропрограммиро-
вания, БИС-технологии и т. п.). 

При определении эффективного быстродействия 
спецпроцессоров учитываются следующие условия 
функционирования МВК: 

– при увеличении быстродействия процессора он 
чаще обращается к шине, что увеличивает среднюю 
длину очереди, а следовательно, и время ожидания в 
очереди другими процессорами, что приводит к 
уменьшению производительности МВК; 

– при уменьшении быстродействия процессора 
средняя длина очереди уменьшается, но увеличивает-
ся и время решения задачи, что также приводит к 
уменьшению производительности МВК. 

В [2] показано, что производительность МВК за-
висит от количества спецпроцессоров и их быстро-
действия нелинейно. Это означает, что с ростом бы-
стродействия процессоров производительность МВК 
сначала повышается, а затем перестает расти из-за 
конфликтов при обращении к памяти. Поэтому при 
проектировании оптимальных МВК нельзя ориенти-
роваться на максимальное быстродействие спецпро-
цессоров, а надо выбирать его так, чтобы обеспечить 
максимальную производительность всего МВК в це-
лом. Для формальной постановки задачи это означает, 
что величины относительных времен выполнения 
операций процессорами i-го типа (T0i) не могут быть 
постоянными, а должны также быть включены в чис-
ло переменных оптимизации. Более того, они стано-
вятся «главными» переменными, определяющими 
параметры системы (νi, μi), т. е. эти параметры стано-
вятся функциями от T0i – νi(T0i), μi(T0i). Это приводит     
к значительному усложнению оптимизационной зада-
чи, превращая ее в двухуровневую иерархическую 
задачу:  
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где П* и С* – решение задачи выбора оптимальной 
структуры МВК при 

 

νi = νi(T01,…, T0i, …, T0N),  μi = μi(T01,…, T0i, …,T0N). 
 

Переменные задачи верхнего уровня иерархии мо-
гут быть непрерывными (задача оптимального проек-
тирования структуры) или дискретными (задача вы-
бора эффективного варианта структуры). 

Однако, как уже было замечено выше, зависимо-
сти параметров потоков νi и μi от величин T0i носят 
довольно сложный характер. В результате этого, с 
увеличением числа компонентов системы зависимо-
сти будут все усложняться, задача станет громоздкой 
и может перестать быть решаемой. Чтобы свести за-
дачу к допустимому уровню сложности, был предло-
жен следующий подход: предположить параметры T0i 
известными и зафиксированными. Разумнее всего 
было бы взять эти параметры из реальной, уже рабо-
тающей системы, решить для этих T0i задачу выбора 
оптимальной структуры МВК, а уже затем для вы-
бранной структуры подобрать T0i. Таким образом, 
задача разбивается на две. Первая – это задача выбора 
оптимальной структуры МВК при фиксированных T0i: 

 

(Пв(mi, nj), Cв(mi, nj))  extr, 
mi

- mi   mi
+,  i = 1, …, N, 

nj
-  nj  nj

+,   j = 1, …, n, 
 

а вторая – это задача выбора оптимальной структуры 
МВК при выбранных параметрах mi, nj, n и N. 
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Кажущееся громоздким такое разделение способ-
но, тем не менее, помочь справиться с комбинатор-
ным взрывом, возникшим при введении нового уров-
ня оптимизации.  

Однако данный подход имеет несколько сущест-
венных недостатков. Оба этапа предложенного под-
хода сами по себе являются сложными задачами оп-
тимизации. Кроме того, нет никакой гарантии, что 
полученная на первом этапе работы оптимальная 
структура МВК при фиксированных параметрах бы-
стродействия процессоров и шин будет оптимальна и 
после настройки параметров быстродействия. 

Таким образом, более перспективным представля-
ется подход, при котором происходит одновременный 
выбор и оптимальной структуры МВК, и оптимально-
го быстродействия процессоров и шин. Реализация 
такого подхода возможна только при наличии такой 
процедуры, которая способна одновременно учиты-
вать все аспекты нашей оптимизационной задачи, а 
именно: переменные задачи выражены в различных 
шкалах измерения (целочисленные и вещественные 
переменные), оптимизация производится по несколь-
ким экстремальным критериям одновременно, апри-
орные сведения о свойствах целевых функционалов 
отсутствуют (оптимизация производится только по 
измерениям функционалов в фиксированных точках). 
Метод оптимизации должен учитывать условия, на-
кладываемые на критерии. Это означает, что при вы-
боре эффективной конфигурации МВК возникает не-

обходимость решения задачи многокритериальной 
условной оптимизации с алгоритмически заданными 
функциями разношкальных переменных высокой 
размерности. 

В качестве приемлемого средства решения такой 
задачи может выступать генетический алгоритм [3]. 

Проверка работоспособности системы поддержки 
принятия решений (СППР) проводилась на задачах 
выбора эффективного быстродействия процессоров 
МВК ПС-2000 и «Эльбрус-2». 

Телеметрический вычислительный комплекс цен-
тра управления космическими полетами (ЦУП) ис-
пользовал с 1986 г. и вплоть до 1997 г. систему пред-
варительной обработки телеметрической информации 
на базе ПС-2000, связанную в единый комплекс с 
центральной системой обработки на базе многопро-
цессорного вычислительного комплекса «Эльбрус-2». 
Высокий параллелизм обработки информации в ПС-
2000 позволил реализовать новые алгоритмы обра-
ботки телеметрической информации. ПС-2000 можно 
представить как МВК со следующими характеристи-
ками: количество шин n от 1 до 4, количество одно-
типных процессоров 8, 16, 32 или 64, их быстродейст-
вие T0i = 0,32 мкс, скорость обработки запроса в памя-
ти τi = 0,96 мкс. Однако технически мы можем увели-
чивать время выполнения операций процессорами, 
тем самым незначительно снижать общее быстродей-
ствие системы, но если при этом мы сможем разре-
шить конфликты, возникающие при одновременном 
обращении процессоров к памяти, то сумеем избежать 
простоя запросов в очередях и увеличить относитель-
ную производительность системы. Подбирая быстро-
действие сразу для всех процессоров, мы имеем до             
8 типов процессоров, отличающихся быстродействи-
ем. Количество процессоров каждого типа будет не-
изменным и равняется 8. 

В случае, когда известно количество типов про-
цессоров, количество процессоров каждого типа и 
количество шин, отпадает необходимость выбора оп-
тимальной структуры МВК. Решая данную задачу, 
достаточно определить оптимальное быстродействие 
для всех типов процессоров. Это позволит значитель-
но сократить поисковое пространство. Решение в ге-
нетическом алгоритме содержало информацию лишь 
о быстродействии процессоров. Решение кодирова-
лось в виде бинарной хромосомы фиксированной 
длины 40 бит. Даже при небольшом количестве цик-
лов работы генетического алгоритма удалось полу-
чить такой вариант набора параметров для МВК, ко-
торый превосходил изначальный, предложенный раз-
работчиками ПС-2000, по относительной производи-
тельности более чем в 2 раза и не уступал при этом по 
показателю стоимости. 

В таблице представлены быстродействия процес-
соров всех типов, а также рассчитанная стоимость и 
производительность. В первой строке находятся дан-
ные по модели МВК ПС-2000. Во второй и третьей 
строке представлены данные по двум моделям МВК, 
предложенным СППР в качестве наиболее предпоч-
тительных решений. 
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Для проверки работоспособности СППР решалась 
также и задача выбора оптимального быстродействия 
спецпроцессоров для различных вариантов структуры 
МВК «Эльбрус-2». Как и в случае выбора оптималь-
ного быстродействия спецпроцессоров, для много-
процессорной системы ПС-2000 было известно коли-
чество типов процессоров, количество процессоров 
каждого типа и количество шин. То есть, решая дан-
ную задачу, СППР достаточно определить оптималь-
ное быстродействие для каждого типа процессоров. 
Решение кодировалось в виде бинарной хромосомы 
фиксированной длины 15 бит. Модифицированный 
генетический алгоритм работал с оптимальным набо-
ром параметров, найденных ранее.  

Результаты расчетов оптимального быстродейст-
вия для МВК «Эльбрус-2» различных конфигураций 
представлены на рисунке. Для всех вариантов МВК 
быстродействие шин 1,2 мкс и три типа процессоров. 
Для реальной МВК «Эльбрус-2» быстродействие про-
цессоров различных типов равно, соответственно, 
0,66, 8 и 57 мкс. На рисунке приведены параметры, 
однозначно определяющие структуру МВК: количе-

ство шин и количество процессоров каждого типа. 
Также представлены значения производительности и 
стоимости как для вариантов МВК с реальными зна-
чениями быстродействия спецпроцессоров, так и для 
лучших вариантов МВК, полученных в результате 
настройки быстродействия спецпроцессоров. В по-
следнем столбце указаны оптимальные значения бы-
стродействия спецпроцессоров для МВК с соответст-
вующими структурами.  

Обучив искусственную нейронную сеть [4] приме-
рам оптимального быстродействия многопроцессор-
ных систем различных конфигураций, подавая на вход 
нейросети характеристики архитектуры МВК, на вы-
ход – стоимость и производительность МВК, получаем 
модель, позволяющую с требуемой точностью опре-
делить быстродействие многопроцессорных вычисли-
тельных комплексов для выбранной архитектуры. 
После проведения этапов по упрощению обученной 
нейронной сети получаем возможность извлечь пра-
вила функционирования нейросети, которые в даль-
нейшем используются экспертами для оценки опти-
мального быстродействия элементов МВК. 

 
 

Данные по ПС-2000 и решениям, полученным СППР 
 

Стоимость Производительность T01 T02 T03 T04 T05 T06 T07 T08 
12,2358 1,64394 0,32 0,32 0,32 0,32 0,32 0,32 0,32 0,32 
15,045 4,69568 5,86 2,91 9,33 1,63 0,64 0,45 9,33 5,21 
11,1412 3,65461 1,15 0,51 8,309 2,31 1,29 0,72 2,31 1,15 
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Данные по МВК «Эльбрус-2» и решениям, полученным СППР   
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Таким образом, показано, что реализация разрабо-
танных алгоритмов и методов в виде единой про-
граммной системы позволяет генерировать многопро-
цессорные системы оптимальной структуры и с эф-
фективным быстродействием специализированных 
процессоров. Апробация созданной системы под-
держки принятия решений проводилась на моделях 
реальных, хорошо зарекомендовавших себя много-
процессорных систем.  

Было показано, что использование СППР для вы-
бора эффективного быстродействия процессоров мно-
гопроцессорной вычислительной системы позволяет 
не только значительно облегчить и ускорить процесс 
разработки МВК, а значит сократить затраты на него, 
но и получить такие варианты многопроцессорных 
вычислительных комплексов, которые по некоторым 

параметрам превосходят МВК, разрабатываемые экс-
пертами. 
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ЧТО ДЕЛАТЬ? КТО ВИНОВАТ? 
ДИСКУССИЯ ОБ ОБРАЗОВАНИИ 

 
Лучший пророк для будущего – прошлое. 

Д. Н. Байрон 
 

Важнейшая задача цивилизации –  
научить человека мыслить.  

Т. А. Эдисон 

 
 

Успешно готовить творчески активных иссле-
дователей в науке и технике могут лишь те учёные, 
которые сами непосредственно занимаются – и не 
только занимаются, но и увлекаются исследова-
тельской работой. Никакой пересказ учебников и 
даже новейших статей из научных журналов 
людьми, которые сами не ведут научно-
исследовательской работы, не решит задачи: ведь 
«ум юноши – не сосуд, который надо наполнить, а 
факел, который надо зажечь».  

И. Е. Тамм 
 
А. В. Медведев (профессор, СибГАУ, Красноярск). 

Сейчас образовательному процессу уделяется боль-
шое внимание. Вы посмотрите, сколько конференций 
посвящено тому, как надо учить. Тем не менее обра-
зовательный уровень студентов сегодня значительно 
ниже, чем 20 лет тому назад. Многочисленные публи-
кации посвящены тому, как учить, используя совре-
менные информационные технологии. Я не помню, 
чтобы в давние времена было такое количество кон-
ференций по этому поводу.  

Я бы хотел обратить ваше внимание на то, что об-
разование в СССР было на достаточно высоком уров-
не. Те изменения, которые начались в новое время в 
России, в конечном счете привели к ухудшению обра-
зовательного процесса, несмотря на стремление к 
лучшему. Вряд ли можно считать, что изменения, ко-
торые происходили в науке и образовании в России, 
были так уж необходимы. Конечно, следовало бы 
учитывать те новые веяния, которые появились в свя-
зи с вхождением России в международное образова-
тельное пространство (я имею в виду Болонский про-
цесс). Мне представляется, что более целесообразным 
было бы «надеть фрак международного покроя на те-
ло российского образования».  

Несколько слов хочу сказать по поводу оценки ка-
чества научного сотрудника, поскольку современный 
образовательный процесс тесно связан с проведением 
научных исследований во время обучения. Хочу на-
помнить одну ситуацию, которая была описана в кни-
ге Г. И. Марчука*. Цитирую: «Оценка труда учёного – 
дело непростое. Однажды я дал поручение заве-
дующим отделами – проанализировать работу сво-
их сотрудников. В отделе члена-корреспондента  
М. М. Лаврентьева одного из сотрудников хотели бы-
ло признать профессионально непригодным: за три 
года работы в Вычислительном центре он не опубли-
ковал ни одной статьи и не сделал ни одного доклада! 
Узнав об этом, „обвиняемый“ очень разволновался и 
наутро принёс М. М. Лаврентьеву свою теоретиче-
скую работу, просмотрев которую, коллеги установи-
ли, что автор получил результат мирового класса. Все 
удивлялись: почему не показал, не рассказал никому? 
На что автор скромно ответил: „Боялся, что не пове-

рят. А уж раз собрались увольнять, терять было нече-
го…“ Довольно скоро он блестяще защитил диссерта-
цию.  

Этот пример свидетельствует, что формальный 
метод оценки труда в науке непригоден, он может 
привести к серьёзным ошибкам. Число публикаций – 
показатель не слишком объективный: один человек 
может опубликовать десяток статей, в которых нет 
ничего существенного, а другой напишет за три года 
одну работу, но она станет заметным вкладом в науку. 

Из этого следует, что при организации соревнова-
ния в науке необходимо учитывать специфику глубо-
кого научного поиска. Всякое крупное научное иссле-
дование – длительный процесс. Только через не-
сколько лет, после выхода публикаций, получения ав-
торских свидетельств или патентов, после признания 
результатов научной общественностью можно оце-
нить, насколько крупный вклад в науку или новую 
технику представляет та или иная работа, каково её 
место среди всесоюзных и мировых научных и техни-
ческих достижений. Поэтому представляется, что 
правильно было бы сравнение (оценку) фундамен-
тальных результатов, полученных исследовательски-
ми институтами, академическими и ведомственными, 
и конструкторскими бюро, проводить с периодично-
стью раз в пять лет…» [1].  

В этой связи хотелось бы упомянуть о следующем. 
Недавно, читая некоторые заметки о науке, я обратил 
внимание на то, что у А. Н. Колмогорова было всего 
порядка 150 публикаций, причем треть из них – за-
метки в БСЭ, а у П. Л. Капицы за его долгую творче-
скую жизнь – менее ста публикаций. 

Что же происходит в настоящее время? Приведу 
высказывание профессора А. Клёмина, опубликован-
ное в газете «Поиск» (№ 22, 2010 г.): «Вспоминаются 
слова молодого казанского преподавателя, только что 
защитившего кандидатскую: „Мне всё равно, что чи-
тать, лишь бы выйти на заработок в 1 000 долларов“. 
И правда – многим всё равно, что читать. За кафедра-
ми – поколение безликих, всеядных и всечитающих 
лекторов. В погоне за своей тысячей таким не только 
научные статьи писать – размышлять некогда.  

 

 
 
*Г. И. Марчук – академик АН СССР, лауреат Ленинской и Государственных премий, президент АН СССР.   
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Посмотрим на сборники статей. Да, они дают воз-
можность авторам получить нужное количество пуб-
ликаций. Содержание же… Это статьи-однодневки, 
публикации ради публикаций. Преподаватели вынуж-
дены приспосабливаться к системе, которая, к сожа-
лению, к лучшему не меняется. Приличная научная 
статья с гипотезой, доказательствами, эмпирикой, 
обобщениями не менее двадцати страниц. Но стоит ли 
утруждать себя большим объёмом? Ведь в „послуж-
ном списке“ учёного качество публикаций никак не 
учитывается. Всякое считается за одно – „штуку“. 
Написал 47 страниц или две – в любом случае засчи-
тается как одна статья. Монография в 600 страниц 
или в 48 – всё одна монография. И пустое словоблу-
дие, и гениальная статья – счёт тот же: одна публика-
ция. В итоге в России выходят тысячи „научных“ ста-
тей и книг, не вызвавших ни отклика, ни пользы».  

Вышесказанное имеет далеко идущие последст-
вия. В самом деле, преподавателю университета, да и 
просто научному сотруднику не выгодно браться за 
серьёзные задачи. Очевидно, что это потребует значи-
тельных усилий, времени. А как же тогда с рейтин-
гом? Ведь показатели, требуемые сегодня, могут ока-
заться более чем скромными. Отсюда естественный 
вывод – берись за наиболее простые задачи, опубли-
ковывай полученные результаты, пиши методические 
пособия и с рейтингом будет всё в порядке. Пока я за-
кончу. Кто хочет высказаться?  

Ф. П. Тарасенко (профессор, ТГУ, Томск). В своём 
докладе я уже говорил, что человек как субъект пред-
ставляет из себя то, что он знает, какие модели у него 
есть. И образование – это как раз процесс создания 
мира моделей данного субъекта. Я уже говорил, что 
мой любимый автор – Рассел Акофф. Я недавно пере-
вел его очередную книжку, которая при переводе на 
русский была названа «Преобразование образования». 
Её английское название очень длинное, и мы догово-
рились с Расселом, что по-русски надо сказать поко-
роче. По-английски название этой книги звучит так: 
«Перевернуть образование с головы на ноги. Вернуть 
обучение на правильный путь» – вот такое название 
книги. Её основная идея состоит в том, что система 
образования, которая на самом деле сложилась до сих 
пор не только у нас – в мире, исходила из той самой 
механистической парадигмы, с которой мы занима-
лись вообще всеми вопросами управления социаль-
ными системами. Мы готовили людей в системе обра-
зования для того, чтобы они исправно, хорошо испол-
няли ту функциональную роль, которая им отводится 
в этой механистической системе. Готовили людей 
быть полезными членами общества, и всё. А теперь, 
если мы начали понимать, что человек – это не вин-
тик в системе, а сам тоже целеполагающая система, у 
которой свои собственные интересы, собственные 
возможности, что все разные от рождения, – то и об-
разование должно измениться. Главной целью обра-
зования должно стать раскрытие тех способностей, 
таланта, того индивидуального потенциала, который 
уникален у каждого человека. В этой книжке изложе-
ны не только идеи, там предлагаются методы реали-

зации этих идей. В США уже несколько десятилетий 
работают средние школы, на практике реализующие 
идею индивидуализации обучения. Сам Р. Акофф в 
университете штата Пенсильвания даже программу 
магистерскую сделал такую, которая не предусматри-
вала ни вступительных экзаменов, ни жёстких учеб-
ных программ (магистранты сами формируют свою 
программу обучения). Важно лишь, чтобы человек 
хотел учиться тому, что способствует его развитию, 
изучал только то, что человек хочет изучать. Ну, а 
главные идеи, которые там излагаются, можно сфор-
мулировать так: в образовательном процессе самая 
главная роль принадлежит не учителю, а учащемуся. 
Учитель только призван создавать условия, помогать 
раскрытию потенциала данного субъекта: у каждого 
свои способности, свои возможности, свои модели, 
свои наклонности. Один хочет свои художественные 
способности проявлять, другой – изобретательские, 
третий, допустим, писательские, на что человек, как 
говорится, от природы настроен, потому что у него, 
когда он родился, уже заложен весь потенциал. Обра-
зование должно быть направлено на то, чтобы этот 
потенциал реализовать. Как это сделать? Там тоже 
эти вопросы обсуждаются. Главная идея, например, 
заключается в следующем: человека можно чему-
нибудь научить только в том случае, если он хочет 
этому научиться. А если он не хочет, ты хоть что тут 
делай, хоть какие методики, хоть кого приводи, самых 
умных, приноси всякие материалы, если он не хочет 
этому научиться, бесполезно все это.  

А. В. Медведев. Совершенно с вами согласен. Мы 
как-то стремительно перешли в новое время. Другой 
стала страна. Утрачен престиж науки, образования, а 
значит, и тех, кто работал в этой области. Мы столк-
нулись с тем, что стали не очень-то востребованными 
в новых условиях. 

Ф. П. Тарасенко. Многие особенности нашей сис-
темы образования, особенно недостатки, мы просто 
не замечаем. Но человеку со стороны они бросаются в 
глаза. На факультете, которым я руковожу, ежегодно 
преподают профессора зарубежных вузов. Каждый 
раз при расставании я задаю им вопрос: в чём разница 
между нашей и их образовательной системами? Пора-
зительно, но все как один говорят об одном и том же. 
Всё сводится к четырём недоумённым вопросам ко 
мне. Первый: «Студенты сидят в аудитории по 36 ча-
сов в неделю! А когда же они учатся?» У них (в зару-
бежных университетах) в неделю бывает 12–14 ауди-
торных занятий. Остальное время они самостоятельно 
изучают рекомендованные источники, выполняют са-
мостоятельные работы. Второй: «А почему они на эк-
замене списывают? Ведь это обман и некачественное 
овладение знаниями!» За списывание на экзамене 
следует отчисление из университета без права восста-
новления. Третий: «А почему вы позволяете пересда-
вать экзамен? Ведь то, что следовало упорно изучать 
целый семестр, невозможно освоить за несколько 
дней!» Это к вопросу нашего отношения к качеству 
подготовки специалистов. Четвёртый: «А почему они 
пропускают занятия, даже если оплачивают обуче-
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ние? Ведь это всё равно как прийти в магазин, запла-
тить за товар, и не забрать его!».  

Вот поэтому и идея состоит в том, чтобы все обра-
зование было построено на желании чему-то учиться, 
основанном на раскрытии своего потенциала. Там 
расписывается, в том числе и то, как оценивать усвое-
ние знаний, и так далее. Короче говоря, обсуждая 
проблемы современной постановки образования, надо 
мировой опыт решения этих проблем изучать и пере-
нимать. 

А. В. Медведев. Безусловно это следует делать, но 
стоит ли копировать? Я напомню одно из высказыва-
ний Б. Трентовского, приведенного в книге Ф. П. Та-
расенко: «При одной и той же политической идеоло-
гии кибернет (руководитель) должен управлять раз-
лично в Австрии, России или Пруссии. Точно так же в 
одной стране он должен управлять завтра иначе, чем 
сегодня». Здесь речь идет об управлении государст-
вом, но в равной степени это применимо и для управ-
ления в стране образовательным процессом, равно как 
и другими областями деятельности. 

Ф. П. Тарасенко. Ну, а что касается рейтинга на-
учно-педагогических работников, Александр Василь-
евич предлагал, чтобы я вам про рейтинг рассказал. 
Наверное, это потому, что я в свое время проблемой 
упорядочивания в многомерных пространствах спе-
циально занимался. Мы рассматриваем рейтинг 
именно как процедуру упорядочивания в многомер-
ном пространстве, и это процедура принципиально не 
однозначная. Решающую роль играет выбор упорядо-
чивающей функции. Поэтому надо искать не единст-
венное наилучшее решение, надо просто находить па-
ретовское множество в этом многомерном простран-
стве… 

В. А. Филимонов (профессор, Омский филиал Ин-
ститута математики СО РАН, Омск). Я задаю во-
прос и задам его каждому, кто возьмет микрофон. Что 
из того, что вы говорите, вы будете делать в ближай-
шем году? 

А. В. Медведев. Мы не просто говорим, мы это де-
лали и делаем сегодня. Главное состоит в том, что 
уже с третьего курса бакалавриата студент начинает 
вести исследовательскую работу с избранным им на-
учным руководителем. В последующем она переходит 
в выпускную работу и завершается защитой маги-
стерской диссертации. Ясно, что за этот период появ-
ляются соответствующие научные публикации, док-
лады на конференциях, гранты и т. д.  

Ф. П. Тарасенко. Дело в том, что с нами уже про-
исходит реформа образования, переходы на много-
ступенчатое образование, включая аспирантуру и 
докторантуру, послевузовское и непрерывное образо-
вание, дистанционное образование, кое-где уже нача-
лось включение средних специальных учебных заве-
дений в состав профильных вузов. Но следует при-
знать, что всё это ещё не решает проблем индивидуа-
лизации обучения. 

А. В. Медведев. Кстати, о вопросах обучения в ас-
пирантуре и докторантуре. Приведу некоторые вы-
держки из статьи профессора Г. Ибрагимова «Требу-
ются неудобные», опубликованной в газете «Поиск» 
(№ 44, 2010 г.). «Сложившаяся сегодня практика та-

кова, что нередко членами диссертационных сове-
тов… оказываются доктора наук, не имеющие в своём 
активе уже защитившихся под их руководством кан-
дидатов наук. Среди них, к сожалению, попадаются 
люди случайные, кое-как написавшие и кое-как защи-
тившие свои собственные диссертации и, как правило, 
неизвестные в научном мире, поскольку у них нет 
сколько-нибудь заметных работ... Такие доктора наук, 
становясь членами совета, начинают воспроизводить 
себе подобных. Отсюда низкий уровень экспертизы 
диссертаций. <…> Ещё одна проблема, связанная с 
формированием состава советов. Практически в каж-
дом диссертационным совете есть члены, „неудоб-
ные“ для руководства и некоторых членов совета. 
„Неудобство“ их проявляется в том, что они задают 
слишком много вопросов, они критически выступают, 
строго следят за соблюдением процедуры защиты и т. п. 
Казалось бы, такое поведение находится в полном со-
ответствии с требованиями „Положения…“, и таких 
членов совета надо только поддержать. Однако на 
практике зачастую председатели советов стараются от 
них избавиться, и это им легко удаётся».  

Н. Г. Загоруйко (профессор, ИМ СО РАН, Новоси-
бирск). Ну, я не считаю себя специалистом в образо-
вании. Просто попытаюсь сказать, что, мне кажется, 
можно было сделать и что я сам собираюсь сделать. 
Уже было сказано, что сейчас, кого ни спроси, гово-
рят, что уровень подготовки специалистов стал хуже. 
В вузах приходится восполнять некачественное 
школьное образование. Но даже при написании ди-
пломного проекта прямо в самом тексте столько оши-
бок! Не знают русского языка. Вот приходится им за-
пятые расставлять, и так далее. «Нынче молодежь со-
всем другая: старших не уважают, учиться не хотят», – 
так писал Платон за 4 века до нашей эры. Так что 
оценки, что сейчас плохо, могут быть обусловлены 
различными жизненными взглядами, опытом и так 
далее. Ну, а так, в общем, какой я вижу недостаток – 
студенты сейчас могут черпать знания из Интернета, 
могут на машине считать сложные вещи, даже не по-
нимая, что они при этом делают. И вот это плохо. 
Мой знакомый, уехавший во Францию, рассказывал, 
как его студентка, получив задание посчитать диа-
метр земного шара по исходным данным, пришла и со 
светлыми глазами сказала, что у нее получилось 6,3 км. 
И она даже не задумалась. А у меня в опыте было, что 
одна моя студентка пришла и сказала, что у нее полу-
чилась надежность распознавания 130 %. Значит, 
иногда студенты не очень вникают в суть того, что 
они делают. Вот когда сам процесс обучения был 
ближе к ручному, не компьютеризованному труду, то 
студент, пользуясь микроощущениями, когда он это 
все дело считал, он задумывался и уделял больше 
времени этой задаче. Мне кажется, понимали суть за-
дач лучше. Может, это просто частное наблюдение. 
Вот, что мне кажется, куда надо двигать образование 
в нашей области, скажем, в области информатики – 
активизировать студента в процессе передачи знаний, 
сделать учебный процесс активным, а это делается, 
например, с помощью каких-либо обучающих игро-
вых систем, игровых программ. Ну, например, мне 
понравилось, что даже для школьников есть програм-
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ма «История Англии». Показана такая деловая игра: 
ты Карл Великий, ты решаешь, как расставить войска. 
Вот он расставлял их так, и дальше события происхо-
дили вот так-то. Вот тут уже приходится не только 
выучить и узнать из истории какие-то факты, но и 
просто модель события воспроизвести. А вот в нашей 
области я читаю курс, который называется в разные 
годы по-разному, но, все равно, «Интеллектуальный 
анализ данных». Значительная часть курса посвящена 
алгоритмам, а каждый алгоритм можно себе предста-
вить вполне в доступной визуальной форме и с воз-
можностью участия студентов в формулировке гипо-
тез и данных исходных, и отслеживать: как идет про-
цесс, что у него там делается. Мне кажется, это очень 
сильно может ускорить изучение и позволит лучше 
понимать. Сам я собираюсь сделать такой курс и сде-
лать его доступным через Интернет. Идея дистанци-
онного образования представляется мне очень инте-
ресной, вот я и хочу в этом направлении поработать.  

Если же говорить о рейтинге… (Его прерывает          
А. В. Медведев). 

А. В. Медведев. Я бы хотел заметить, что рейтинг 
(оценка, порядок, классификация, субъективная оцен-
ка какого-либо плохо измеримого явления по задан-
ной шкале) – «функция» не убывающая, а то, что се-
годня принято называть рейтингом – это, скорее, по-
казатели работы текущего года.  

Ф. П. Тарасенко. У меня создалось впечатление, 
что наш спор вызван типичной причиной всех споров 
и разногласий – различным пониманием одних и тех 
же слов. По-моему, те из нас, кто считают, что упоря-
дочивать можно (и нужно!) без критериев, понимают 
под критериями некоторые измеримые, количествен-
ные характеристики оцениваемого объекта. И тогда 
они правы в том, что во многих случаях важные каче-
ства объекта просто невозможно оценить количест-
венно. Гениальность Пушкина или Эйнштейна, на-
пример. Со своей стороны, я, отстаивая точку зрения, 
что упорядочивание без критериев невозможно, имел 
в виду, что критерии есть способ оценивания, и могут 
быть не только числовыми, но и качественными 
(представимыми в слабых измерительных шкалах), и 
(о, ужас!) неосознаваемыми, интуитивными, эмоцио-
нальными (в последнее время всё больше говорят о 
роли неявных знаний в поведении человека). Если с 
этим пониманием термина «критерий» согласиться, то 
наш спор затихнет. Остаётся только вопрос о разли-
чиях использования упорядочивания в целях познава-
тельных, проектных и управленческих, но это уже со-
всем другая тема. 

Н. Г. Загоруйко. Я по поводу рейтинга, Феликс 
Петрович. Задача упорядочивания: все объекты с их 
характеристиками нужно установить в некий порядок, 
их расставить по рангу, от самого лучшего до самого 
плохого. Это касается оценок работы вузов, и из этого 
идут всякие последствия в смысле грантов, признания 
и так далее. Это касается сравнения любых много-
мерных объектов. Ну, со студентами я такого не 
встречал, а вот что касается сравнения кафедр и ву-

зов, да, я встречал и принимал участие. В чем там 
трудность? Задача формулируется всегда в незадан-
ном виде, не излагающем ясных критериев. Вот как 
упорядочить кафедры? Я слышал, вот такие-то при-
знаки есть и такие-то. Возьмешь другие признаки, или 
даже эти, но с другими весами – получишь другой по-
рядок. Чем замкнуть? Как проверить, что хорошо, что 
плохо? Вот в одной работе я предложил сделать так: 
давайте мы сначала попросим достаточно разумных, 
трезво мыслящих профессоров, хорошо знающих вуз 
и все кафедры, чтобы они упорядочили кафедры, как 
эксперты, и пытались, когда они это будут хором об-
суждать, отстаивать свое виденье. Может, кто-то не 
знал чего-то, а он знает, надо это еще обсуждать, вот 
если они в дискуссии установят некий порядок, тогда 
задача становится замкнутой. Значит, мы берем некое 
исходное множество признаков, применяем методы 
выбора информативных признаков, определяем коэф-
фициенты взвешиваний, а критерий у нас уже обеспе-
чен, нужно, чтобы по этим признакам с этими весами 
кафедры упорядочились так же, как и упорядочили их 
эксперты. При этом станет прозрачным, почему 
именно такой вес, а не другой. Совершенно очевидно, 
что если изменить весовые коэффициенты показате-
лей, то положение кафедры в рейтинге существенно 
изменится. 

Что касается упорядочения региональных субъек-
тов, пришлось мне как-то попросить Феликса Петро-
вича прорецензировать одну работу, значит, способ 
упорядочивания субъектов Российской Федерации по 
показателям общим. Там применяются модели без вот 
такого замыкания, а только процессы того, что если я 
разумно выберу признаки, и эксперты одобрят это, то 
тогда, что бы ни получилось – это оно и есть. При 
этом так получалось в этой статье, чтоб повысить 
благосостояние данного региона, нужно уменьшить 
значение некоторых характеристик, в частности, про-
должительность жизни, вот тогда оставшиеся будут 
жить хорошо. В такой интерпретации этого не было в 
статье, но сам факт наличия в результате вот такой 
вещи говорит о том, что вся система ранжировалась 
неправильно. Я глубоко убежден, что нужно каким-то 
образом обеспечивать замыкающий критерий. Экс-
пертами теми же или, может быть, коллективом ре-
шающих правил, множество вариантов, а потом это 
как-то их усреднять, как-то я не уверен, что это спасет 
положение. В общем, задача очень трудная, трудная 
потому, что эксперты неохотно этим занимаются. 
Возможно, субъективизм играет роль – какой-то заве-
дующий кафедрой больше нравится, и хочется поста-
вить эту кафедру повыше. От этого никак не отдела-
ешься, это всегда признак оценивания, влияния на 
эксперта могут плохо сказываться. В общем, до конца 
эту задачу я не знаю, как решать строго, потому что, 
если брать на душу грех и решать эти задачи, то надо 
все-таки побеспокоиться о каком-то способе оценки: 
правильное получили решение или нет. Спасибо. 

Ф. П. Тарасенко. Я попробую ответить на вопрос 
Николая Григорьевича. Значит, задача ранжирования – 



 201 

это, действительно, задача упорядочивания. А упоря-
дочивание – это значит определить, что лучше, что 
хуже. А когда мы говорим «лучше–хуже» – это оце-
ночные слова, и, для того чтобы сказать, что лучше, 
что хуже, надо сказать, какой критерий мы использу-
ем для упорядочивания. Так вот, оказывается, что 
есть задачи, которые совершенно очевидно и пра-
вильно решаются этим способом, если это однокрите-
риальная задача. Если у нас есть один критерий, вот 
(пишет на доске). Давайте скажем, что чем больше 
это значение, тем лучше. Вот мы берем и измеряем 
этот критерий. Вот у нас есть несколько, допустим, 
три объекта, которые надо упорядочить. Вопрос со-
вершенно очевидный. Надо на первое место поста-
вить того, у кого критериальная функция больше. Как 
только мы переходим к многокритериальной задаче, 
то ситуация сразу совершенно меняется и усложняет-
ся. Есть такой математический анекдот: кибернетика 
спросили, может ли он написать алгоритм получения 
чая. Он ответил, что нет ничего проще: «Операция 
первая: берем чайник. Операция вторая: наливаем во-
ду. Операция третья: ставим на огонь. Операция чет-
вертая: дожидаемся кипения. Операция пятая: кидаем 
заварку. Операция шестая: ждем 2 минуты. Чай го-
тов». А теперь ему говорят: «Можешь ли ты написать 
алгоритм получения чая, если я тебе дан чайник с уже 
налитой водой?». Тот говорит: «Так ничего проще 
нет: выливаем воду и сводим задачу к предыдущей». 
Что это означает? Это означает, что если человек 
сталкивается с задачей, которую он не решал и не 
знает, как решить, то он пытается ее свести к той за-
даче, которую знает, как решить. А мы знаем, как 
упорядочивать однокритериальные варианты. Поэто-
му все начали придумывать, какую однокритериаль-
ную задачу сформулировать, которая бы учитывала 
много критериев. А сделать это можно по-разному.        
И много вариантов есть. И, более того, есть даже та-
кое сообщество, вроде нашего, но международное. 
Называется «Многокритериальное принятие реше-
ний». Каждые два года они собираются где-нибудь.        
Я в своё время был на нескольких таких симпозиумах, 
а последнее время я туда перестал ездить, потому что 
там занимаются вопросом «как построить глобальный 
критерий для большого количества параметров».           
В самом деле, многокритериальные задачи имеют 
большую размерность. А на самом деле, предполо-
жим, что я принял линейный критерий. Это означает, 
что я беру линейную упорядочивающую функцию. 
Стоит мне изменить коэффициенты, сразу упорядочи-
вающая функция меняется. И теперь нам ясно, что по 
этому критерию эта будет лучше. Получается так, что 
если я строю глобальную функцию упорядочивания, 
то я найду порядок качества в смысле этого глобаль-
ного критерия. И там все зависит от того, какие я па-
раметры у этой функции задал. Потом начинают спра-
шивать: «Почему именно линейная комбинация?          
У нас на одном, как раз таком, совещании, как сего-
дняшнее, принимал участие Я. З. Цыпкин*. Он гово-
рит: «Вот вы мне скажите, как вы хотите, чтобы я 

упорядочил эти точки? Вот первая у вас должна быть 
самая лучшая, а остальные хуже. Я бы придумал та-
кую функцию упорядочивания, которая это и сделает. 
Только она будет замысловатая». Становится ясно, 
что упорядочивание в многомерном пространстве од-
номерной функцией – дело произвольное. А между 
тем давно, ещё в прошлом столетии, эта задача реше-
на правильно. Что значит правильно упорядочить? На 
этот вопрос ответил Парето**. Многомерное упорядо-
чивание нужно производить на порядке доминируе-
мых и доминирующих альтернатив. Давайте назовем 
альтернативу, которая по всем критериям лучше дру-
гой, доминирующей. А ту, которая по всем критериям 
хуже – доминируемой. Тогда многомерное упорядо-
чивание сводится к одной простой операции: давайте 
выбросим все доминируемые альтернативы. Оставим 
недоминируемые, потому что нет альтернатив лучше 
каждой из них по всем критериям. Они обе хороши в 
смысле этих критериев. А между собой они несрав-
нимы. Поэтому выбор в многомерном пространстве 
таков: давайте найдем множество недоминируемых 
альтернатив. В случае континуального множества 
альтернатив найти паретовское множество, во-пер-
вых, означает, что все внутренние точки нужно выки-
нуть, потому что они все доминируемые. Значит, у 
нас останутся только граничные, и то не все. После 
удаления граничных доминируемых точек, все аль-
тернативы, которые остались, и есть лучшие. Но не 
зря же говорят, что нужно упорядочить всех. Тогда, 
как сделать выбор на паретовском множестве? Ответ: 
эти точки между собой несравнимы. Поэтому выбор 
на паретовском множестве может быть любым. А на 
практике? Мне же надо выбрать что-то одно. Как?     
А методов сколько угодно. Хотите, случайный выбор 
делайте. Хотите, критерии применяйте. А есть еще 
метод волевого выбора. Вот как-то, когда всех заве-
дующих кибернетическими кафедрами раз в пять лет 
вызывали в Москву, там перед нами выступали самые 
квалифицированные люди в нашей области. И вот од-
нажды перед нами выступал генеральный конструк-
тор самолетов-истребителей. Рассказывал: «Я должен 
построить истребитель. Самый лучший. То есть он 
должен быть лучшим по таким, таким и таким-то кри-
териям. Есть критерии экономические, есть военные, 
и так далее. Около двухсот критериев. Нужно найти 
паретовское множество на одной группе критериев. 
Потом на другой, и так, пока не дойдем до конца. Все 
равно получим паретовское множество. А вот тут как 
раз и наступает моя роль, как генерального конструк-
тора. Я ни перед кем не отчитываюсь. И выбираю 
сам модель самолёта». Я спрашиваю: «А что будет, 
если самолеты встретятся в небе?» Он ответил, что 
это уже не зависит от конструкции самолета, так как 
он не может заложить в конструкцию, храбрый лет-
чик или трусливый, расстрелял весь боеприпас или 
нет, и т. д. То есть исход будет зависеть от обстоя-
тельств, но они никак не связаны с тем, какие крите-
рии самолета мы выбрали. Вот что означает много-
критериальный выбор. 

 

 
*Я. З. Цыпкин – академик АН СССР, лауреат Ленинской премии. 
**В. Парето – итальянский экономист и социолог.  
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А теперь, если вернуться опять к ранжированию 
учебных заведений, то тогда тут ситуация интересная 
получается. Вот, например, я буду делать выбор с по-
мощью линейных комбинаций. Это означает, что я 
каким-то критериям придаю больший вес, а каким-то 
меньший. Что это означает? Это означает то, что я 
хочу, чтобы подчинённые мне подразделения усили-
вали работу в определённом направлении. Вот, на-
пример, рейтинги университетов. Почему российские 
университеты где-то там очень далеко, даже самые 
лучшие наши университеты? Потому что, например, в 
мировом рейтинге огромный вес придаётся наличию 
нобелевских лауреатов среди преподавателей. Если у 
данного университета нет нобелевских лауреатов ни 
среди выпускников, ни среди преподавателей, он ни-
когда не получит высокий рейтинг. Или, скажем, сей-
час очень важным критерием считается цитируе-
мость. Если цитируемость ваших публикаций по ми-
ровым индексам цитируемости большая, значит, у вас 
есть большой шанс. Сейчас Томский университет по-
лучил статус национального исследовательского уни-
верситета с мощными поощрениями, деньги будут в 
ближайшие годы даны университету на развитие. Но 
правительство наше сразу установило критерии. По-
этому сейчас публикации ценятся только в цитируе-
мых и, более того, в зарубежных цитируемых журна-
лах. И если этот показатель будет слабенький – всё, 
через какой-то срок скажут: «Вы не годитесь в иссле-
довательский университет». 

Вот так представляется проблема упорядочивания 
в многомерном пространстве. Главное: в многомер-
ном пространстве упорядочивание неоднозначно, 
принципиально неоднозначно. А если мы хотим одно-
значное упорядочивание, то тогда возникает вопрос 
уже об относительной важности критериев, а это по-
литический вопрос, а не вопрос измерений.  

А. В. Добровидов (профессор, ИПУ РАН, Москва). 
Проблема объективной оценки научной деятельности 
ученых и преподавателей, занимающихся кроме обу-
чения научной работой, действительно очень важная 
и актуальная проблема со многими последствиями 
для качества жизни людей и всей страны в целом.            
Я полностью согласен, что существующий подход к 
оценке труда ученого при помощи числа публикаций 
никак не соответствует истинной ценности (рейтингу) 
научного работника. С другой стороны, Ф. П. Тара- 
сенко совершенно прав, напомнив в дискуссии, что в 
изначальном документе Минобразования предла- 
галось учитывать те работы, на которые есть ссылки у 
нас и за рубежом. Эта составляющая критерия оценки 
так и осталась неиспользованной, поскольку, с одной 
стороны, индекс цитируемости вычисляется только на 
Западе, а с другой – русские работы, даже хорошие, 
никто на Западе не читает, так что откуда взять этот 
индекс? Альтернативу ему не нашли и критерий 
вылился в поток слабой и ненужной научной 
продукции. К примеру, я совсем недавно при рецен- 
зировании вынужден был просматривать работы 
одного в прошлом советского специалиста в нашей 
области, который сейчас работает в США. Его 

последняя большая книга была написана в 1995 г. в 
Штатах. Он, конечно, мастак по рекламе. Но тем не 
менее его индекс цитируемости в 2009 г. после 14 лет 
его основной публикации выражается громадным 
числом. Это поразительно. В то же время индекс 
цитируемости, равный 0,5–1, считается вполне при- 
личным. Так что, как правильно говорит Ф. П. Тара- 
сенко, а до этого еще в 60-е гг. говорил Я. З. Цыпкин, 
все дело в критерии. Правда, Я. З. Цыпкин добавлял, 
что критерий не выбирают. В рассматриваемой же 
проблеме критерий надо выбирать, проверять и стре- 
миться к разумным результатам, получаемым из этих 
критериев. 

А. В. Медведев. Я вспоминаю доклад Якова Залма- 
новича по идентификации, как раз связанный с выбо- 
ром критериев. На слайде был изображен конько- 
бежец, бегущий по льду к кромке, за которой льда 
уже не было. Это была запретная область для приня- 
того критерия идентификации. Там бегун должен 
упасть. Это была иллюстрация того, что о критериях 
не спорят. 

А. В. Добровидов. Вы спросите, какой же критерий 
я предлагаю? Ну, конечно же, я не знаю. Могу сказать 
только, какой разумный вывод (результат) я бы хотел 
получить из этого критерия. Я думаю, так же, как и в 
университетах, в научных институтах надо повышать 
зарплаты достойных (по выбранному критерию) 
научных сотрудников. Откуда брать деньги? Конечно, 
от государства. Но вместе с тем вы вряд ли будете 
возражать, что и в университетах, и особенно в 
научных институтах после всех сокращений все равно 
полно либо просто бездельников, либо бесполезных 
для науки людей. Конечно, их надо сокращать и 
дальше, если зарплаты уволенных оставлять в фонде 
лаборатории, кафедры или научного учреждения. 
Такой опыт оказался очень полезным и продуктив- 
ным в нашем институте в 90-е гг. 

Н. Г. Загоруйко. Я говорил, что принимал участие 
в конкретной работе по упорядочиванию кафедр.               
17 кафедр, нет ни одной доминируемой и ни одной 
доминирующей.  

Ф. П. Тарасенко. Так не может быть.  
Н. Г. Загоруйко. Но хоть по какому-то критерию да 

лучше, хоть по какому-то да хуже. 
Ф. П. Тарасенко. Да, правильно.  
Н. Г. Загоруйко. Но отбрасывать некого.  
Ф. П. Тарасенко. Паретовское множество надо 

найти. В паретовском множестве единственная аль-
тернатива бывает только в очень экзотическом слу-
чае, когда само множество уникальный вид имеет. 
Понятное дело, что это будет единственная альтерна-
тива, которая доминирует над всеми. Но обычно па-
ретовские множества – это множества. Я думаю, что 
сейчас какой-то проект в образовании можно делать 
только где-то в зазоре существующей системы. Есть 
деревня в Томской области, откуда регулярно появ-
ляются ребята, хорошо знающие информатику, пото-
му что там есть один замечательный учитель, и там их 
можно воспроизводить.  
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А. В. Медведев. Я бы попросил, чтобы выступили 
по этому поводу студенты, ради которых всё это де-
лается. А пока, давайте заглянем в прошлое. Мне 
очень понравилось движение, которое происходило в 
1999 г. Была сделана попытка определить человека 
второго тысячелетия. По телевидению было много 
круглых столов в преддверии третьего тысячелетия. 
Видимо, по инициативе журналистов, пытались про-
анализировать вопрос: кто же мог быть человеком 
второго тысячелетия? Что получилось? Естественно, 
была принята какая-то процедура отбора, я её не пом-
ню, но важен итог. На верхнюю планку были подняты 
А. Эйнштейн и У. Шекспир. Я не помню, кто был из-
бран из них. Важно другое: и та и другая фигура дос-
тойны, если они действительно оказались на верхней 
планке, то это вполне разумно. Кто это решал? А это 
решили люди без всяких инструкций и рецептов, к 
которым мы часто стремимся. Если бы по нынешним 
рейтингам оценивали А. Эйнштейна в 1940 г., то он 
мог бы оказаться на задворках. 

Студенты третьего курса (СибГАУ). Прежде 
всего, следует отметить довольно слабую подготовку 
в средней школе. Одна из проблем состоит в том, что 
преподаватель сравнительно равнодушно относится к 
студентам, неинтересно читает лекции, тем самым от-
бивая желание учиться. Также было бы полезно 
включить в учебные планы дополнительные практи-
ческие занятия.  

Студенты четвёртого курса (СибГАУ). На наш 
взгляд, образование – это процесс непрерывного пло-
дотворного сотрудничества студентов и преподавате-
лей. Для повышения мотивации студентов к получе-
нию новых знаний и применению их в практической 
деятельности недостаточно только желания препода-
вателей. Студенту необходимо обладать собственным 
сознанием необходимости, полезности образования, 
что, безусловно, будет способствовать как эффектив-
ному усвоению учебного материала, так и примене-
нию новых знаний в профессиональной деятельности. 

Студенты пятого курса (СФУ). Ещё одна про-
блема – отдалённость преподаваемых предметов от 
реальных ситуаций, в которых окажутся выпускники, 
устроившиеся на работу. Технологии, о которых рас-
сказывают преподаватели, не имеют реального при-
менения на производстве. В настоящее время выпуск-
нику трудно устроиться на работу по специальности, 
поэтому большинству всё равно, какой диплом полу-
чать – лишь бы безболезненно. Поэтому цель обуче-
ния студента, к сожалению, диплом, а не получение 
навыков и знаний. 

Аспиранты (СибГАУ). Хотелось бы видеть в лице 
преподавателей сложных комплексных дисциплин не 
новоиспечённых кандидатов и аспирантов, а опытных 
практиков, которые могут не только прочитать лекцию, 
но и компетентно ответить на вопросы аудитории.  

А. В. Медведев. Вернёмся, однако, к тому, как сле-
довало бы учить студентов в диалоге «учитель–
ученик». Я думаю, что нужно делать то, что делали в 
прошлом. Как-то давно мы с Феликсом Петровичем 
обсуждали книгу профессора Р. Юнга «Ярче тысячи 

солнц». Там описана атмосфера обучения студентов в 
20-е гг. прошлого столетия в старинном университете 
Георгии Августы в Геттингене. Привожу выдержку из 
этой замечательной книги: «В годы после Первой ми-
ровой войны такую магнетическую силу приобрела 
атомная физика. Поскольку в этой области оказалось 
много нового и неопределённого, учителя и ученики 
здесь сплотились гораздо теснее, чем при изучении 
других научных дисциплин. Прежние заслуги цени-
лись не очень высоко. Старость и молодость станови-
лись равноправными товарищами в этом походе 
внутрь материи. И та и другая одинаково гордились 
своими успехами и проявляли одинаковые скром-
ность и смущение перед лицом неведомого.  

Профессора не делали секрета из своих ошибок и 
сомнений. Они знакомили учеников с частной кор-
респонденцией, в которой обсуждали с иностранными 
коллегами нерешённые проблемы. Всем этим они 
вдохновляли молодёжь на новые поиски.  

Джеймс Франк, обладавший к тому времени Нобе-
левской премией, проводя сложнейшие вычисления и 
утеряв путь дальнейших выкладок, мог, например, от-
вернуться от доски и спросить у одного из своих сту-
дентов: „Может быть, вам удалось увидеть следую-
щий шаг?“ 

В течение семестра кульминационным пунктом 
каждой недели бывали „Семинары о материи“, прово-
дившиеся в институте М. Борном, Дж. Франком и            
Д. Гильбертом. Для Д. Гильберта стало почти тради-
цией открывать работу семинара фразой „Итак, гос-
пода, подобно вам, я хотел бы, чтобы мне сказали 
точно, что такое атом?“. И каждый раз студенты ста-
рались просветить профессора. За проблему энергич-
но принимались сызнова и пытались найти новое ре-
шение. Но каждый раз, когда кто-нибудь из молодых 
гениев начинал искать спасение в доступных лишь 
избранным высотах усложнённых математических 
толкований, Д. Гильберт прерывал его: „Я совершен-
но не могу вас понять, молодой человек. Не угодно ли 
вам будет рассказать всё снова?“ Таким образом, ка-
ждый был вынужден высказываться с максимальной 
ясностью и строить прочные мосты через провалы в 
знаниях, а не перепрыгивать через них путём поспеш-
ных умозаключений» [2].  

Достаточно сказать, что многие студенты впослед-
ствии стали нобелевскими лауреатами.  

В. А. Филимонов. Александр Васильевич, так если 
ж вы никаких проблем не видите, так зачем вы этот 
разговор-то затеяли?  

А. В. Медведев. Я не просто вижу проблему. Я ее, 
если хотите, ощущаю. Вот одна из характеристик, по-
казывающих качество нашего нынешнего образова-
ния. Следующая ниже фраза журналиста А. Любимо-
ва взята из книги «Имя Россия. Исторический выбор»: 
«Моя знакомая – декан факультета журналистики од-
ного уважаемого университета – принимает зачёт у 
первокурсников. Их первая сессия. 

– Скажите, а когда в России появилось периодиче-
ское печатное издание?  

– При Петре I.  
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Моя знакомая-декан уже заносит ручку, чтобы по-
ставить „зачёт“, но не может отказать себе в удоволь-
ствии вступить с выдающимся студентом-
первогодкой в интеллектуальный диалог.  

– А в каком году это было?  
– В 1917!  
Моя знакомая в шоке. И стыдно, и горько. Да и 

сверху разнарядка – „не валить“ первокурсников.            
И она решила студенту помочь наводящим вопросом.  

– То есть вы хотите сказать, что Пётр I был вдох-
новителем и организатором Октябрьской революции?  

– Совершенно верно» [3]. 
Ф. П. Тарасенко. В чём проблема-то?  
А. В. Медведев. В образовании. Проблема состоит 

в том, что качество образования упало, и то, что дела-
ется сегодня – мягко говоря, странно. Это касается и 
рейтингов, и критериев оценки знаний, и многого 
другого. 

В. А. Филимонов. Александр Васильевич, некото-
рое время назад в Омске появился большой плакат. 
На этом плакате симпатичный такой мальчик, и там 
написано: «Школа должна растить гармоническую 
личность (с этим я согласен – В. Ф.), а не специали-
ста». Подписано: А. Эйнштейн. Так вот, противопос-
тавлять процессы формирования личности и специа-
листа ошибочно. Мне кажется, при формулировании 
проблем образования это надо рассматривать систем-
но, но раздельно. 

А. В. Медведев. Так мы и не противопоставляем.  
Ф. П. Тарасенко. Нет, я всё-таки не понимаю, ка-

кую проблему видит Александр Васильевич. Ну, на-
пример, он говорит: вот А. Эйнштейн у нас вообще ни 
по какому критерию не был бы первым. Ещё раз по-
вторяю: если ты чего-то упорядочиваешь, значит, ты 
упорядочиваешь по какому-то критерию или критери-
ям. К себе в аспирантуру Л. Д. Ландау* принимал сту-
дента, только если он ему сдаст экзамен по десяти 
предметам теоретической физики. Не сдал – значит, 
ты не годишься. Так же и здесь. Вот эта девочка – ей 
какую отметку поставить? Ну, понятно, какую. Зави-
сит от того, какой критерий. Например, если критерий 
«за находчивость» – она не смутилась («я не знаю»), а 
сказала «в 1917» – всё, за находчивость поставить за-
чёт. Если у тебя критерий не тот, что теряется или не 
теряется человек, а знает он точно или нет, то у тебя 
совсем другая будет оценка. Критерий есть всё равно, 
что бы ты ни делал, он может быть не количественным.  

А. В. Медведев. Приведу еще один пример из исто-
рии, имеющий отношение к критериям и их оценке. 
Это касается искривления светового луча, предска-
занного в общей теории относительности. Экспери-
мент был поставлен в мае 1919 г. во время полного 
солнечного затмения. Итог подводился на объединен-
ном заседании Британского и Лондонского астроно-
мического королевских обществ. Председательство-
вал «Джи-Джи»**. Он начал читать результаты обра-
ботки данных экспедиций, «его рука, державшая бу-

мажный лист, дрожала» (критерий!). После прочтения 
результатов эксперимента (теория А. Эйнштейна под-
твердилась) «глубокое молчание воцарилось в зале» 
(критерий!). Вот они критерии – неколичественные, 
но они-то и являются определяющими.  

Ф. П. Тарасенко. Николай Григорьевич рассказы-
вал интересную историю. Как-то они сравнивали раз-
ные колхозы в Новосибирской области. Председатель 
лучшего колхоза – Герой труда, жуткие деньги дают – 
в чём дело? Почему он самый лучший? Смотрят: да 
просто потому что он друг самого большого началь-
ника, который решает, кому дать деньги, а кому не 
дать. Вот и все критерии. Понимаешь, какая штука: 
без критериев упорядочивания быть не может, и весь 
вопрос об упорядочивании: либо мы, как бы сказать, 
просто сравниваем между собой альтернативы, тогда 
надо искать паретовское множество. А если мы упо-
рядочиваем из политических соображений, то есть мы 
хотим, чтобы вся ситуация менялась в нужном на-
правлении, то мы говорим: мне вот надо, чтоб ты де-
лал вот это, если сделаешь, то получишь поощрение, 
не сделаешь – наказание. То есть мне требуется не 
объективное измерительное сравнение, а субъектив-
ное, управленческое. Поэтому тут я особых проблем 
просто не вижу.  

А. В. Медведев. В общем, я не буду объяснять Фе-
ликсу Петровичу существо проблемы, если он не ви-
дит, то, значит, не видит, что поделаешь. Я привёл 
достаточно примеров, по-моему, достаточно убеди-
тельных. 

Ф. П. Тарасенко. Ну и какие критерии были?  
А. В. Медведев. Да не было никаких критериев, ко-

торые можно количественно измерить. 
Ф. П. Тарасенко. Да так не бывает, чтобы не было 

критериев, иначе не может быть сравнения.  
А. В. Медведев. Продолжайте фокусироваться на 

критериях. Я просто приведу для вас высказывание 
Джеймса Франка из упоминавшейся уже книги               
Р. Юнга «Ярче тысячи солнц»: «Единственным кри-
терием, по которому я могу судить о действитель-
ной важности новой идеи, является чувство ужаса, 
которое охватывает меня». Я не против использо-
вания критериев. Хочу отметить другое, что есть 
критерии, которые можно как-то представить чис-
ленно, представить в виде каких-то показателей, но 
есть многие другие, которые совершенно невоз-
можно измерить.  

В частности, сейчас даже оценка диссертационных 
работ осуществляется в значительной степени по фор-
мальным показателям. На совете часто возникает во-
прос к соискателю о наличии научного результата 
докторского ранга, и уже в течение многих лет я не 
слышу вразумительного ответа. Ответ обычно сво-
дится к наличию совокупности результатов. Таким 
образом, на пьедестале оказываются формальные па-
раметры, учебные пособия, которых в Интернете ве-
ликое множество, но не научный результат. 

 
 
*Л. Д. Ландау – академик АН СССР, лауреат Ленинской и Государственной премий, нобелевский лауреат. 
**Томсон Джозеф Джон – английский физик, нобелевский лауреат.  
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В конечном счёте это привело к тому, что качество 
диссертационных работ резко снизилось. По этому 
поводу я уже говорил и упоминал статью Г. Ибраги-
мова. Но эта ситуация обязательно будет иметь про-
должение, которое состоит в том, что все эти доктора 
и кандидаты наук окажутся членами диссертацион-
ных советов, различного рода экспертных советов, 
фондов и др. Рано или поздно именно им придётся 
принимать или готовить решения различных уровней 
сложности. Но преподавателей побуждают писать ме-
тодички, делать как можно больше публикаций, т. е. 
возникли какие-то требования, которые, я думаю, иг-
рают пагубную роль. 

Ф. П. Тарасенко. Пагубное – это оценочное слово. 
По какому критерию пагубный?  

А. В. Медведев. По критерию качества образова-
ния. Посмотрите: ввели показатели для оценки рей-
тинга преподавателя – началась погоня за показате-
лями. Диссертационных советов стало значительно 
больше, а один из показателей работы совета – число 
защищенных диссертаций в год. Результат: началась 
погоня за соискателями ученых степеней. Общий 
итог: уровень образования ухудшился, уровень дис-
сертаций снизился. 

Нынешний подход к оценке рейтинга преподава-
теля по существующим критериям побуждает его не 
браться за серьезные проблемы.  

Ф. П. Тарасенко. Тогда и не говорите об упорядо-
чивании.  

А. В. Медведев. Почему?  
Ф. П. Тарасенко. Потому что вы не хотите даже 

знать, что такое критерий. 
А. В. Медведев. По какому критерию Пушкин ге-

ниальный поэт? По какому?  
Ф. П. Тарасенко. Объясняю. Потому что он ока-

зался автором литературного русского языка. Это 
один критерий. Второй критерий: потому что он ге-
ниальный поэт. 

А. В. Медведев. Вот именно – гениальный. Приве-
ду очень простой пример – вот они (студенты) сидят         
и слушают нас. До четвёртого курса они будут 
учиться нормально, на пятом, поступив в магистра-
туру, они начнут искать работу, а на шестом курсе 
учатся уже единицы. У них нет времени, чтобы за-
ниматься исследованиями, учебой, вот и всё. Изме-
нилось время.  

Ф. П. Тарасенко. Нехватка времени – вот тебе кри-
терий.  

А. В. Медведев. Но почему появилась эта нехватка 
времени? Я бы хотел напомнить: История, Время ос-
тавили нам имена выдающихся ученых, педагогов, 
ученых-учителей. Их оценивали не по показателям, а 
по результатам содеянного. И они навсегда вошли в 
Историю. 

Тем не менее сегодня оценивать как-то нужно. 
Один из возможных путей – доклад на профессорском 

собрании, которое, наверное, есть в каждом универ-
ситете, и оценка преподавателя научным сообщест-
вом. Определение процедуры, технологии оценивания 
целесообразно отдать на «откуп» профессорскому со-
бранию каждого университета. Конечно же, опыт 
прошлого, и российский, и зарубежный, а также сего-
дняшние условия следует учитывать. 

Голос из зала. Александр Васильевич, вы видите 
выход? 

А. В. Медведев. Я убежден, что из сегодняшней си-
туации, впрочем, как и из любой другой, выход есть. 
Было бы легкомысленно с моей стороны так сразу да-
вать рекомендации. Это дело всего научно-образова-
тельного сообщества. Хочу только сказать, что все 
равно придется ответить на вечные российские во-
просы, означенные в заголовке дискуссии. 

Ну, а теперь общий итог: 
– с 90-х гг. прошлого века уровень образования 

начал резко падать, одновременно упала востребо- 
ванность в научно-педагогических кадрах; 

– при всём этом, в каком бы состоянии ни нахо- 
дилось образование, всегда были и будут хорошие 
студенты (только их становится всё меньше и 
меньше); 

– существенная черта современного процесса 
образования – это слияние образовательной и научно-
исследовательской деятельности; 

– обычная ситуация – студент хорошо заканчивает 
бакалавриат, уже имеет публикации, поступает в 
магистратуру, в дальнейшем – в аспирантуру, потом 
находит хорошо оплачиваемое место работы, и 
защита диссертации существенно затягивается; 

– критерии, по-видимому, следует сохранить, но 
принимать окончательное решение о рейтинге 
преподавателя следовало бы не только по критериям, 
а с учётом их; 

– было бы целесообразным устанавливать рейтинг 
преподавателя (с учётом его показателей) по резуль- 
татам его доклада на «профессорском собрании», 
которые существуют, наверное, во всех универ- 
ситетах; 

– первой ступенью при оценке рейтинга препода- 
вателя считать принятые показатели и соответст- 
вующие им весовые коэффициенты. Второй – 
результаты голосования по докладу, сделанному на 
профессорском собрании;  

– изменить показатели, предъявляемые препода- 
вателям при оценке их рейтинга, таким образом, 
чтобы не стимулировать бесконечного числа разного 
рода публикаций, методических пособий и т. п; 

– следовало бы во главу угла при определении 
рейтинга преподавателя поставить научный и научно-
педагогический результат, который также оценивать 
на профессорском собрании; 

– оценка рейтинга университетов осуществляется 
по показателям и процедуре, выработанными Мин- 
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обрнауки. Конечно же, здесь целесообразно учесть 
мнение и научного сообщества; 

– ВАК следовало бы создать при правительстве 
России, как это было ранее; в частности, это было 
отмечено в газете «Поиск» (№ 32–33, 2010 г.); 

– было бы целесообразным исключить из показа- 
телей работы диссертационных советов количество 
защищенных диссертаций.  

 

Материалы дискуссии  
подготовлены к публикации  

профессором А. В. Медведевым 
 
P. S. Когда материал дискуссии уже был подготов-

лен к опубликованию, от профессора В. А. Филимо-
нова было получено электронное письмо по результа-
там 4-й конференции «Рефлексивный театр ситуаци-
онного центра», проходившей в г. Омске. Приведем 
некоторые выдержки из письма.  

«Большинство высказываний содержат критику 
существующих концепций, подходов, методов, поли-
тики и т. п., а также рецепты „правильных“ концеп-

ций, подходов, методов, политики и т. п. Практически 
не обсуждаются сценарии, когда ничего из „правиль-
ного“ набора реализовано не будет, и прогнозов 
трансформации образования вплоть до его ликвида-
ции нет». 

«Мой пессимистический прогноз состоит как раз в 
ликвидации образования по аналогии с ликвидацией 
коммунистического варианта цивилизации в СССР». 

«Логично заняться сохранением генофонда образо-
вания: образцов его реализации Мастерами. Во время 
войны в Ленинграде сохранили селекционный фонд. 
Надо же: хотел найти ссылку на историю, а нашел све-
жее подтверждение своему тезису и не радуюсь…» 
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ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК СОБСТВЕННЫХ ТОНОВ  
ПРИ НАЛИЧИИ СЛУЧАЙНЫХ ОШИБОК В ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

 
Сделаны оценки точности определения собственных частот, обобщенных масс и обобщенных коэффици-

ентов демпфирования собственных тонов колебаний конструкций по результатам резонансных испытаний. 
Полагалось, что в величинах действительной и мнимой составляющих перемещений точек конструкции присут-
ствуют случайные ошибки измерений. Исследования проводились методом статистического моделирования. 

 
Ключевые слова: резонансные испытания, ошибки измерений, статистическое моделирование. 
 
Исходными данными для нахождения собствен-

ных частот, обобщенных масс и обобщенных коэф-
фициентов демпфирования собственных тонов явля-
ются экспериментально определенные величины дей-
ствительной U и мнимой V составляющих перемеще-
ний точек конструкции для ряда частот вынужденных 
колебаний при известных силах возбуждения. Харак-
теристики вынужденных колебаний измеряются в ис-
пытаниях с некоторой погрешностью, поэтому пред-
ставляет практический интерес анализ чувствитель-
ности способов определения обобщенных динамиче-
ских характеристик к ошибкам в экспериментальных 
данных. Решению этой задачи посвящены, например, 
работы [1; 2]. 

Для определения обобщенной массы (аi) и обоб-
щенного коэффициента демпфирования (hi) i-го соб-
ственного тона колебаний использовались следующие 
формулы [3]:   
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где Ei, Fi – векторы синфазной и квадратурной состав-
ляющих сил возбуждения, обеспечивающие выделе-
ние i-го тона колебаний на частоте ω (если собствен-
ный тон можно выделить без введения квадратурной 
составляющей возбуждения, то такой случай отмеча-
ется условием F = 0); λi  – котангенс сдвига фаз меж-
ду перемещениями и синфазной составляющей воз-
буждения; pi – собственная частота тона, определяе-
мая по переходу λi  через 0; Vi* – мнимая составляю-
щая перемещения точки нормирования формы тона. 
Если положить λi  = 0 при F ≠ 0 (условие «фиктивно-
го» фазового резонанса), то получим известную фор-
мулу определения обобщенных масс введением квад-
ратурной составляющей возбуждения (см., например: 
[1]). 

Рассматривается влияние только погрешностей 
измерений составляющих вынужденных колебаний на 
точность определения характеристик собственных то-
нов, так как экспериментальное оборудование позво-
ляет поддерживать частоту вынужденных колебаний с 
большой точностью. Отклонения же в задаваемых ве-

личинах сил возбуждения можно (в рассматриваемом 
случае линейных систем) учесть в точности опреде-
ления перемещений. 

Оценка влияния случайных ошибок измерений 
производилась методом статистического моделирова-
ния. В качестве математической модели реальной 
конструкции использовалось уравнение вынужден-
ных крутильных колебаний стержня постоянного се-
чения под действием системы сосредоточенных воз-
буждающих моментов. Такое уравнение имеет точное 
аналитическое решение. 

Будем считать, что ошибки измерений действи-
тельной и мнимой составляющих вынужденных коле-
баний распределяются по нормальному закону с ну-
левым математическим ожиданием. Для моделирова-
ния ошибок использовался датчик случайных чисел. 
Создание ошибок требуемого уровня осуществлялось 
соответствующим изменением дисперсии с использо-
ванием свойства нормального распределения – слу-
чайная величина x с вероятностью 0,997 удовлетворя-
ет соотношению 

│x│ ≤ 3σ,                               (1) 
 

где σ – дисперсия. Вычисление дисперсии по формуле 
σ = ε/300, где ε – величина ошибки измерений в про-
центах, означает, что с вероятностью 0,997 погрешно-
сти измерений не превышают ε. Исследование влия-
ния случайных ошибок измерения действительной и 
мнимой составляющих вынужденных колебаний на 
точность определения обобщенных динамических ха-
рактеристик проводилось по следующему алгоритму: 

– вычислялись точные значения составляющих 
вынужденных колебаний в точках «регистрации» для 
ряда частот исследуемого диапазона; 

– вводились случайные отклонения заданного 
уровня в величины составляющих колебаний; 

– производился подбор возбуждения [3] по иска-
женному ошибками отклику; 

– определялись собственные частоты, обобщенные 
массы и обобщенные коэффициенты демпфирования; 

– анализировалось изменение первых двух момен-
тов распределения результатов расчета обобщенных 
характеристик с увеличением числа независимых 
«испытаний» на каждой частоте с целью получения 
достоверных оценок математического ожидания и 
дисперсии; 
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– по результатам расчетов строились гистограммы 
и проверялись гипотезы о законе распределения этих 
результатов. 

Расчеты проводились при разном уровне ошибок 
измерений составляющих перемещений, числе сил 
возбуждения, демпфировании в системе, а также для 
различных способов настройки чувствительности из-
мерительного оборудования. 

Рассматривалось два вида зависимости абсолют-
ной погрешности измерений действительной ∆U и 
мнимой ∆V составляющих перемещений конструкции 
от величин этих составляющих: величины ∆U и ∆V в 
каждой точке регистрации колебаний на любой часто-
те возбуждения пропорциональны измеряемым вели-
чинам составляющих перемещений: 

 

∆U = εU/100 % , ∆V = εV/100 %;             (2) 
 

абсолютные погрешности измерений ∆U и ∆V в каж-
дой точке регистрации колебаний на любой частоте 
возбуждения пропорциональны наибольшей из изме-
ряемых величин: 

 

∆U = ∆V =    z / 100 %,             (3) 
 

где z есть наибольшая из │U│ и │V│ в данной точке, 
а «~» отличает погрешности вида (2) от погрешностей 
вида (3). Абсолютные погрешности вида (2) реализу-
ются таким подбором чувствительности измеритель-
ного оборудования, что каждое из измеряемых значе-
ний составляющих перемещений соответствует пре-
делу измерения. Для погрешностей вида (3) пределу 
измерений соответствует величина z. 

Распределения случайных величин собственных 
частот, обобщенных масс и обобщенных коэффици-
ентов демпфирования полагались также нормальны-
ми. Для оценки достоверности этого положения ис-
пользовался критерий χ2 [4]. Установлено, что с веро-
ятностью 0,58…0,76 отклонения распределений 
обобщенных характеристик от нормального носят 
случайный характер (ограниченность выборки, по-
грешности расчетов при проведении оценки и т. п.). 
Здесь указаны минимальное и максимальное значения 
вероятностей, полученных во всех расчетах. Эти ре-
зультаты подтверждают справедливость сделанного 
предположения о нормальности распределения обоб-
щенных характеристик [4] и позволяют использовать 
соотношение (1) для нахождения абсолютной по-
грешности их определения. 

Для выделения влияния только случайных ошибок 
в составляющих вынужденных колебаний и отсеива-
ния ошибок, вызванных, например, несоответствием 
числа степеней свободы модели и исходной системы, 
относительная погрешность определения обобщен-
ных характеристик вычислялась делением абсолют-
ной погрешности на соответствующее математиче-
ское ожидание. Для контроля смещения оценки 
обобщенных характеристик найденное математиче-
ское ожидание сравнивалось с величиной собствен-
ной частоты, обобщенной массы или обобщенного 
коэффициента демпфирования, полученной в обыч-
ном расчете при точных исходных данных. 

В расчетах относительной погрешности обобщен-
ной массы εa, обобщенного коэффициента демпфиро-
вания εh и собственной частоты εp (рис. 1–5) символом 
δ обозначен логарифмический декремент колебаний, а 
N – число сил возбуждения. 

Отметим, что оценки величин εa и εh проводились, 
в основном, вблизи собственной частоты тона, так как 
в этой области частот вынужденных колебаний ми-
нимальны погрешности определения обобщенных ха-
рактеристик собственных тонов за счет несоответст-
вия числа степеней свободы математической модели 
числу степеней свободы реальной системы, ограни-
ченности числа сил возбуждения, взаимного влияния 
собственных тонов и т. д. 

 

 
 

Рис. 1. Погрешности определения обобщенных  
характеристик при различных ошибках в перемещениях 

 
Рассмотрим зависимости величин εa и εh от отно-

сительной частоты монофазного возбуждения (F = 0) 
для различного уровня ошибок измерений (рис. 1). 
Анализ результатов показывает, что εa и εh увеличи-
ваются с приближением относительной частоты вы-
нужденных колебаний к некоторому значению, кото-
рое обозначим за Ω*, а затем погрешности εh падают 
при Ω → 1. Аналогичное падение εa сменяется резким 
ростом вблизи Ω = 1. 

Рост εa и εh в окрестности Ω = Ω* нелинейно зави-
сит от погрешностей измерения перемещений ε (этого 
роста не происходит при ε ≤ 1,2 %). Если сопоставить 
кривые εa и εh с зависимостями составляющих пере-
мещений в точках регистрации от частоты вынужден-
ных колебаний (слева на рис. 1 показаны зависимости 
U(Ω) и V(Ω) в точке нормирования тона), то оказыва-
ется, что рост εa и εh сопровождает подъем действи-
тельной составляющей. При этом частота Ω* соответ-
ствует максимуму абсолютного значения этой состав-
ляющей. 

Для объяснения  характера зависимостей εa (Ω) и 
εh (Ω) в окрестности Ω = Ω* получим выражения для 
εa и εh для системы с одной степенью свободы. Если 
не учитывать погрешности экспериментального опре-
деления собственной частоты тона, то  

 

εa ≈ [(1 + α)(1 + λ2)(1 + ∆E/E)/(1 + λ2 (1 + α)2)/ 
/(1 +  V/V) – 1] ∙ 100 % ,                     (4) 
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εh ≈ [(1 + λ2)(1 + ∆E/E)/(1 + λ2 (1 + α)2)/ 
/(1 +  V/V) – 1] ∙ 100 % ,                     (5) 

 

где α = 2ε/(1 + ε); ∆E – погрешности подбора возбуж-
дения, вызванные неточностью измерений действи-
тельной и мнимой составляющих перемещений;  V – 
погрешности определения мнимой составляющей из-
за неточности измерения и подбора возбуждения. Из 
формул (4) и (5) следует, что опережающий рост дей-
ствительной составляющей колебаний по сравнению с 
мнимой при Ω → Ω* и сопутствующее ему увеличе-
ние погрешности ∆U, приводящие к погрешностям в 
определении мнимой составляющей ∆V > ∆V, уве-
личивают величины εa и εh, так как здесь ∆V/V >  ε.  

Рост εa вблизи собственной частоты объясняется 
тем, что фактически обобщенная масса находится по 
разности величин β = (λ/(1 + λ2))V ТЕ на двух частотах 
колебаний (одна из них соответствует λ = 0), т. е. оп-
ределяется разностью близких величин, каждая из ко-
торых измерена с некоторой погрешностью. 

С увеличением числа сил возбуждения N происхо-
дит более резкий рост εa и εh при Ω → Ω*, но с при-
ближением Ω к 1 величины εa и εh могут уменьшаться 
с ростом N (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Погрешности определения обобщенных характери-
стик при различных ошибках вида   в перемещениях 
 
Определение обобщенной массы через разность 

величин β на двух частотах колебаний удобно исполь-
зовать для объяснения результатов расчета εa при раз-
личном демпфировании. Так, сдвиг влево частоты ко-
лебаний, на которой начинается рост εa, с увеличени-
ем декремента является следствием того, что с ростом 
демпфирования резонансный пик становится менее 
острым, а зависимость U (Ω) – более пологой в окре-
стности собственной частоты. Поэтому разность β, 
сопоставимая с точностью этой величины, возникает 
при большем отличии частоты вынужденных колеба-
ний от собственной.  

С изменением способа настройки чувствительно-
сти оборудования с (2) на (3) меняется характер зави-

симостей εa(Ω) и εh(Ω) (см. рис. 2). Кривые εa и εh 
имеют локальный минимум на частоте колебаний, со-
ответствующей равенству действительной и мнимой 
составляющих, т. е. равенству относительных ошибок 
измерения εu и εv этих составляющих.  

Большие величины εa и εh при меньших частотах 
являются следствием роста εv с увеличением различия 
между U и V. Появление локального максимума                
с увеличением частоты колебаний объясняется так же, 
как и рост εa и εh в окрестности Ω* (см. рис. 1),              
влиянием погрешностей в подборе возбуждения. При 
Ω → 1 величина εh падает с уменьшением λ и сниже-
нием влияния погрешностей определения этого пара-
метра (в формуле для h стоит величина (1 + λ2)).           
В то же время εa увеличивается с ростом погрешно-
стей в λ, так как в вычислениях обобщенной массы 
участвует величина λ/(1 + λ2). То, что этот рост εa             
начинается при большей разности частот │p – ω│              
(ср. рис. 1 и 2), является следствием больших погреш-
ностей εu = ∆V/U. 

Отметим, что при использовании монофазного 
возбуждения математические ожидания случайных 
величин обобщенной массы и обобщенного коэффи-
циента демпфирования практически совпадают с со-
ответствующими точными значениями этих обоб-
щенных характеристик. 

 

 
 

Рис. 3. Погрешности определения обобщенных  
характеристик при различных ошибках в перемещениях 

(немонофазное возбуждение) 
 
Аналогичные расчеты (рис. 3) проводились при 

определении обобщенных характеристик с использо-
ванием немонофазного возбуждения, причем введе-
нием мнимой составляющей возбуждения создавался 
режим фиктивного фазового резонанса. 

Основной особенностью использования немоно-
фазного возбуждения является то, что величина пара-
метра монофазных колебаний λ задается заранее.  

Таким образом, заранее задается вектор действи-
тельной составляющей перемещений после подбора 
сил. Поэтому рост U при Ω → Ω*, увеличение числа 
сил возбуждения и изменение способа настройки из-
мерительного оборудования не оказывает существен-
ного влияния на характер кривых εa и εh. 

Определяющее влияние на точность определения 
обобщенных характеристик с использованием немо-
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нофазного возбуждения оказывают погрешности под-
бора сил. Здесь подбираются две составляющие воз-
буждения – действительная E и мнимая F, поэтому 
рост εa начинается при большем удалении частоты 
вынужденных колебаний от собственной, чем при            
использовании только монофазного возбуждения            
(см. рис. 1). Рост погрешности определения обобщен-
ной массы с увеличением числа сил немонофазного 
возбуждения отмечается также в работе [2]. 

Важным результатом исследования влияния по-
грешностей измерения составляющих перемещений 
системы на точность определения обобщенной массы 
введением немонофазного возбуждения является то, 
что обнаружено различие между математическим 
ожиданием Ma случайных величин обобщенной массы 
и точным значением массы a (рис. 4). Кроме того, это 
различие увеличивается с приближением частоты 
фиктивного фазового резонанса к собственной часто-
те и ростом погрешности измерений. 

 

 
 

Рис. 4. Отношение математического ожидания  
к точному значению обобщенной массы 

 
Рассмотрим результаты расчетов относительной 

погрешности определения собственной частоты p по 
переходу через нуль параметра монофазных колеба-
ний λ с использованием линейной аппроксимации за-
висимости λ(ω) в окрестности λ = 0 (рис. 5). Анализ 
результатов показывает, что при δ = 0,1 и числе сил 
возбуждения N = 2 погрешности определения собст-
венной частоты не превышают 1 % при ε ≤ 10 %. По-
лучено также, что погрешности определения собст-
венной частоты растут с увеличением числа сил воз-
буждения и изменением способа настройки оборудо-
вания с (2) на (3). 

В целом по результатам оценки влияния случай-
ных ошибок измерения действительной и мнимой со-
ставляющей перемещений на точность определения 
обобщенных характеристик можно сделать следую-
щие выводы:  

– величина обобщенного коэффициента демпфи-
рования определяется наиболее точно на собственной 
частоте тона и погрешность его определения соизме-
рима с точностью измерения составляющих вынуж-
денных колебаний; 

– чем ближе частоты собственных тонов, тем с 
меньшими погрешностями нужно измерять переме-
щения для сохранения неизменной точности опреде-
ления обобщенной массы; 

– использование немонофазного возбуждения для 
определения обобщенных масс тонов с близкими соб-
ственными частотами может привести к значитель-
ным погрешностям, так как рост εa при Ω → 1 начи-
нается при значительном удалении частоты вынуж-
денных колебаний от собственной частоты тона. При 
этом математическое ожидание случайных величин 
обобщенной массы является смещенной оценкой             
ее точного значения, и это смещение усиливается при 
Ω → 1; 

– при определении обобщенной массы с использо-
ванием монофазного возбуждения большое значение 
имеет способ настройки чувствительности измери-
тельного оборудования. Настройка чувствительности 
по наибольшей из составляющих колебаний приводит 
к недопустимым погрешностям в оценке обобщенной 
массы вблизи собственной частоты тона; 

– наименьшая относительная погрешность расчета 
обобщенной массы при монофазном возбуждении 
примерно в 1,5 раза превосходит погрешности изме-
рения составляющих вынужденных колебаний. По-
ложение диапазона частот, где реализуется такая точ-
ность, по отношению к собственной частоте тона за-
висит от величины ошибок измерений, числа сил воз-
буждения, уровня демпфирования в системе и не мо-
жет быть указано заранее; 

– при выборе числа сил возбуждения необходимо 
учитывать уровень возможных ошибок измерений в 
процессе резонансных испытаний, так как рост по-
грешностей определения обобщенных характеристик 
с увеличением N может существенно превосходить 
повышение точности их расчета за счет лучшего вы-
деления исследуемого тона. Если учесть, что совре-
менное оборудование практически не позволяет про-
изводить регистрацию перемещений (скоростей, ус-
корений) с точностью выше 2…3 %, то нецелесооб-
разно одновременное использование более трех-
четырех силовозбудителей; 

– с целью повышения точности определения 
обобщенной массы и коэффициента демпфирования 
необходимо, чтобы в точке нормировки тона были 
наибольшие перемещения. 

 

 
 

Рис. 5. Погрешности определения собственной частоты 
 

Итак, как отмечено выше, наибольшие погрешно-
сти возникают при определении обобщенных масс. 
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Поэтому необходима разработка мероприятий, на-
правленных на снижение этих погрешностей. К таким 
мероприятиям можно отнести, например, сглажива-
ние экспериментальных зависимостей и расчет обоб-
щенных масс без использования измерений действи-
тельной составляющей перемещений вблизи собст-
венных частот конструкции. 
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ПОСТРОЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ СЦЕНЫ СОВМЕЩЕНИЕМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ КАДРОВ 
 
Представлена концепция построения изображения сцены при помощи совмещения кадров видеопоследова-

тельности или серии фотоснимков. Построение сцены выполняется на основе карты смещений, отображаю-
щей векторы перемещений блоков. 

 
Ключевые слова: реконструкция видеопоследовательности, совмещение изображений, построение сцены, 

карта смещений. 
 
Уровень развития современной вычислительной 

техники позволяет решать задачи большой вычисли-
тельной сложности, к которым относится обработка 
видеопоследовательностей. Построение изображения 
сцены видеопоследовательности относится к классу 
задач, которые необходимы для выполнения реконст-
рукции видеопоследовательности. Реконструкция ви-
деопоследовательностей является актуальным на-
правлением в связи с возрастающей потребностью 
потенциальных заказчиков в таких специалистах, как 
специалисты по работе с видеоархивами, специалисты 
в области производства и реставрации кино, специа-
листы по подготовке телепрограмм к эфиру, а также 
специалисты по анализу визуальных данных, полу-
ченных различными методами, а именно аэрофото-
съемкой, спутниковой фотографией, лазерной лока-
цией и другими системами датчиков. Но в общем 
случае под сценой видеопоследовательности понима-

ется часть кинофильма или последовательность изо-
бражений, снятых с одного ракурса в течение некото-
рого времени. В работе [1] приведен один из алгорит-
мов разделения видеопоследовательности на сцены. 

Картой смещений (disparity map) называется дву-
мерный массив, элементами которого являются дву-
мерные векторы. Каждый вектор задает сдвиг от точ-
ки на первом изображении до соответствующей точки 
на втором изображении. Эта информация использует-
ся для построения изображения сцены на основе не-
скольких соседних кадров. Таким образом, алгоритм 
построения относится к пространственно-временному 
типу. Существуют три основных подхода к определе-
нию параметров глобального движения: подход с ис-
пользованием аппарата особых точек; подход с ис-
пользованием векторов движения блоков; глобальный 
поиск. В данной статье рассматривается подход с ис-
пользованием векторов движения блоков или окрест-



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 213 

ностей. Преимуществом предлагаемого подхода явля-
ется использование пирамиды детальности. Сначала 
карта смещений ищется для сильно уменьшенных ко-
пий изображений. Найденные значения являются на-
чальными для карт смещений для более детальных 
копий и т. д. Таким образом, на каждом уровне де-
тальности требуется лишь обновить карту смещений, 
что значительно сокращает время вычисления и веро-
ятность нахождения ложных значений. Вместе с тем 
алгоритм предполагает наличие на сцене достаточно 
крупных объектов, т. е. кусочно-гладкую карту сме-
щений. Приведем алгоритм поиска карты смещений. 

Имеется пара изображений, для которой требуется 
построить карту смещений. Строятся две пирамиды 
детальности – для каждого изображения. Под пира-
мидой в области обработки изображений подразуме-
вается представление исходного изображения в мно-
жестве изображений меньшего разрешения, дополни-
тельно обработанных одним из фильтров сглажива-
ния. Формирование пирамиды происходит путем 
сглаживания изображения на предыдущем уровне и 
выбором точек с шагом более одного пикселя при по-
мощи билинейной интерполяции. Полуширина σ 
функции Гаусса связана с отношением k (k > 1) разме-
ров изображений пирамиды на соседних уровнях: 

 

k = σπ/2,      (1) 
 

где под полушириной функции Гаусса понимается 
расстояние между двумя крайними значениями неза-
висимой переменной, для которых значение функции 
равно половине ее максимального значения. 

Такой выбор, с одной стороны, оставляет в сгла-
женном изображении только те частоты, которые бу-
дет содержать уменьшенное изображение, а с другой 
стороны, не приводит к потере деталей. Также проис-
ходит формирование пирамиды детальности для кар-
ты смещений. Процесс поиска карты смещений про-
исходит постепенно, начиная с вершины пирамиды 
детальности. Обработка изображений вблизи верши-
ны пирамиды и вблизи основания различна. Для изо-
бражений вблизи вершин пирамид (сильно умень-
шенные изображения) ищется геометрическое преоб-
разование (аффинное, проективное) изображения в 
первой пирамиде детальности, совмещающее его в 
целом с изображением на том же уровне второй пи-
рамиды детальности. Поиск преобразования пред-
ставляет собой модификацию алгоритма, приведенно-
го в работе [2], и описан ниже. Найденное преобразо-
вание между изображениями на заданном уровне пи-
рамиды детальности позволяет вычислить карту           
смещений на том же уровне. При переходе к следую-
щему уровню детального разрешения, изображение в 
первой пирамиде преобразуется согласно карте сме-
щений для текущего уровня, таким образом, на сле-
дующем уровне ищется только уточнение карты сме-
щений. 

Начиная с некоторого уровня, в пирамиде деталь-
ности более нельзя найти простое геометрическое 
преобразование, совмещающее изображения. Изо-
бражение разбивается на квадраты предопределенно-
го размера (со стороной от 8 до 16 пикселей), и для 

каждого ищется геометрическое преобразование 
(обычно сдвиг) и карта смещений тем же способом, 
который применялся для всего изображения. Очевид-
но, что поиск преобразования уместен только в том 
случае, если один квадрат не захватывает объекты на 
разном расстоянии от камеры, в противном случае 
разные части квадрата должны испытывать разный 
сдвиг. С целью уменьшения скачков смещений на 
границах квадратов необходимо проводить усредне-
ние смещений. Чем больше степень перекрытия квад-
ратов, тем более сглаженной получается карта сме-
щений, но вместе с тем возрастает время работы. 

В качестве входных данных рассматривается пара 
изображений 1( )I x


, 2 ( )I x


 и карта смещений ( , )d x 

  
. 

Вектор 


 есть вектор параметров, задающий модель 
карты смещений. Ниже рассматриваются две модели 
карты смещений: сдвиг и преобразование подобия.  

Сдвиг: 
( , )x yt t 


,          (2) 

( , )d x lt 
   

,          (3) 
 

где x


– некоторые известные координаты пикселя в 
изображении; tx, ty – смещение пикселя между изо-
бражениями по координатам. 

Преобразование подобия: 
 

( , , , )x yt t   


,          (4) 

( , ) (1 )d x R x lt x     
     ,  (5) 

cos sin
sin cos

R

  
     

,   (6) 

 

где λ – коэффициент масштабирования изображения; 
φ – угол поворота изображения. 

Параметр l вводится для обезразмеривания компо-
нент 


 и приведения их значений к одному порядку 

величины так, что каждая компонента не превосходит 
нескольких десятых. Его численное значение полага-
ется равным размеру диагонали изображения: 

 

2 2l w h  ,             (7) 
 

где w и h – ширина и высота изображения соответст-
венно. В обоих случаях 
 

( ,0) 0d x 
 

.       (8) 
 

Поиск карты смещений сводится к поиску 


. 
Пусть ( ) 

  обозначает интеграл от квадрата разности 
второго и преобразованного первого изображений: 

 

    2

1 2( ) ( , )I x d x I x dx


     
     , 

    2

1 2( ) ( , )I x d x I x dx


     
     ,          (9) 

 

где  – размеры изображения. 
Ниже используется обозначение 
 

( , )y x d x  
    .    (10) 
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Требуется найти 


, минимизирующий ( ) 
 : 

 

      1
1 22 0

I y yI y I x dx
y

 
  

  
   

  .      (11) 
 

Ниже используются обозначения 
 

 1T I y
g

y








 ,           (12) 

( , )y d xY   
 
 

  
  .  (13) 

 

В предположении сглаженности 1( )I x


, малого от-
личия x  от y  и с учетом (8) с точностью до членов 
первого порядка получается: 

 

( ) ( )g y g x
    ,      (14) 

1 1( ) ( ) ( , )I y I x g y x  
     ,  (15) 

y x Y  
  .         (16) 

 

Используя (15), (16), уравнение (11) переписыва-
ется в виде 

 1 2( ) ( ) 0T TI x I x g Y g Ydx


   
     .         (17) 

 

Из (17) получается линейная система относитель-
но 


: 
А b 
 

,   (18) 
где 

T T TA Y gg Y dx


 
  ,   (19) 

 2 1( ) ( ) Tb I x I x Y gdx


 
     .       (20) 

 

Поиск решения системы (18) требует аккуратно-
сти, так как изображение (или его фрагмент) может не 
обладать достаточно выраженной текстурой для дос-
товерного определения 


. Идея состоит в том, чтобы 

оценить погрешность матрицы A по априорному зна-
чению шума n на изображении и радиусу сглажива-
ния σ исходных изображений. Далее система (18) ре-
шается с применением SVD-разложения и сингуляр-
ные числа меньшего порогового обнуляются [2]. Для 
оценки порогового сингулярного числа матрицы А 
рассмотрим случайное изображение с дисперсией ин-
тенсивности пикселей <n2> и нулевым средним зна-
чением: <n> = 0. В случае отсутствия границ в ло-
кальной области для σ → 1 выполняется оценка для 
дисперсии производных рассматриваемого изображе-
ния [2]: 

2 2
2

42 8
g n   

  



.   (21) 

 

Оценка (21) может быть легко получена путем пе-
рехода в спектральную область. Рассматриваемое 
изображение можно представить в виде спектра одно-
родной и случайной функции, дисперсия которой              
может быть вычислена из теоремы о равенстве инте-
грала от квадрата модуля сигнала интегралу от квад-
рата его спектра. Дифференцирование изображения 
сводится к умножению его спектра на соответствую-
щую производную функции Гаусса, что позволяет 

оценить 2 . Зная модель искомого преобразования и 
оценку (21), можно оценить минимальное сингуляр-
ное число матрицы А: 

2 2
minS l wh  .    (22) 

 

Сингулярные числа матрицы А, меньшие Smin, 
должны быть обнулены при вычислении псевдооб-
ратной матрицы. В случае оценки минимального син-
гулярного значения при работе с фрагментом пере-
менными w, h, l в выражении (22) обозначены разме-
ры фрагмента. 

Приведем конкретные модели карт смещений и 
алгоритм совмещения изображений, полученные на 
основе аналитических выкладок. 

Сдвиг: 
0

0
l

Y
l

 
  
 

.   (23) 

Преобразование подобия: 
 

0
.

0
l x y

Y
l y x

 
   

  (24) 
 

Алгоритм совмещения изображений: 
Вход: первое изображение I1, второе изображение 

I2. 
Выход: преобразование, переводящее первое изо-

бражение во второе изображение. 
Шаг 1. Вычислить производные первого изобра-

жения путем свертки c функцией Гаусса. Полуширина 
функции Гаусса должна быть порядка ожидаемых 
значений в карте смещений. 

Шаг 2. Составить матрицу А системы согласно 
выражению (19). 

Шаг 3. Составить правую часть b


 в соответствии с 
выражением (20) и решить систему уравнений (18). 

Шаг 4. Преобразовать второе изображение соглас-
но обращенному преобразованию, построенному 
из


. Это исключает необходимость пересчета А на 
каждой итерации. 

Шаг 5. Если модуль вектора 


 не превышает за-
данной величины, то перейти к шагу 7. 

Шаг 6. Перейти к шагу 3. 
Шаг 7. Конец алгоритма. 
Как можно видеть из тестов (см. рисунок), для ку-

сочно-гладких поверхностей алгоритм работает удов-
летворительно. Неверные значения получаются вбли-
зи границ объектов. Время работы алгоритма пропор-
ционально числу пикселей на изображениях. 

Рассмотренный алгоритм имеет два слабых места: 
во-первых, на границах объектов находятся непра-
вильные значения смещений, во-вторых, предлагае-
мый подход в принципе неприменим в случае нали-
чия мелких, расположенных близко к камере объек-
тов. Это связано с тем, что на «низких» разрешениях 
объект пропадает, а при высоком разрешении сдвиг 
объекта получается слишком большой, чтобы предла-
гаемый алгоритм мог его зафиксировать. Однако ана-
лиз разностного кадра может выявить подобные про-
блемные объекты, и для них возможно применение 
других методов в качестве пост-обработки.  
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Изображение сцены тестовой видеопоследовательности после работы алгоритма (слева);  
один из кадров тестовой видеопоследовательности до работы алгоритма (справа) 

 
Следует отметить также, что в результате работы 

алгоритма получены взаимно-однозначные соответст-
вия между парами пикселей первого и второго изо-
бражения, верные для значительного количества то-
чек изображения (исключая области затенения, occlu-
sions). Это создает возможность использовать устой-
чивые методы для нахождения фундаментальной мат-
рицы в эпиполярной геометрии. Таким образом, воз-
можен второй проход алгоритма, выполняемый при 
наложенных эпиполярных ограничениях. 

Необходимо отметить, что в качестве исходных 
данных для построения карты смещений также можно 
использовать данные, полученные с помощью аппа-
рата особых точек или с использованием аппарата 
глобального поиска. Недостаток алгоритмов, исполь-
зующих как основу особые точки, – низкая произво-
дительность, что обусловлено высокой вычислитель-
ной сложностью операций по поиску (Feature 
Selection) и сопровождению (Feature Tracking) особых 
точек [3]. Преимущество подобных алгоритмов за-
ключается в высокой надежности определения ло-
кального движения. Алгоритмы глобального поиска 
определяют оптимальное преобразование без исполь-
зования информации о локальном движении [4]. Вы-
числительная сложность этих алгоритмов чрезвычай-
но высока, что практически исключает возможность 
их применения для решения реальных задач. 

Таким образом, на этом этапе имеются два час-
тично перекрывающихся изображения I1 и I2; карта 
смещений, представляющая собой массив векторов 
смещений (Δx, Δy); а также преобразование, перево-
дящее первое изображение во второе (преобразование 
подобия или сдвига). 

Массив векторов, найденный алгоритмом опреде-
ления движения, имеет некоторые характерные свой-
ства, а именно: вектор движения с большой вероятно-
стью найден неверно, если: 1) ошибка определения 
вектора движения велика (поскольку это означает, что 
сопоставленные блоки мало похожи); 2) вектор дви-
жения значительно отличается от соседних векторов 
(следует из гладкости поля векторов движения); дис-
персия окрестности мала (как правило, в этом случае 
блок мало отличается от соседних окрестностей). Ис-
ходя из этого, следует ввести оценку качества или до-
верия, учитывающую особенности поля векторов. 

В работе [5] для определения надежности векторов 
движения предлагается ввести функцию доверия сле-
дующего вида: 

1

, , ,2
,

x y x y x y
x y

bfb a e c
d


 

      
 

,       (25) 

 

где a, b, c – параметры; ,x ye – ошибка определения 
вектора движения (сумма абсолютных разностей яр-
костей пикселей окрестностей вектора в позиции (x, y) 
из текущего кадра и сопоставленной окрестности из 
предыдущего кадра; ,x yd  – дисперсия окрестности в 
позиции (x, y) из текущего кадра; ,x y – среднеквадра-
тичное отклонение вектора движения в позиции (x, y) 
от соседних векторов (26): 

 

    1 1 2 2

, , , , ,
1 1

1
4

X X Y Y
x y x y x i y j x y x i y j

i j
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      ,  (26) 

 

где ,
X
x yp , ,

Y
x yp  – проекция вектора движения в пози-

ции (x, y) на ось абсцисс и ординат соответственно.           
В работе [5] приводятся следующие значения пара-
метров функции доверия: a = 0,25; b = 32; c = 1, полу-
ченные экспериментальным путем. Вектора движения 
с малым значением функции доверия отбрасываются, 
остальные вектора составляют множество надежных 
векторов. 

При формировании изображении сцены Is  следует 
принимать во внимание особенности карты смеще-
ния. Карта смещения отображает только вектора для 
сходных (подобных) точек, находящихся на перекры-
вающихся изображениях I1 и I2. В связи с этим для то-
чек, вновь появившихся или исчезнувших объектов, 
вектора смещений будут отсутствовать. На карте 
смещения отображение таких точек будет иметь вид 
вектора нулевого размера.  

Для генерации сцены на основе карты смещения 
возможно использование двух подходов. Суть перво-
го подхода заключается в том, что осуществляется 
достройка начального кадра, в ходе которой происхо-
дит расширение границ и заполнение новых блоков 
информацией по данным с вновь считанного кадра и 
претерпевшим определенные преобразования. Второй 
подход заключается в том, что для каждого нового 
кадра изменение размера происходит путем добавле-
ния так называемого шлейфа, полученного в резуль-
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тате трансформации граничной информации с преды-
дущих кадров, и сопоставлением. 

Поскольку при построении полного изображения 
сцены для нас наибольший интерес представляет об-
ласть на границах кадра, то для повышения быстро-
действия целесообразно использовать граничные дан-
ные для анализируемого кадра. Принимая во внима-
ние возможность неравномерного движения на гра-
ницах кадра, нужно проводить расчет параметров 
смещения для анализируемых регионов, однако внут-
ри самого региона может также существовать нерав-
номерность. Исходя из вышесказанного, в качестве 
базиса для формирования изображения сцены решено 
применять информацию о векторах локального дви-
жения для сегментов и данные о преобразованиях по-
добия и сдвига.  

Общий алгоритм для формирования изображения 
сцены на основе карты смещения будет состоять из 
следующих шагов. 

Шаг 1. Формирование предварительных гранич-
ных сегментов. На данном шаге в зависимости от 
размера анализируемой области формируются гра-
ничные сегменты с шириной и высотой соответствен-
но Wω × Wh, вычисляемыми из размерности кадра пу-
тем деления на 8, и происходит генерация карты сег-
ментов Msegm, учитывающих их пространственное по-
ложение в соответствии с начальным делением.  

Шаг 2. Расчет векторов локального движения из 
кадра I1 в кадр I2. В ходе этого шага происходит рас-
чет среднего, максимального и минимального векто-
ров движения для каждого сегмента. Для расчета 
среднего вектора движения можно выбрать следую-
щие пути получения значения VSsi: как среднего 
арифметического или медианного значения из соот-
ветствующих элементов массива смещений.  

Шаг 3. Анализ векторов локального движения и 
формирование векторов смещения. На этом шаге для 
каждого сегмента анализируются локальные вектора 
движения из кадра I1 в кадр I2 и вычисляются рас-
стояния от сопоставимого сегмента для кадра I2 с гра-
ницами кадра I2. 

Шаг 4. Анализ полученных векторов смещения 
для всех сегментов и формирование карты расшире-
ния Mscale. Данная карта формируется как прямоуголь-
ная область, учитывающая максимально возможное 
смещение для каждого сегмента. По завершении ге-
нерации карты расширения производится разметка 
неиспользуемых областей, т. е. тех областей, в кото-
рых движение однозначно не определено. 

Шаг 5. Заполнение изображения сцены на основе 
карты расширения и векторов смещения с учетом 

возможного преобразования. Для каждого вектора 
смещения (Δx, Δy) окрестности (x, y), не равного ну-
лю, перенести эту окрестность в изображение сцены. 
Для каждого вектора смещения (Δx, Δy) окрестности 
(x, y), равного нулю, проанализировать соседние век-
торы. Используя данные соседних векторов, вычис-
лить местоположение такой окрестности в изображе-
нии сцены. Затем поместить окрестность в изображе-
ние сцены, используя вычисленное местоположение. 

После работы алгоритма формирования сцены 
имеется изображение сцены некоторой высоты и ши-
рины в виде массива пикселей. Достоверность этого 
изображения, построенного на основе нескольких со-
седних кадров одной сцены видеопоследовательно-
сти, можно оценить визуально с помощью экспертной 
оценки. На рисунке приведен результат работы алго-
ритма после обработки сцены тестовой видеопосле-
довательности, а также найденное поле векторов дви-
жения. 

 

Таким образом, результатом исследовательской 
работы является алгоритм формирования изображе-
ния сцены на основе соседних кадров сцены видео-
последовательности. Предлагаемый алгоритм приме-
ним для решения многих актуальных задач, например, 
для построения панорамного изображения, стабили-
зации и сжатия видеопоследовательности, а также ре-
конструкции видеопоследовательности в системах 
видеоредактирования и электронных видеоархивах. 
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SCENE IMAGE CONSTRUCTION BY WAY OF IMAGE SEQUNCE SUPERPOSITION 

 
In paper it is presented concept of scene image construction by way of video sequence frames or photo shot series 

superposition. Frame superposition based on construction of disparity map imaged vectors of shift blocks 
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СПОСОБ ФОРМИРОВАНИЯ ПОМЕХОЗАЩИЩЕННЫХ СИГНАЛОВ 
 
Рассмотрен способ формирования широкополосных сигналов (ШПС) с непосредственным расширением 

спектра, при котором псевдослучайная последовательность (ПСП) модулируется не гармонической несущей, а 
биортогональной вейвлет-функцией (W). Показано, что данный способ модуляции ПСП приводит к значитель-
ному расширению ширины полосы спектра полученного сигнала. Проведен сравнительный анализ относитель-
ной помехозащищенности сигналов, модулированных биортогональной вейвлет-функцией, и ФМ-2 (BPSK). 

 
Ключевые слова: псевдослучайная последовательность, широкополосный сигнал, методы формирования и 

модуляции сигнала, помехозащищенность. 
 
Интенсивное развитие систем связи различного 

назначения в условиях сильной загруженности час-
тотного диапазона приводит к необходимости разра-
ботки новых типов сигналов. По сообщениям [1; 2], 
участились случаи несанкционированного использо-
вания ресурсов систем связи. Для борьбы с этими          
негативными факторами постоянно ведется доработ-
ка имеющихся и формирование новых типов сигна-
лов. Согласно требованиям, предъявляемым к новым 
сигналам, они должны обладать следующими каче-
ствами: 

– способностью противостоять организованной 
помехе (т. е. обеспечивать связь в условиях сложной 
радиоэлектронной обстановки); 

– широкой полосой сигнала, обеспечивающей 
сложность обнаружения («скрытность») сигнала; 

– электромагнитной совместимостью с другими 
системами связи за счет формирования сигнала, рабо-
тающего «ниже» уровня шума [3]. 

Под помехозащищенностью понимают способ-
ность системы противостоять воздействию мощных 
помех. Помехозащищенность включает в себя скрыт-
ность системы связи и ее помехоустойчивость [4]. 

В настоящее время наиболее распространены сле-
дующие способы формирования помехоустойчивых 
сигналов. 

1. Формирование сложных сигналов с помощью 
частотно-временного кодирования [3]. 

2. Псевдослучайное формирование сложных дис-
кретных частотно-манипулированных сигналов [3; 4]. 

3. Псевдослучайная перестройка рабочей частоты 
[5]. 

4. Модуляция несущей частоты бинарными псев-
дослучайными последовательностями (ПСП) [6]. 

Анализ известных источников литературы [3–6] 
показал, что наиболее перспективными являются ме-
тоды, основанные на модуляции несущей частоты би-
нарными псевдослучайными последовательностями 
(ПСП) [6]. Псевдослучайная бинарная последователь-
ность заданной длительности – это последователь-
ность, сформированная по определенным правилам из 
дискретных элементов 0 и 1 так, чтобы ее корреляци-
онные свойства были близки к соответствующим 
свойствам шумовой реализации той же длительности. 

Такие последовательности обладают следующими 
свойствами: 

– М-последовательность является периодической, 
с периодом, состоящим из N символов; 

– боковые пики периодической автокорреляцион-
ной функции сигналов, образованных М-последо-
вательностью, равны (1/N). 

Сформированная данным способом последова-
тельность используется для формирования высоко-
частотного широкополосного сигнала. Если получен-
ную последовательность сложных информационных 
символов подать на модулятор и выполнить манипу-
ляцию одного из параметров несущего колебания, то 
в результате образуется сложный сигнал, свойства и 
структура которого полностью определяются свойст-
вами поданной последовательности и видом выбран-
ной модуляции.  

В статье проведен анализ использования в качест-
ве модулирующей функции негармонической биорто-
гональной вейвлет-функции.  

В общем случае биортогональные (рис. 1) вейвлет-
функции [7] используют два дуальных вейвлет-базиса 

 ,m k t  и  ,*m k t , которые удовлетворяют требова-
нию биортогональности скалярного произведения 
этих вейвлетов: 

 

    , , , ; ,* , * .m k m k m k m kt t              (1) 
 

Для оценки помехозащищенности сигналов, моду-
лированных биортогональными вейвлет-функциями, 
было проведено моделирование [8], которое включает 
сравнительный анализ помехозащищенности сигна-
лов, модулированных биортогональными вейвлет-
функциями, и широкополосных сигналов ФМ-2. 

В качестве расширяющей последовательности ис-
пользовалась ПСП Голда длиной 31. Скорость пере-
дачи (V) информационного символа при этом состав-
ляла 1 кбит/с . 

Согласно [9], полиномы для псевдослучайной по-
следовательности Голда длиной 31, имеют следую-
щий вид (рис. 2): 

– для верхнего плеча схемы:   5 2
1 1g p p p   ; 

– для нижнего плеча схемы:   5 4
2g p p p    

2 1p p   . 
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Сформированы следующие сигналы: получен-
ный при модуляции данной ПСП сигнал ФМ-2 
(BPSK) (рис. 3); сигнал c той же длиной ПСП, но 
модулированный биортогональной вейвлет-функ-
цией (рис. 4).  

Анализ полученных спектров (рис. 5, 6) показал 
увеличение ширины полосы сигнала, модулированно-
го биортогональной вейвлет-функцией, в 10 раз, по 
сравнению с шириной полосы сигнала, модулирован-
ного ФМ-2 (BPSK).  

 
 

 
 

Рис. 1. Общий вид биортогонального вейвлета 
 

 

 
 

Рис. 2. Схема реализации последовательности Голда в Simulink MatLab 
 

 

 
 

Рис. 3. Сигнал, модулированный BPSK 
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Рис. 4. Сигнал, модулированный биортогональной вейвлет-функцией 

 
 

 
Рис. 5. Спектр сигнала, модулированного BPSK  

 

 
Рис. 6. Спектр сигнала, модулированного биортогональной вейвлет-функцией 
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При этом увеличение помехозащищенности, со-
гласно [5; 6], пропорционально увеличению ширины 
полосы сигнала. Для количественной оценки величи-
ны относительной помехозащищенности рассмотрена 
система связи со следующими параметрами: 

– общая ширина полосы системы связи 
70 МГцf  ; 

– тактовая частота информационного сигнала 
ТИ 9,6 кГц;f  ; 

– скорость передачи символов сим 9,6 кбит/cV  . 
Расчет относительной помехозащищенности при 

использовании биортогональной вейвлет-функции, 
проведен согласно [6]: 

 
ТШ

0 W ШПС 2
C ТИ 0

,
M fП

f h





  (2) 

 

где ТШf  – тактовая частота ПСП; ТИf  – тактовая час-
тота информационного сигнала; M  – величина, пока-
зывающая, во сколько раз ширина спектра сигнала, 
модулированного вейвлет-функцией, больше сигнала, 
модулированного BPSK. 

Максимально возможное число каналов в рассмат-
риваемой системе связи рассчитывалось по формуле 

 

 W ШПС
ТИ ПСП

FK
M f N




 
.     (3) 

 

Значения относительной помехозащищенности 
0П , тактовой частоты ПСП ТШf , числа каналов K  

для сигналов, модулированных ФМ-2 (BPSK) и биорто-
гональной вейвлет-функцией при различной длине ко-
дирующей ПСП ПСПN , приведены в таблице. 

Сравнение графиков относительной помехозащи-
щенности сигналов, полученных обоими способами, 
от тактовой частоты ПСП (рис. 7) и числа каналов 
(рис. 8), показало, что при одинаковой длине ПСП 
сигналы, модулированные биортогональной вейвлет-
функцией, обладают большей относительной помехо-
защищенностью по сравнению с сигналами, модули-
рованными ФМ-2 (BPSK). Выигрыш относительной 
помехозащищенности сигналов, модулированных 
биортогональной вейвлет-функцией, составляет по-
рядка 10 дБ. Однако число каналов связи, которые 
можно реализовать в данной системе при использова-
нии такого широкополосного сигнала, сокращается в 
10 раз. 

Итак, результаты проведенных исследований по-
казали, что рассматриваемый способ формирования 
широкополосных сигналов позволяет повысить отно-
сительную помехозащищенность. Результаты матема-
тического моделирования показали, что выигрыш по-
мехозащищенности обусловлен увеличением ширины 
полосы сигнала, модулированного биортогональной 
вейвлет-функцией. Предложенный способ формиро-
вания широкополосных сигналов является наиболее 
эффективным для систем связи или передачи инфор-
мации, когда требуется высокая скрытность и поме-
хозащищенность. 

 
 

Рис. 7. График зависимости относительной  
помехозащищенности от тактовой частоты ПСП  

для разных типов сигналов 
 

 
 

Рис. 8. График зависимости относительной помехозащи-
щенности от числа каналов для разных типов сигналов 
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Сравнение относительной помехозащищенности разных типов сигналов 
 

ПСПN  31 63 127 255 511 

ТШ ,МГцf  0,298 0,605 1,219 2,448 4,906 

BPSKK  241 119 59 29 14 

 W ШПСK  26 13 6 3 1 

0BPSKП ,дБ  4,41 7,49 10,54 13,57 16,58 

 0 W ШПСП ,дБ  13,96 17,04 20,08 23,11 26,13 
 
 

A. V. Kuzovnikov, V. G. Somov, V. I. Lavrov, A. L. Deryabin, V. А. Anzhina 
 

METHOD OF FORMING OF NOISE-STOP SIGNALS 
 
The article considers way of generation of broad-band signals (BBS) with direct expansion of a spectrum at which 

the pseudo-random sequence (PRS) is modulated not with harmonious bearing but with biorthogonal wavelet-function. 
It is shown, that this way of modulation PNS leads to considerable dilation of a bandwidth of a spectrum of the received 
signal. Comparative analysis of relative jam-protection of PSK BBS and wavelet (W) BBS signals is carried out. 

 
Keywords: pseudorandom sequence, broad-band signal, methods of forming and modulation of signals, jam-

protection. 
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А. В. Лопатин, Р. А. Удальцов 
 

СИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ* 
 
Решена задача определения частоты симметричных колебаний трехслойной пластины с одинаковыми ком-

позитными несущими слоями и ортотропным заполнителем. Основное дифференциальное уравнение четвер-
того порядка получено с помощью принципа Гамильтона. Приведена формула для частоты симметричных ко-
лебаний трехслойной пластины с шарнирно-закрепленными несущими слоями. 
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Колебания трехслойных пластин отличаются 

большим разнообразием форм движения несущих 
слоев и заполнителя. Наиболее изученными из них 
являются поперечные изгибные колебания, при кото-
рых оба несущих слоя и заполнитель движутся в одну 
сторону. Вместе с тем трехслойные пластины могут 
совершать колебания, формы которых отличаются от 
форм поперечных колебаний. К ним относятся сим-
метричные колебания  трехслойных пластин с одина-
ковыми несущими слоями. При таких колебаниях 
срединная плоскость пластины не движется, а несу-
щие слои и части заполнителя, лежащие по разные 
стороны срединной плоскости, движутся в противо-
положных направлениях. Очевидно, что для модели-
рования симметричных колебаний трехслойных пла-
стин необходимо учитывать податливость заполните-
ля. Отметим, что число исследований, в которых рас-

сматривается влияние податливости заполнителя на 
динамическое поведение трехслойных пластин, неве-
лико. Одним из первых было исследование, выпол-
ненное Фростингом и Томсоном [1]. Анализ решен-
ных к настоящему времени вибрационных задач, в ко-
торых учитывается влияние податливости заполните-
ля на динамическое поведение трехслойных пластин, 
позволяет сделать вывод, что эти исследования дале-
ки от своего завершения и могут быть дополнены но-
выми результатами.  

Уравнения движения. Рассмотрим трехслойную 
пластину, состоящую из двух одинаковых композит-
ных слоев и ортотропного заполнителя. Введем де-
картову систему координат x, y, z, связанную со сре-
динной плоскостью трехслойной пластины. Пусть              
a, b – размеры пластины по осям x и y, а t, h – толщи-
ны несущего слоя и заполнителя. 

 
 
*Работа выполнена при поддержке федеральной целевой программы «Научные и научно-педагогические кадры иннова-

ционной России» на 2009–2013 гг.  
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Для получения дифференциального уравнения  
симметричных колебаний трехслойной пластины вос-
пользуемся вариационным принципом Гамильтона 
[2]. Отметим два положения движущейся пластины – 
в момент времени τ1 и в момент  времени τ2. При этом 
τ2 > τ1. Рассмотрим  далее интеграл действия Гамиль-
тона 

2

1

S L dt




  ,  (1) 

где  L – функция Лагранжа, определяемая следующим 
образом: 

L = T – U,  (2) 
 

где Т – кинетическая  и U – потенциальная энергии 
трехслойной пластины, совершающей симметричные 
колебания.  

Кинетическая энергия пластины определяется 
формулой  

T = Tt + Th,  (3) 
 

где  Tt – кинетическая энергия несущего слоя; Th – ки-
нетическая энергия заполнителя.  

Для потенциальной энергии трехслойной пласти-
ны будем  иметь 

 
U = Ut + Uh,  (4) 

 

где Ut – потенциальная энергия изгиба несущего слоя; 
Uh – потенциальная энергия деформации заполнителя. 

Определим значения кинетической Tt и потенци-
альной Ut энергий несущего слоя, который совершает 
изгибные колебания. Выражения для Tt и Ut будут 
иметь следующий вид: 
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где τ – время; w = w(x, y, τ) – прогиб несущего слоя; 
D11, D22, D12, D33  – изгибные жесткости ортотропного 
несущего слоя; Bρt – инерциальный параметр несуще-
го слоя [3]. 

Кинетическая и потенциальная энергии заполни-
теля как трехмерного ортотропного тела определяют-
ся следующими выражениями: 
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где ρh – плотность материала заполнителя; ux, uy,            
uz – перемещения вдоль осей x, y, z; σx, σy, σz – нор-
мальные напряжения; τxy, τxz, τyz,  – касательные  на-

пряжения; ex, ey, ez  – продольные деформации; exy, exz, 
eyz  – деформации сдвига. 

Компоненты напряжений и деформаций в орто-
тропном заполнителе связаны между собой законом 
Гука: 

/ / / ,
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где Еx, Еy, Еz – модули упругости материала;  Gxy, Gxz, 
Gyz – модули сдвига; νxy, νxz, νyx, νyz, νzx, νzy  – коэффи-
циенты Пуассона. 

Деформации и перемещения в заполнителе связа-
ны между собой геометрическими соотношениями 
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Напряжения, деформации и перемещения, возни-
кающие в заполнителе, являются в общем случае 
функциями трех координат и времени. Это обстоя-
тельство существенно затрудняет получение как ана-
литического, так и численного решений рассматри-
ваемой динамической задачи. Однако симметричные 
колебания обладают особенностью, которая позволит 
значительно упростить исходные уравнения для за-
полнителя. Дело в том, что при таких колебаниях пе-
ремещение uz значительно больше перемещений ux и 
uy, появление которых обусловлено только эффектом 
Пуассона. Поэтому в рассматриваемой задаче можно 
принять, что в заполнителе тангенциальные переме-
щения отсутствуют, т. е.  

 

ux  = 0,  uy  = 0.             (14) 
 

Отметим, что при симметричных колебаниях до-
пущение (14) будет заметно нарушаться только в не-
большой области около краев заполнителя х = 0, a  и  
y = 0, b. 

Подставляя равенства (14) в геометрические соот-
ношения (13), будем иметь 

0, 0,x ye e                 (15) 
0,xye              (16) 

/ , / , / .z z xz z yz ze u z e u x e u y                 (17) 
 

C учетом уравнений (15) и (16) выражение (8), оп-
ределяющее потенциальную энергию деформации за-
полнителя, примет вид 
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Выразим напряжения, входящие в формулу (18), 
через деформации. Для определения σz воспользуемся 
соотношениями (9) и (10). Учитывая равенства (15), 
из уравнений (9) выразим напряжения σx и σy  через 
напряжение σz. Подставляя полученный результат в 
формулу (10), будем иметь 
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,z z zE e    (19) 
 

где zE  – приведенный модуль упругости материала 
заполнителя в направлении оси z: 
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Трансверсальные напряжения τxz  и τyz определим 
из физических соотношений (12): 

 

, .xz xz xz yz yz yzG e G e         (21) 
 

Подставим равенства (19) и (21) в формулу (18) и 
заменим деформации, используя геометрические со-
отношения (17). Тогда для потенциальной энергии 
деформации заполнителя будем иметь 
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Подставляя равенства (14) в формулу (7), получим 
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Таким образом, потенциальная и кинетическая 
энергии  заполнителя зависят только от перемещения 
uz. При симметричных колебаниях трехслойной пла-
стины функция uz должна удовлетворять следующим 
условиям: 

   , , , / 2,
, , ,
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 (24) 

 

Учитывая эти условия, представим перемещение 
uz  в следующем виде 

     , , , , , .zu x y z f z w x y    (25) 
 

Здесь функция f(z) задает характер распределения 
перемещений uz  по толщине заполнителя. Из уравне-
ний (24) и (25) следует, что f(h/2) = 1 и f(0) = 0. При 
этом зависимость f(z) должна обладать возможностью 
регулировать закон затухания перемещения по тол-
щине заполнителя. Поэтому зададим f(z) в следующем 
виде: 

 

    / / 2 ,f z z h


   (26) 
 

где ξ – неизвестный, подлежащий определению пара-
метр, который задает характер затухания нормального 
перемещения по толщине заполнителя. Изменение 
параметра ξ  приводит к изменению характера затуха-
ния перемещения uz от величины прогиба несущего 
слоя w до 0. При ξ = 1 функция f(z) определяет линей-
ный закон затухания uz по толщине заполнителя. При 
ξ > 1 основное затухание uz происходит в сужающей-
ся зоне, которая приближается к несущему слою пла-
стины. При ξ < 1 зона затухания uz увеличивается и 
смещается к срединной плоскости пластины. Таким 

образом, параметр ξ позволяет изменять размеры зо-
ны заполнителя, в которой происходит затухание пе-
ремещения uz. Величина ξ  будет вычисляться в про-
цессе определения частоты симметричных колебаний 
трехслойной пластины. 

Подставляя равенства (25) и (26) в выражения (22) 
и (23) и выполняя интегрирование, получим 
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   / 2 .h hB h                   (30) 
Функции φ(ξ), θ(ξ) определяются следующим об-

разом: 
       2 / 2 1 , 1 / 2 1 .          (31) 

 

В равенствах (29) и (30) Rz, Kx, Ky – жесткостные 
параметры заполнителя; Bρt – инерциальный параметр 
заполнителя. Выражения (27) и (29) определяют по-
тенциальную энергию деформации и кинетическую 
энергию заполнителя в соответствии с допущением об 
отсутствии тангенциальных перемещений при сим-
метричных колебаниях пластины. 

При известных значениях потенциальной и кине-
тической энергий несущего слоя и заполнителя опре-
делим функцию Лагранжа для всей пластины. Под-
ставляя уравнения (3), (4) в равенство (2), получим 

 

L = Tt + Th – (Ut + Uh).        (32) 
 

Учитывая формулы (5), (6), (27) и (28), представим 
функцию Лагранжа (32) в следующем виде: 
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Подставляя (33) в (1), будем иметь 
 

2

1

2 2 2

2 2
0 0

, , , , , , .
a b w w w w w wS w dxdy

x y x y x y





      
         
    (35) 

 

В соответствии с принципом Гамильтона, инте-
грал действия (35) в промежутке времени τ2 – τ1 для 
действительного движения трехслойной пластины 
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имеет стационарное значение. Тогда вариация функ-
ционала (35) равна нулю, т. е. 

 

0.S     (36) 
 

Уравнение, описывающее симметричные колеба-
ния трехслойной пластины, является уравнением Эй-
лера для функционала (35). Это уравнение имеет сле-
дующий вид: 
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Подставляя (34) в (37), будем иметь 
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Уравнение (38) представляет собой основное диф-
ференциальное уравнение симметричных колебаний 
трехслойной пластины.  

Рассматривая свободные колебания трехслойной 
пластины, представим прогиб несущего слоя в сле-
дующем виде: 

   , , , ,iw x y w x y e     (39) 
 

где i – мнимая единица; ω – круговая частота колеба-
ний; w(x, y) – функция формы, описывающая моды 
колебаний несущего слоя. 

Получим уравнение для определения формы не-
сущего слоя при симметричных колебаниях. Подстав-
ляя (39) в (38), будем иметь 
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 (40) 

Здесь и далее w = w(x, y). 
Трехслойная пластина с шарнирно-закреплен-

ными несущими слоями. Определим частоту сим-
метричных колебаний трехслойной пластины, у кото-
рой края несущих слоев шарнирно закреплены. Пред-
ставим решение уравнения (40) в следующем виде: 

 

1 1

sin sin ,mn m n
m n

w w x y
 

    (41) 
 

где m, n – число полуволн вдоль осей x и y соответст-
венно; λm  = mπ/a, λn  = nπ/a, wmn  – неизвестные числа. 

Подставляя (41) в (40), получим 
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где ωmn  – частота колебаний, соответствующая номе-
рам mn. 

Приведем уравнение (42) к безразмерному виду. 
Для этого умножим его на a2b2 и разделим на 
(D11D22)1/2. В результате преобразований получим 

 

 ηmn  = ζmnγmn.          (43) 
Здесь  

 4 4 2 2 42 / ,mn m m n n          (44) 
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Равенство (48) определяет безразмерный частот-
ный параметр ηmn несущего слоя как отдельной пла-
стины, не связанной с заполнителем. В формуле (43) 
величина γmn характеризует степень влияния заполни-
теля на частотный параметр несущего слоя. Величина 
ζmn при этом определяет частотный параметр только 
пластины несущего слоя. На самом деле, если запол-
нитель отсутствует, то из формул (29), (30) и (47) сле-
дует, что rx = 0, ry = 0, tz = 0 , rρ = 0. В этом случае из 
равенства (45) будем иметь γmn = 1. Тогда ηmn = ζmn. 
Используя формулы (29) и (30), представим равенства 
(47) в следующем виде: 
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Здесь 
px = Gxzha2/(2D11),   py = Gyzhb2/(2D22), 

sz = 2Ēa2 b2/(h(D11 D22)1/2), 
 / 2 .h tp p h B                  (50) 

 

Подставляя (49) в (45), будем иметь 
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Учитывая равенство (51), запишем выражение (43) 
в следующем виде: 

 

 .mn mn mn       (52) 
 

Таким образом, частотный параметр зависит от 
параметра ξ, который задает характер затухания нор-
мального перемещения по толщине заполнителя. 

Определим частоту симметричных колебаний 
трехслойной пластины. Из равенства (48) будем иметь 
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Подставляя (52) в (53), получим  
 

  ,mn mn mnt       (54) 
 

где ψmn(ξ) = (γmn(ξ))1/2. Величина ωmnt, представляющая 
собой частоту колебаний только пластины несущего 
слоя, определяется следующим выражением: 
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11 22 ,mn
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t
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    (55) 

где λmn= (ζmn)1/2. 
Из формулы (54) видно, что частота симметрич-

ных колебаний трехслойной пластины  зависит от ве-
личины ξ. Истинное значение частоты колебаний для 
каждой комбинации m и n может быть получено с по-
мощью процедуры минимизации по параметру ξ.           
В этом случае 

,mn mn mnt            (56) 
где 

 min ,
l r

mn mn 
         (57) 

где ξr – ξl – диапазон изменения параметра ξ. 
Формула (56) определяет частоту симметричных 

колебаний трехслойной пластины. Как видно, частота 
колебаний ωmn представляет собой произведение час-
тоты колебаний несущего слоя ωmnt и частотного ко-
эффициента φmn, который учитывает динамическое 
поведение заполнителя. Отметим, что формула (56) 
оказывается особенно удобной для параметрического 
анализа, в котором исследуется влияние геометриче-
ских, упругих и инерциальных параметров трехслой-
ной пластины на частоты колебаний. 

Получим расчетные формулы для трехслойной 
пластины с однородными ортотропными несущими 
слоями. Изгибные жесткости такого несущего слоя 
определяются следующим образом: 
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     (59) 

 

где  Ext, Eyt – модули упругости; Gxyt – модуль сдвига; 
νxyt, νyxt – коэффициенты Пуассона. Для инерциально-
го параметра однородного несущего слоя будем иметь 

,t tB t                      (60) 
где ρt – плотность материала несущего слоя. 

Подставляя (58) и (59) в (46), получим  
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              (61) 

 

Определим далее безразмерные параметры px, py, sz, 
pρ. Учитывая формулы (58) и (60), из равенств (50) 
будем иметь 
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Подставляя  D11 и  D22 из (58) и Bρt из (60) в выра-
жение (55), получим 
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     (64) 

 

Формула (64) определяет частоту колебаний одно-
родного ортотропного несущего слоя. 

Если несущие слои выполнены из изотропного ма-
териала, то для модулей упругости будем иметь 

 

,xt yt tE E E            (65) 

,xt yt tE E E              (66) 

 , 0,5 1 / ,xt t txyt t xyt tE E G E       (67) 
 

где 2(1 );t t tE E    Et – модуль упругости; νt – коэф-
фициент Пуассона. 

Подставляя (65), (66) и (67) в равенства (61), полу-
чим  

2 2/ , 1.b a     (68) 
 

C учетом соотношений (66), выражения (62), оп-
ределяющие безразмерные параметры px, py и sz, при-
мут следующий вид: 
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               (69) 

 

Подставляя (66) в (64) для частоты колебаний изо-
тропного несущего слоя, будем иметь 
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                 (70) 

Структуры трехслойных пластин с композицион-
ными несущими слоями и ортотропным заполнителем 
обладают большим разнообразием геометрических, 
упругих и инерциальных параметров. Каждый из этих 
параметров тем или иным образом может влиять на 
частоты симметричных колебаний. Исследование та-
кого влияния в общем случае является достаточно 
громоздкой задачей. Для того чтобы сделать парамет-
рический анализ обозримым и в то же время проде-
монстрировать возможности разработанной динами-
ческой модели, рассмотрим далее квадратную трех-
слойную пластину с изотропными несущими слоями 
и изотропным заполнителем. Получим расчетные 
формулы для такой пластины. Пусть в заполнителе  

 

,x y z hE E E E                (71) 
,xy xz yz hG G G G                   (72) 

,xy xz yx yz zx zy h              (73) 
 

где Eh, Gh, – модули упругости; νh – коэффициент Пу-
ассона изотропного материала заполнителя. 

С учетом равенства (71) и (73) выражение (20), оп-
ределяющее приведенный модуль упругости материа-
ла заполнителя, примет следующий вид: 
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Подставляя (72) в (69) и учитывая, что a = b и          
zE  = hE , получим 
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                   (75) 

Определим далее для рассматриваемой пластины 
параметры ζmn, λmn и γmn(ξ). Из первого равенства (68) 
при a = b будем иметь α = 1. Подставляя α = 1 и β = 1 
в уравнение (44), получим 

 24 2 2 .mn m n     (76) 

Тогда 
 2 2 2 .mn mn m n        (77) 

 

Подставляя α = 1, px  = py  = p, sz  = s в уравнение 
(51) и учитывая равенство (76), будем иметь 
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    (78) 

 

Частота колебаний квадратного изотропного не-
сущего слоя может быть получена из формулы (70), 
если в ней принять a = b. Тогда 
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 (79) 

 

Частота колебаний трехслойной пластины опреде-
ляется по-прежнему с помощью формулы (56). 

Сделаем еще одно упрощение при решении рас-
сматриваемой задачи. Будем в дальнейшем отыски-
вать частоты колебаний только для случая, когда              
m = n. Получим необходимые расчетные формулы, 
заменяя при этом получающийся двойной индекс mn 
на одинарный индекс m. Из уравнений (76), (77), (78) 
и (79), полагая в них m = n, получим 

4 4 2 24 , 2 ,m mm m       (80) 
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Частота симметричных колебаний рассматривае-
мой трехслойной пластины может быть найдена из 
следующих формул (см. уравнения (56), (57): 

,m m mt         (83) 

 min ,
l r

m m 
          (84) 

где 
   .m m            (85) 

 

Рассмотрим порядок определения частоты колеба-
ний для произвольного номера m. Пусть известны 
размеры a, h, t, упругие характеристики Et, νt, Eh, νh 
(или Gh) и плотности ρt, ρh. С помощью формул (63), 
(75) определим безразмерные параметры pρ, p, s. За-
тем используя равенства (31), (81), (84), выполним 

процедуру минимизации функции ψm(ξ) по параметру 
ξ и найдем коэффициент φm согласно формуле (84). 
Завершая вычисления, определим частоту ωmt  (82) и 
частоту симметричных колебаний трехслойной пла-
стины ωm  (83). 

Выполним верификацию разработанной модели 
симметричных колебаний трехслойной пластины. Для 
этого сравним частоты колебаний, в одном случае по-
лученные с помощью этой модели, а в другом – с по-
мощью метода конечных элементов. Пусть рассмат-
риваемая трехслойная пластина имеет 0,2 м;a   

0,04 м; 0,000 5 м;h t   69 ГПа;tE   0,33t  ; 
165МПа; 0,03125;h рE     32700кг/м ;t   330кг/мh  . 

Определим в примере частоту колебаний fm = ωm/2π 
для m = 1, 3, 5. Результаты расчетов, полученные с 
помощью разработанной модели, имеют следующие 
значения: f1  = 11 800 Гц, f3 = 13 184 Гц, f5 = 15 469 Гц. 

Для определения частот колебаний с помощью ме-
тода конечных элементов был использован пакет 
COSMOS/M. Пластины несущих слоев моделирова-
лись элементами SHELL4, а трехмерный заполнитель 
моделировался элементами SOLID.  

Результаты вычислений частот с использованием 
конечно-элементного моделирования обозначим 

FEM ( 1, 3, 5)mf m  . Были получены следующие значе-
ния частот колебаний: FEM

1 11803 Гц,f   
FEM

3 13191 Гцf  , FEM
5 15 483 Гцf  .  

Сравнение частот колебаний fm и FEM ( 1, 3, 5)mf m   
показывает, что относительная разница между ними 
составляет 0,025; 0,054; 0,090 % соответственно. Это 
дает основание утверждать, что разработанная модель 
позволяет с высокой точностью определять частоты 
симметричных колебаний трехслойной пластины. 
Частотный анализ, выполненный по приведенным 
выше формулам, требует минимальных вычислитель-
ных ресурсов, не сравнимых с вычислительными ре-
сурсами, необходимыми для решения этой задачи ме-
тодом конечных элементов. Преимущества разрабо-
танной модели будут особенно заметны в высокочас-
тотном вибрационном анализе. При высокочастотных 
колебаниях длина полуволны становится заметно 
меньше толщины заполнителя. Если такую задачу 
решать методом конечных элементов, то для реали-
стичного описания движения трехмерного заполните-
ля надо будет использовать элементы очень малого 
размера. Это потребует значительных вычислитель-
ных ресурсов и увеличит время решения. 

 

Таким образом, решена задача о симметричных 
колебаниях трехслойной пластины, структура кото-
рой состоит из двух одинаковых композитных несу-
щих слоев и ортотропного заполнителя. С использо-
ванием вариационного принципа Гамильтона получе-
но дифференциальное уравнение, описывающее дви-
жение трехслойной пластины. При выводе этого 
уравнения были использованы два предположения, 
касающиеся деформирования заполнителя. Согласно 
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первому предположению, в заполнителе отсутствуют 
тангенциальные перемещения. В соответствии со вто-
рым предположением нормальные перемещения в за-
полнителе изменяются от прогиба несущего слоя до 
нуля по нелинейному закону. Были получены форму-
лы, определяющие частоту симметричных колебаний 
трехслойной пластины, у которой края несущих слоев 
шарнирно закреплены. Показано, что частота колеба-
ний трехслойной пластины может быть представлена 
в виде произведения частоты колебаний несущего 
слоя и частотного коэффициента, который учитывает 
динамическое поведение заполнителя. Приведены 
формулы, определяющие величину частотного коэф-
фициента для трехслойных пластин с ортотропными и 
изотропными несущими слоями. С помощью метода 
конечных элементов была выполнена верификация 
разработанной модели симметричных колебаний 
трехслойной пластины. Из сравнения результатов вы-
числений следует, что полученные в работе формулы 

позволяют с высокой достоверностью определять час-
тоты симметричных колебаний трехслойных пластин. 
Разработанная модель дает возможность находить 
частоты с точностью, сопоставимой с точностью ана-
логичных расчетов, выполненных в пакетах 
COSMOS/M, ANSYS. При этом частотный анализ, 
выполненный на основе представленной модели, тре-
бует минимальных вычислительных ресурсов.  
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WRINKLING VIBRATIONS OF SANDWICH PLATE 

 
The task of frequency test of sandwich plate wrinkling vibrations, when plate is composed of two similar composite 

bearing layers and orthotropic filler, is solved in this paper. Hamilton's principle was applied to derive a basic differ-
ential equation of forth order. Frequency formula for symmetrical vibrations of sandwich plate with pinned bearing 
layers is given.  
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ИНВАРИАНТНАЯ ВОЛОКОННО-ОПТИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ПЕРЕДАЧИ 
И ЕЁ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 
Предложен метод борьбы с искажениями, вносимыми волоконно-оптической линией связи. Метод основан 

на использовании инвариантного равенства. Определены основные технические характеристики. 
 
Ключевые слова: инвариантный, волоконно-оптическая система передачи, фотоприемник. 
 
В подавляющем большинстве случаев в волокон-

но-оптических системах передачи (ВОСП) для пере-
дачи информационного сигнала используется класси-
ческая амплитудная модуляция. 

Вероятность ошибочного приема регенераторов 
составляет 10–10 в соответствии с рекомендациями 
Международного союза электросвязи (МСЭ)            
(ITU-T G.707. Network node interface for the                 
Synchronous Digital Hierarchy 2004). В более позд-
них рекомендациях МСЭ (ITU-T G.975. Forward error 
correction for submarine systems. 1996) предлагается 
использовать устройства защиты от ошибок (УЗО), 
работа которых основана на специальном кодирова-
нии сигнала передачи с помощью циклических кодов. 

При скорости передачи 10 Гбит/с и выше создать уст-
ройства защиты от ошибок, работающие в реальном 
масштабе времени, сложно. 

Между тем уменьшение вероятности ошибки 
можно достичь другими способами. Один из них 
предлагается ниже.  

Постановка задачи. Имеем ВОСП (рис. 1). В ка-
честве передатчика используется лазер. В качестве 
приемника используется фотоприемное устройство. 
Для передачи информационного сигнала используется 
второе окно прозрачности. 

Необходимо синтезировать алгоритм передачи 
информационного сигнала, основанный на инвари-
антном способе обработки информации. 
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Решение поставленной задачи. Структура ВОСП 
включает в себя передающие и приемные устройства 
и ВОЛП. 

Следует заметить, что сквозной тракт ВОСП во 
втором окне прозрачности [1] является линейным при 
условии, что мощность на выходе передатчика не 
превышает допустимую величину 1 мВт. Z-
преобразование сигналов приема Y(Z) на выходе ФПУ 
(на i-м блоке обработки) определится по формуле: 

 

Yi(Z) = [G(Z)H0(Z) )H1(Z) )H2(Z)]i ,              (1) 
 

где Gi(Z) – Z-преобразование сигнала передачи на i-м 
блоке обработки; H0i(Z) – передаточная характеристи-
ка формирователя сигналов на i-м блоке; H1i(Z) – пе-
редаточная характеристика волоконно-оптической 
линии передачи на i-м блоке; H2i(Z) – передаточная 
характеристика приемника (ФПУ) на i-м блоке. 

В работе [2] приведено инвариантное равенство, 
справедливое для любого линейного четырехполюс-
ника: 
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                         (2) 

 

Равенство (2) справедливо для физически реали-
зуемых систем, когда знаменатели не равны нулю.  

Любая ВОСП является консервативной системой, 
характеристики которой разделены на интервалы ста-
ционарности. 

Таким образом, 
 

HΣ(i–1) (Z) ≈ HΣi (Z) ≈ HΣ(i+1)(Z) ≈ …,            (3) 
 

где HΣi (Z) = H0i(Z)H1i(Z)H2i(Z) – передаточная харак-
теристика сквозного тракта ВОСП на i-м блоке. 

При подстановке выражения (3) в (2) с учетом (1), 
равенство (2) переходит в тождество. 

При переходе от Z-изображений к амплитудно-
фазовым спектрам имеем: 
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Равенство (4), в свою очередь, распадается на ра-
венство отношений амплитудных спектров и равенст-
во разности цифровых спектров: 
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где Gi(k1) и Gi–1(k1) – амплитудные спектры на вхо-
де формирователя сигналов на i-м и (i–1)-блоках; 
Yi(k1) и Yi–1(k1) – амплитудные спектры на выходе 
ФПУ сигналов на i-м и (i–1)-блоках; i(k1) и i–1(k1) – 
фазовые спектры сигналов на входе формирователя 
сигналов на  i-м и  (i–1)-блоках; i(k1) и i–1(k1) – 
фазовые спектры на выходе ФПУ сигналов на i-м и  
(i–1)-блоках. 

Первое равенство (5) повторяет принцип относи-
тельной амплитудной модуляции (ОАМ), а второе – 
принцип относительной фазовой модуляции (ОФМ). 
Таким образом, для достижения минимальной веро-
ятности ошибки в ВОСП необходимо модулирующий 
параметр «вложить» в отношение Z-изображений 
сигнала передачи на соседних блоках обработки, а на 
приемной стороне модулирующий параметр извлечь, 
путем сравнения соседних блоков. 

Формирование информационных сигналов в такой 
системе осуществляется на входе формирователя сиг-
налов, а демодуляция – на выходе ФПУ. Будем далее 
называть такую систему «инвариантной волоконно-
оптической системой передачи» (ИВОСП). 

Процесс формирования сигналов будет выглядеть 
следующим образом: 
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где G0(Z) – Z-изображение информационного сигнала 
на начальном блоке (сигнал обучения). 

Однако реализовать алгоритм модуляции согласно 
выражению (6) нельзя, так как при длинных сеансах 
связи N → ∞ и нерекурсивный фильтр будет физиче-
ски нереализуемым. Структура формирователя сигна-
лов при N = 4 (рис. 2) содержит четыре блока задерж-
ки, ключ, умножитель БПФ и ОБПФ. Количество от-
водов может быть любым. 

Модулирующий параметр Sмод(nT) в блоке БПФ 
преобразуется в Sмод(Z). 

Процесс формирования сигналов передачи в каж-
дом блоке содержит 2 этапа. На первом этапе ключ 
K1 замкнут. В точке «б» сигнал определится фор-
мулой 
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  .            (7) 
 

На втором этапе ключ K1 разомкнут. В точке «б» 
сигнал (рис. 3) определится как 

 

     
4

0 мод( )
0

'i i k
k

G Z G Z S Z


  .          (8) 
 

В соответствии с законами цифровой фильтрации 
на приемной стороне каждый блок умножается на пе-
редаточную характеристику сквозного тракта. Пред-
ставим Z-изображения сигналов приема в виде 
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Процесс демодуляции заключается в делении пер-
вой части Gi(Z) на Gi'(Z). Тогда 
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.      (10) 

 

Справедливость выражения (10) основана на свой-
ствах относительности среды распространения сквоз-
ного тракта ИВОСП и справедливости выражения (3). 

Структура приемной части ИВОСП приведена на 
рис. 4. 

Следует заметить, что в данном алгоритме произ-
водится компенсация АЧИ и ФЧИ сквозного тракта 
ИВОСП. Это в свою очередь приводит к компенса-
ции дисперсионных свойств ВОЛП, к увеличению 

отношения сигнал/шум и уменьшению вероятности 
ошибки. 

Технические характеристики метода. Необхо-
димо указать достоинства и недостатки разработанно-
го метода. 

К неоспоримым достоинствам можно отнести 
компенсацию АЧИ и ФЧИ среды распространения. 
Это позволяет увеличить длину регенерационного 
участка при сохранении вероятности ошибочного 
приема либо существенно уменьшить вероятность 
ошибки при заданной длине участка регенерации. 

К недостаткам можно отнести увеличение скоро-
сти передачи информационного сигнала. По-
существу, в сигнал передачи введена избыточность, 
что и позволило улучшить качественные показатели. 

Однако наряду с компенсацией АЧИ и ФЧИ на-
блюдается увеличение аддитивных шумов.  

 
 

 
 

Рис. 1. Структура ВОСП 
 
 
 

 
Рис. 2. Структура модулятора ИВОСП 

 
 

 

 
 

Рис. 3. Представление сигнала передачи 
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Рис. 4. Структура демодулятора ИВОСП 
 
Оценим величину собственных шумов, используя 

известное соотношение [3]: 
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     ,            (11) 

где 0 – шаг квантования входного слова; h(nT) – им-
пульсная реакция цифрового фильтра; hj(nT) – им-
пульсная реакция усеченного цифрового фильтра от j-
го источника шума;  – шаг квантования обработки 
сигнала в ЦФ; N – число отводов ЦФ. 

Обычно в расчетах принимают h(nT) = hj(nT) и            
0 = . Тогда выражение (11) упрощается. 

Величина дополнительного собственного шума на 
передаче для N = 4 определится формулой 

 

 
2 2

2 2
собств.ПРД

0

5
5 ,

12 3n
h nT





 
            (12) 

 

а величина дополнительного собственного шума на 
приеме – формулой 

2 2
2
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4
12 3
 

   .                 (13) 
 

Выражения для общей величины дополнительного 
шума запишется как 

2 2 2 2
собств собств.ПРД собств.ПРМ 2         .      (14) 

При поступлении шума канала связи (фотонный 
шум) величина его на выходе блока ОБПФ будет [2]: 

 

 2 2 2 2
доп.КС КС КС

1
2

n
h nT





     ,          (15) 
 

где 2
КС  – мощность шума канала связи. 

 

Таким образом, разработана структура ИВОСП, 
позволяющая компенсировать АЧИ и ФЧИ среды рас-
пространения. Определены технические характери-
стики. Разработанный метод может найти широкое 
применение в волоконно-оптических системах пере-
дачи. 
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М. В. Наумов 
 

ГЕНЕРАЦИЯ ЧАСТИЧНО БЕНТ-ФУНКЦИЙ 
 
Для булевых функций в криптографии важны следующие характеристики: сбалансированность, нелиней-

ность, критерий распространения, корреляционная иммунность, степень и отсутствие ненулевых линейных 
структур. Частично бент-функции – это класс булевых функций, которые представляют интерес, поскольку 
могут обладать ценными криптографическими свойствами. 

Предлагаются два алгоритма генерации частично бент-функций. Эти алгоритмы были реализованы и ис-
следованы; второй из них позволяет улучшать криптографические свойства генерируемых функций. 

 
Ключевые слова: булевы функции, частично бент-функции, корреляционная иммунность. 
 
В работе использованы следующие обозначения. 
Z2 = { 0, 1 }; ,n N  G = { 0, 1 }n – множество всех 

двоичных векторов длины п; 
  – сумма по модулю 2, u v – вектор, каждый 

бит которого равен сумме по модулю 2 соответст-
вующих бит векторов u и v; 

(u, v) = 1 1 ... n nu v u v  – скалярное произведение 
векторов u и v из G; 

f : G → {0, 1} – булева функция от n переменных; 
w( f ) = |{ : ( ) 0s G f s  }| – вес функции  f; 
P2(n) – множество булевых функций от n перемен-

ных; 
( ) ( , )( ) ( 1) f x x s

f
x G

W s 



  – преобразование Уолша–

Адамара функции f, Wf : G → Z; 
NWf  – количество ненулевых значений функции 

Wf (s); 
( ) ( )( ) ( 1) f x f x s

f
x G

s  



   – функция автокорреля-

ции, f : G → Z; 

fN  – количество ненулевых значений функции 
автокорреляции; 

d(f, g) = |{ : ( ) ( )s G f s g s  }| = w( f  g ) – рас-
стояние по Хэммингу между f и g из P2(n); 

d(f, T) = min
g T

 d(f, g) – расстояние между функци-

ей 2 ( )f P n  и множеством 2 ( )T P n ; 

x0 = 1, x1 = x, 1

1
1

1 , ... , 1( , ... , )
( , ... , ) ... n

n
n

ii
n i i ni i G

f x x a x x


    – 

представление функции 2 ( )f P n  в виде алгебраиче-
ской нормальной формы (АНФ), 

1 , ... , {0, 1};
ni ia   

deg ( 1
1 ... nii

nx x  ) = 
1

n

k
k

i

  – степень монома 

1
1 ... nii

nx x  , число входящих в него переменных; 
deg f – степень функции f, наибольшая из степеней 

мономов ее АНФ; 
0 0( ) { ( , ) : , {0, 1}}A n a x a a G a    – класс аф-

финных функций, 2( ) ( )A n P n ; 
( , ( ))fN d f A n  – нелинейность функции f; 

КИ(m) – корреляционная иммунность порядка m; 
КР(m) – критерий распространения порядка m. 

Основные понятия. Для генерации частично 
бент-функций применяются обычные бент-функции. 

Бент-функцией называется функция 2 ( )f P n , у 
которой /2( ) 2n

fW s    для всех sG. 
Утверждение [1]. f – бент-функция, если и только 

если для всех , 0s G s   выполняется условие  
( ) 0f s  . 
Бент-функции существуют только для четного n, 

так как Wf  – целочисленная функция. 
Бент-функции можно генерировать с помощью 

следующей теоремы. 
Теорема (конструкция Мейорана–МакФарланда) 

[2]. Пусть h – любая перестановка на /2
2
nZ , g – произ-

вольная булева функция от / 2n  переменных. Тогда 
функция ( , ) ( , ( )) ( )f u u u h u g u       является бент-
функцией от n переменных. 

Функция 2 ( )f P n  называется корреляционно-
иммунной порядка m (КИ(m)), если любая ее под-
функция от (n – m) переменных, полученная фиксаци-

ей остальных m переменных, имеет вес ( )
2m

w f . Оче-

видно, что если функция КИ(m), то она КИ(k) для лю-
бого k < m. 

Известно, что ( )f x  – КИ(m), если и только если 
( ) 0fW s   для всех s G  таких, что 1 ( )w s m  . 
Корреляционная иммунность позволяет противо-

стоять корреляционной атаке. 
К сожалению, бент-функции не могут быть корре-

ляционно-иммунными и сбалансированными, поэто-
му изучаются различные расширения бент-функций. 

Говорят, что функция  f  удовлетворяет критерию 
распространения (КР) по направлению a, если 

( ) 0f a  , т. е. производная ( ) ( )aD f f x f x a    
сбалансирована. 

Выполнение критерия распространения по на-
правлению a приводит к тому, что ( ) ( )f x f x a   с 
вероятностью 0,5, т. е. знание значения ( )f x a  не 
поможет нам узнать ( )f x . 

Говорят, что функция  f  удовлетворяет критерию 
распространения порядка m (КР(m)), если ( ) 0f s   
для всех s G  таких, что 1 ( )w s m  . 



Математика, механика, информатика 
 

 232 

Критерий распространения – это свойство, которое 
характеризует поведение функции в момент, когда 
некоторые ее координаты инвертированы. Это свой-
ство булевой функции подобно свойству диффузии 
для криптосистемы. Функции, применяемые в блоч-
ных шифрах, должны иметь высокий порядок КР. 

Частично бент-функции. Функция 2 ( )f P n  на-
зывается частично бент-функцией, если 

2 .n
f fNW N    

Для любой бент-функции по определению 
2n

fNW  , а по критерию Ротхауза 1fN  , поэтому 
класс бент-функций содержится в классе частично 
бент-функций. 

Частично бент-функции представляют интерес в 
криптографии, потому что для них произведение 

f fNW N   имеет минимальное значение, что дает ос-
нование надеяться на то, что число ненулевых значе-
ний преобразования Уолша–Адамара и функции ав-
токорреляции также мало, однако это совсем не га-
рантирует КИ и КР, ведь может оказаться ( ) 0fW s   
или ( ) 0f s   на единственном векторе s веса 1. Оче-
видно, частично бент-функции могут удовлетворять 
критерию распространения по многим направлениям 
(в зависимости от fN ), важному свойству безопас-
ности. 

Обычные бент-функции используются в стандарте 
связи CDMA, в блоках замены (S-boxes), в некоторых 
шифрах, хэш-функциях [3]. Возможно, частично бент-
функции можно использовать в тех же самых облас-
тях.  

Генератор частично бент-функций 1. Генериро-
вать частично бент-функции можно с помощью сле-
дующей теоремы. 

Теорема 1 [4]. Функция 2 ( )f P n  является час-
тично бент-функцией тогда и только тогда, когда су-
ществует невырожденная матрица A с элементами из 

2Z  и вектор 2
nZ  такие, что ( )f xA   

0 1( ) ( , )g x x t  , где 2
0 1 2 0 2( ), , ,n hx x x x Z x Z    

2 2
1 2 2,n h n hx Z t Z   ; g – бент-функция. 

Опишем этот генератор и вспомогательный гене-
ратор невырожденной матрицы. Бент-функции будем 
строить с помощью конструкции Мейорана–
МакФарланда. 

 

Генератор невырожденной матрицы 
 

Вход: n N . 
Выход: невырожденная матрица А размерности n  n. 
1. Будем представлять матрицу A как множество 

строк. Возьмем в качестве ее первой строки произ-
вольный ненулевой вектор e1 длины n, 1{ }A e . 
Пусть 1{ 0, }M e . Под M будем понимать линейную 
оболочку строк матрицы A. 

2. Если в A есть n строк, т. е. M G , то возвраща-
ем A. 

3. Берем произвольный вектор eG \ M . 

4. , { : }A A e M M m e m M      . 
5. Идем на шаг 2. 
 

Генератор частично бент-функций 1 
 

Вход: n N , 0 / 2h n     . 
Выход: 2 ( )r P n – частично бент-функция или от-

вет «не существует». 
1. Если 2n h , то генерируем бент-функцию 

2 ( )r P n  и возвращаем ее. 
2. Генерируем бент-функцию g(x0) на 2

2
hZ  и произ-

вольный вектор 2
2
n ht Z  . 

3. Для всех 0 1( )x x x G   полагаем 

0 1( ) ( ) ( , )f x g x x t  . 
4. Генерируем невырожденную матрицу A и век-

тор 2
nZ . 

5. Для всех x G  полагаем ( ) ( )r x f xA  . Воз-
вращаем  r. 

Замечание. Нелинейность функции ( )r x  равна 
1 12 2n n h

rN     . Такая же нелинейность у функций, 
которые выдает генератор 2. Это следует из теорем, 
которые приводятся в [5]. 

Определенные на подпространстве бент-
функции. Следующие три определения взяты из [6]. 

Пусть S G . Функция : {0, 1}f S   называется 
частично определенной булевой функцией. Обозна-
чать такие функции мы будем |Sf , а называть про-
сто – функциями, определенными на S. 

Неполным преобразованием Уолша–Адамара для f 
называется функция ( ) ( , )( ) ( 1)S f u u

f
u S

W  



   , опреде-

ленная на G. 
Функция f – частично определенная бент-функция, 

если для всех G  выполняется ( ) | |S
fW S   . 

Мы будем называть  f  бент-функцией, определенной 
на S. 

Пусть E  – подпространство G и f – функция, оп-
ределенная на E. Введем функцию 

( ) ( )( ) ( 1)E f u f u
f

u E

  



    , определенную на E, и на-

зовем ее функцией автокорреляции для  f  на подпро-
странстве E  (определение из [7]). 

Приведенное ниже утверждение 2 будет использо-
вано в генераторе 2 частично бент-функций. 

Утверждение 1 [7] (характеризация определённых 
на подпространстве бент-функций). Пусть E  – под-
пространство G с базисом 1 2{ , ... , }he e  и  f – частично 
определенная функция на нем. 

f – частично определенная бент-функция на E , 
если и только если для всех , 0s E s     выполняет-
ся ( ) 0E

f s   . 
Сформулируем и докажем следующее утвержде-

ние. 
Утверждение 2 (о бент-функции, определённой  

на подпространстве). Пусть  E  – подпространство G 
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с базисом 1 2{ , ... , }he e  и  f – функция, определенная  
на E. 

Определим булеву функцию g от 2h переменных 
так:  

2
1 2 2... ,h

hx x x Z    1 1 2 2( ) ( ... )h hg x f x e x e   . 
Тогда 

, 0, ( ) 0E
fs E s s         g – бент-

функция. 
 

1 1 2 2 1 1 2 2... , ...h h h hx x e x e s s e s e       , 

2
2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( )
h

E f x f x s g x g x s
f g

x E x Z

s s      

  

        , 

2
2

, 0;
( ) 0 , 0;

( ) 0.

E h
f

g

s E s
s s Z s

s



    

     

  
 

 

Как видим, утверждение 2 дает нам способ по-
строения определенной на подпространстве бент-
функции c помощью обычной бент-функции. 

Генератор частично бент-функций 2. В [5] было 
впервые введено понятие частично бент-функции и 
сформулирована приведенная ниже теорема. 

Теорема 2. Любая функция 2 ( )f P n  удовлетво-
ряет неравенству 2 .n

f fNW N    
Следующие утверждения эквивалентны: 
а)  функция  f  – частично бент-функция; 
б)  , ,z G s G     ( , )( ) 0 ( ) ( 1) 2s z n

f fs s      ; 
в)  G разлагается в прямую сумму подпространств 
{ : ( ) 0}fE x G x     и E  ( E  четной размерно-

сти) так, что |Ef   – бент-функция и 
, , ( ) ( ) ( , )x E y E f x y f y x z       . Здесь           

z – любое из тех, которые могут быть выбраны в 
пункте (б). 

Поскольку вектор z встречается и далее в теореме 
3, назовем его базовым вектором аффинной части для 
частично бент-функции  f. 

Следующий генератор основан на теореме 2 и ут-
верждении 2: 

 

Вход: n N , 0 / 2h n     . 

Выход: 2 ( )f P n , 1 12 2n n h
fN      или ответ – 

«не существует». 
1. Если 2n h , то генерируем бент-функцию 

2 ( )f P n  и возвращаем ее. 
2. Генерируем бент-функцию 2 (2 )g P h  и произ-

вольный вектор z G . 
3. Генерируем базисы пространств E  и E, в пря-

мую сумму которых раскладывается G. Это n линейно 
независимых булевых векторов длины n, 1 2{ , ... , }he e  – 
базис E , 2 1{ , ... , }h ne e  – базис E. Базисы получаем 
так: генерируем невырожденную матрицу А размер-
ности n  n, ее первые 2h строчек – базис E , осталь-
ные – базис E. 

4. Для всех 1 2( , ... , ) n
nx x x Z   полагаем 

1 21 2 1
( ) ( , ... , ) ( , )

n n

i i h i ii i h
f x e g x x x e z

  
    . 

Анализ работы генераторов частично бент-
функций. Время работы генераторов примерно оди-
наково, поскольку они похожи по построению. В ге-

нераторе 2 
1

( ) ( )
n

i ii
f x e f xA


  , т. е. генерация невыро-

жденной матрицы используется в обоих генераторах 
частично бент-функций и занимает 50…60 % всего 
времени их работы. 

В дальнейшем имеет смысл использовать генера-
тор 2, поскольку он позволяет явно задавать про-
странство E и вектор z, с помощью определенного 
выбора которых можно попытаться улучшить КИ и 
КР, задать сбалансированность. Для этого использу-
ется следующая теорема. 

Теорема 3 [5]. Пусть f – частично бент-функция,         
z – вектор из пункта (ii) теоремы 2, 

{ : ( ) 0}fE x G x    . Функция f является: 
а)  сбалансированной   f |E const ; 
б) несбалансированной   f |E const  и 

1 1( ) 2 2n n hw f     , где dim E = n – 2h, 0 / 2h n     ; 
в)  корреляционно-иммунной порядка k   смеж-

ный класс z E  содержит только векторы веса 
больше k или нулевого; 

г) сбалансированной корреляционно-иммунной 
порядка k   класс z E  содержит только векторы 
веса больше k; 

д) удовлетворяет критерию распространения 
PC(k) E не содержит векторов веса w, 1 w k  . 

В этой теореме { : ( , ) 0 }E x G e E x e      . 
Используя теорему 2, можно пытаться улучшать по-
рядок КИ и КР частично бент-функций. 

Улучшение порядка КИ и КР. О работе генера-
тора 2 без улучшений можно судить по следующей 
таблице (табл. 1).  

В генераторе 2 есть возможность напрямую зада-
вать для частично бент-функции базовый вектор аф-
финной части z и пространство линейных структур E. 
Это означает, что можно попытаться улучшить поря-
док КИ и КР для генерируемой функции, так как из 
теоремы 2 известно, что порядок КИ определяется 
смежным классом z E , а порядок КР – простран-
ством E. 

Начнем с критерия распространения. Выдаваемая 
функция удовлетворяет КР(k) тогда и только тогда, 
когда все ненулевые векторы пространства E имеют 
вес больше k. Нужно сконструировать E таким обра-
зом, чтобы число k было как можно больше. 

Если dim 2 1E n h   , т. е. базис пространства E 
состоит из единственного вектора, то мы берем в ка-
честве этого вектора вектор из всех единиц. Он обес-
печивает максимально возможный порядок КР, рав-
ный 2h. Например, улучшенный генератор 2 выдает в 
этом случае (n = 15, h = 7) функцию с порядком КИ, 
равным единице, и порядком КР, равным 14. 
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Множество {1, 2, …, n} можно разбить на dim E 
непересекающихся множеств Ki с числом элементов, 
превосходящим или равным / dimn E   . С каждым 
множеством Ki сопоставим вектор длины n, в котором 
единицы стоят только в позициях из Ki. Очевидно, эти 
dim E векторов линейно независимы. Таким образом, 
всегда можно добиться порядка КР, равного 

/ dim 1n E    . 
Пусть p – порядок КР. Начиная с p = 1 (или 
/ dim 1n E    , если это не нуль) и до p = 2h пробуем 

строить пространство E, обеспечивающее КР(p), с 
помощью описанного ниже алгоритма; если постро-
ить E удается – увеличиваем p, иначе выходим из 
цикла и E остается тем, что было построено для пре-
дыдущего p. 

 

Алгоритм построения пространства E 
 

Вход: n, dim E, p – требуемый порядок КР. 
Выход: базис E или ответ – «не найден». 
1. Если dim E = 1, то возвращаем базис E – вектор 

из всех единиц. 
2. Берем в качестве e1 случайный вектор. Если он 

не подошел, т. е. его вес ≤ p, то генерируем случайное 
число t от p + 1 до n и пусть e1 – это вектор, у которо-
го первые t позиций заполнены единицами. Полагаем 

1{ 0, }M e , K = G \ M, i = 2. Здесь M – линейная 
оболочка построенных векторов базиса E, K – множе-
ство кандидатов на место ei . 

3. Строим ei. Сначала пробуем на место ei случай-
ный вектор. Если он подходит, идем на шаг 4, иначе 
вычеркиваем этот вектор из K. Перебираем векторы 
из K с начала или с конца до тех пор, пока не найдем 
подходящий вектор; неподходящие векторы вычерки-
ваем. Если нашли подходящий вектор (его вес больше 
p, и он не приводит к появлению в M ненулевых век-
торов веса ≤  p), то  идем на шаг 4, иначе ответ – «не 
найден». 

4. { : }iM M m e m M    ,  
K = K \ { : }im e m M  . 
5. Если базис E размерности dim E еще не постро-

ен, то увеличиваем i на единицу и идем на шаг 3, ина-
че возвращаем базис E. 

Функция с n = 15, h = 5 генерируется с использо-
ванием алгоритма построения E примерно за три се-
кунды. Для n = 21, h = 7 время работы этого алгорит-
ма неизвестно; оно слишком велико. Ниже приводят-
ся характеристики функций, построенных с примене-
нием этого алгоритма (табл. 2).  

Как видим, порядок КР действительно улучшился. 
Функции, для которых он был меньше четырех, пере-
стали выдаваться вообще. 

После построения пространства E находим для не-
го произвольное прямое дополнение, это будет про-
странство E . Функцию вычисления прямого допол-
нения нетрудно реализовать на основе предложенного 
ранее генератора невырожденной матрицы. 

 

Вычисление прямого дополнения E  простран-
ства E 

 

Вход: E, dim E. 
Выход: базис E . 
1. M = E, i = 1. 
2. Если dimi n E  , то возвращаем 

1 dim{ , ... , }n Ee e   – базис E . 
3. Берем в качестве ei произвольный вектор из 

\G M . 
4. Расширяем M : { : }iM M m e m M    , i = i + 

1. Идем на шаг 2. 
Этот алгоритм, так же как и генератор невырож-

денной матрицы, можно немного улучшить: если мы 
нашли последний вектор, то линейную оболочку ос-
тальных векторов M расширять не нужно, поскольку 
она больше не понадобится. 

 
 

Таблица 1 
1 000 функций, выданных генератором 2: n = 15, h = 5; сбалансированных – 966 

 

 не PC(1) PC(1) PC(2) PC(3) PC(4) PC(5) 
не КИ(1) 6 27 (3) 107 (8) 170 (6) 42 3 

КИ(1) – 45 213 (5) 253 (9) 60 (3) – 
КИ(2) 3 11 14 9 – – 

 
Примечание. Здесь и далее в таблицах: без скобок – число сбалансированных функций, в скобках – несбалансирован-

ных. 
 
 

Таблица 2 
1 000 функций, выданных генератором 2 с улучшенным КР: n = 15, h = 5; сбалансированных – 966 

 

 не КР(1) КР(1) КР(2) КР(3) КР(4) КР(5) КР(6) 
не КИ(1) – 338 (2) 109 

КИ(1) 4 (1) 391 (21) 102 
КИ(2) – 16 (2) 6 
КИ(3) 

– – – – 

– – (8) 
 



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 235 

Из базисов E и E  составляется матрица A (см. ге-
нератор 2). 

Теперь попробуем улучшить порядок КИ. На про-
странство E  повлиять не можем, так как уже по-
строили E; E  вычисляем как множество векторов из 
G, каждый из которых ортогонален всем векторам ба-
зиса E. Осталось перебрать все значения z и выбрать 
среди них то, которое обеспечивает самый высокий 
порядок КИ. Пишем вспомогательную функцию, ко-
торая по z и E  определяет, какой порядок КИ обес-
печивает смежный класс z E . Для этого проверя-
ем, принадлежат ли z E  векторы веса 1, 2 и т. д. 

Можно перебирать все значения z из G, однако это 
необязательно, поскольку 1 2z E z E    , если и 
только если 2 1z z E  . Очевидно, достаточно пере-
брать все значения z из пространства E1 – прямого до-
полнения E ; dim E1 = n – dim E  = dim E = n – 2h. 
Как находить прямое дополнение, нам известно. Ба-
зис E  находится примерно так же, как базис G в ге-
нераторе невырожденной матрицы. Для тех значений 
n и h, которые мы использовали ранее, перебор z не 
занимает существенного времени – функция генери-
руется примерно за то же время. О влиянии улучше-
ния z на характеристики генерируемой функции мож-
но судить по приведенным ниже таблицам (табл. 3, 4). 
Большое число несбалансированных функций в них 
объясняется тем, что перебор значений z начинается с 
нуля, а остальные значения z улучшения КИ не дают. 

Также была сделана попытка одновременного 
улучшения КИ и КР. 

Выясним, как можно улучшить порядок КИ функ-
ции с помощью аффинной добавки. 

Влияние аффинной добавки на значения преобра-
зования Уолша–Адамара такое: если 

0( ) ( ) ( , ) ,f x f x x t t    где 0, {0, 1}t G t  , то 
( ) ( )ffW s W s t  , т. е. аффинная добавка приводит к 

сдвигу значений преобразования Уолша–Адамара. 
Пусть f является частично бент-функцией, тогда 

 

( ) 0 ( ) 0

,
ffW s W s t

s t z E s z t E 

    

       


 

т. е. аффинная добавка к частично бент-функции при-
водит лишь к изменению z. Улучшить КИ частично 
бент-функции с помощью аффинной добавки – это 
значит перебрать все значения вектора z. Как это 
можно сделать, мы уже знаем. 

Предложенный ниже алгоритм может применяться 
для улучшения КИ любой булевой функции. На прак-
тике он не исследовался. 

 

Алгоритм улучшения порядка КИ функции с 
помощью аффинной добавки 

 

Вход: n, 2 ( )f P n . 
Выход: t G  или ответ – «нельзя улучшить». 
1. Находим вес функции  f . Если  f  является кон-

стантой или ее вес нечетный, то ответ – «нельзя 
улучшить». 

2. Находим все значения преобразования Уолша–
Адамара функции f, вычисляем множество 

{ : ( ) 0}fE s G W s    и k – порядок КИ функции  f. 
3. Если функция несбалансированная, то вычисля-

ем максимальное m такое, что для всех s G  выпол-
няется 12 | ( )m

fW s , иначе вычисляем максимальное m 

такое, что для всех s G  выполняется 22 | ( )m
fW s . 

По теореме о необходимом условии КИ [1] мы не 
сможем получить порядок КИ выше m. Если k = m, то 
ответ – «нельзя улучшить».  

4. i = 1. T = G. T – это множество возможных зна-
чений вектора t. 

5. Нам известно, что для функции 

0 0( ) ( ) ( , ) , {0,1}f x f x x t t t     множество 
{ : ( ) 0}ft E s G W s    . Для каждого t T  и каж-

дого { : ( ) }j j G w j i    проверяем: если t j E  , 
то \T T t . В итоге в T остаются только те значения t, 
которые обеспечивают КИ(i) для f . Если T не пусто, 
то берем любое t T , в противном случае поступаем 
так: если i = 1 или 1i k  , то ответ – «нельзя улуч-
шить», иначе возвращаем t . 

6. Если i = m, то возвращаем t. i = i +1. Идем на 
шаг 4. 

 
Таблица 3 

1 000 функций, выданных генератором 2 с улучшенным КИ: n = 15, h = 5; сбалансированных – 328 
 

 не КР(1) КР(1) КР(2) КР(3) КР(4) КР(5) КР(6) 
не КИ(1) – 

КИ(1) – – (142) 48 (291) 44 (190) – – 
КИ(2) – – 189 (49) 47 – – – 

 
 

Таблица 4 
1 000 функций, выданных генератором 2 с улучшенным КИ и КР: n = 15, h = 5; сбалансированных – 277 

 

 не КР(1) КР(1) КР(2) КР(3) КР(4) КР(5) КР(6) 
не КИ(1) – – – 

КИ(1) (1) 8 (435) – 
КИ(2) 1 268 (51) – 
КИ(3) 

– – – – 

– – (236) 
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Если этот алгоритм выдает t, то функция f  бу-
дет иметь более высокий порядок КИ, нежели f. Из-
вестно, что аффинная добавка никак не влияет на 
порядок КР. 

 

Итак, изложены результаты реализации и исследо-
вания двух генераторов частично бент-функций, опи-
саны возможности по улучшению порядков КИ и КР 
таких функций. Работоспособность алгоритмов про-
верена на практике, изучены свойства генерируемых 
функций. 

Автор выражает благодарность И. А. Панкратовой 
и К. В. Сафонову за постоянное внимание к работе и 
ценные замечания. 
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THE GENERATION OF PARTIALLY-BENT FUNCTIONS 

 
Most important characteristics of cryptographic functions are balancedness, nonlinearity, propagation criterion, 

correlation immunity, degree and non-existence of nonzero linear structure. Partially-bent functions form super-class of 
the class of bent functions. These functions may achieve desirable characteristics. 

Two algorithms for generation of partially-bent functions were supposed and studied. Second algorithm may im-
prove cryptographic characteristics of generated functions. 
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В. А. Нестеров 
 

ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЛАСТИНЫ, ПОДАТЛИВОЙ  
ПРИ ТРАНСВЕРСАЛЬНОМ СДВИГЕ 

 
Рассматривается конечно-элементный модальный расчет пластины с низкой трансверсальной сдвиговой 

жесткостью. В каждом из четырех узлов прямоугольного конечного элемента пластины в качестве основных 
кинематических параметров присутствуют углы трансверсального сдвига. На примере анализа собственных 
колебаний композитной пластины показана актуальность разработанной конечно-элементной модели. Пред-
ставлены результаты численного исследования влияния граничных условий неклассического вида на величины 
частот собственных колебаний. 

 
Ключевые слова: пластина, метод конечных элементов, трансверсальный сдвиг, модальный анализ. 
 
Композитные конструкции, обладающие высокой 

степенью весового совершенства, часто используются 
в производстве космической техники. Композитные 
пластины отличаются низкой сдвиговой жесткостью 
по отношению к трансверсальным напряжениям. Учет 
указанной особенности при реализации численного  
расчета приводит к повышению порядка разрешаю-

щих уравнений за счет введения в рассмотрение углов 
трансверсального сдвига.  

Разрешающие уравнения теории метода конечных 
элементов (МКЭ) для задачи о собственных колеба-
ниях пластины с низкой трансверсальной сдвиговой 
жесткостью получим вариационным способом. Для 
этого запишем выражение полной энергии колеблю-
щейся пластины 
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E U T    ,      (1) 
 

где U – потенциальная энергия деформации; T – ки-
нематическая энергия движения. 

Выражение для потенциальной энергии деформа-
ции пластины как трехмерного тела имеет вид 
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                 (2) 

 

где напряжения и деформации являются функциями 
координат и времени 

 

( , , , )x y z t     ;  ( , , , )e e x y z t  ,  (3) 
 

где  – любой параметр из , , , , ,x y z xy yz xz           ;              
e – любой параметр из , , , , ,x y z xy yz xze e e e e e      . 

Геометрические соотношения имеют вид 
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где , ,x y zu u u   – проекции перемещения произвольной 
точки на соответствующие оси координат. Они также 
являются функциями координат и времени: 

 

( , , , ) ;x xu u x y z t   ( , , , ) ;y yu u x y z t   
( , , , )z zu u x y z t  .                  (5) 

 

При гармонических колебаниях закон изменения 
перемещений по времени можно представить в сле-
дующем виде: 

 

sin ;x xu u t   sin ;y yu u t   sin ,z zu u t   (6) 
 

где ω – круговая частота колебаний, а перемещения 
ux, uy, uz зависят только от координат: 

 

( , , ) ;x xu u x y z  ( , , ) ;y yu u x y z  ( , , ).z zu u x y z  (7) 
  

Подставляя (5) в (4), получим: 
 

sin ,e e t                     (8) 
 

где e – любой параметр из ex, ey, ez, exy, eyz, exz, для ко-
торых справедливы геометрические соотношения 
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В силу линейности физических соотношений 
можно записать 

sin ,t          (10) 
 

где σ – любой из параметров σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz, для 
которых справедливы физические соотношения 
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где Еx(y,z) – модуль упругости соответствующего на-
правления; Gxy(yz,xz) – модуль сдвига в соответствую-
щей плоскости; μxy, μyx, μyz, μzy, μxz, μzx – коэффициенты 
Пуассона. 

Имеет место свойство симметрии упругих посто-
янных: 

 

;x xy y yxE E    ;y yz z zyE E    .x xz z zxE E    (12) 
  

Используя принятые в [1] допущения, выражение 
потенциальной энергии деформации (2) можно при-
вести к виду 

 

2sin ,U U t          (13) 
 

где U определяется выражением 
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Выражение кинетической энергии колебания пла-
стины имеет вид 
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где ρ – плотность материала (в общем случае является 
функцией координат); , ,x y zv v v    – проекции вектора 
скорости на соответствующие оси координат, связан-
ные с перемещениями дифференциальными зависи-
мостями 
 

;x
x

u
v

t




  ;y

y

u
v

t






  .z

z
uv
t





   (16) 

  

Подставляя (5) в (16), а затем результат – в (15), 
получим 

2cos ,T T t                (17) 
где 

 2 2 2 2

( )

1
2 x y z

V

T u u u dxdydz      .   (18) 

  

Приравнивая максимальные значения потенциаль-
ной и кинетической энергии, которые определяются 
выражениями (14) и (18), получим 
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При выводе (19) учтено, что 
 

;x xu u z    ;y yu v z    ,zu w   (20) 
 

где u и v – перемещения точек начальной плоскости 
вдоль осей X и Y соответственно; w – прогиб точек 
начальной плоскости; θx, θy – углы наклона сечения, 
определяемые соотношениями 

;x x
w
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Проинтегрируем (19) по толщине пластины, т. е. 
по координате z в пределах от –s до h – s. В результате 
преобразований получим 
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       (22) 

 

Здесь N, M, Q – внутренние погонные усилия, опреде-
ляемые следующими соотношениями: 

 

11 12 11 12x x y x yN B B C C        ;  

21 22 21 22y x y x yN B B C C        ; 

33 33xy xy xyN B C    ; ;x x xQ K   ;y y yQ K   
 33 33xy xy xyM C D    ;    (23) 

11 12 11 12x x y x yM C C D D        ;  

21 22 21 22y x y x yM C C D D        , 
 

где B, C, D и K – параметры мембранной, смешанной, 
изгибной и трансверсальной жесткости соответствен-
но; Bρ, Cρ, Dρ – параметры инерции пластины, вычис-
ляемые по формулам 
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Сделаем последние преобразования в функциона-
ле (22). Приведем его к виду, удобному для реализа-
ции КЭ процедуры. Для этого с помощью физических 
соотношений (23) выразим усилия через деформации, 
которые также выразим через перемещения и углы 
трансверсального сдвига с помощью геометрических 
соотношений  
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В итоге с учетом (21) получим 
 

22 2 2

11 11 112 2
0 0

2
a b

x xu u w wB C D
x x x x x x

                              
   

2 2

12 12 122 2

22 2

12 222 2

2 2 2

2

y x

yx

u v u w v wB C C
x y x y y y x x

w w vD B
x x y y y

        
                  

      
               

 

22 2

22 222 22 y yv w wC D
y y y y y

      
              

 (26) 



2 2

33 33

22
2 2

33

2 2

2

yx

yx
x x y y

u v u v wB C
y x y x x y x y

wD K K dxdy
x y x y

        
                     

  
            

 

 2 2 2 2

0 0

22

2

0.

a b

x y

x y

w wB u v w C u v
x y

w wD dxdy
x y

 



                       
                      


 

 

Функционал (26) позволяет получить разрешаю-
щие уравнения для задачи о свободных колебаниях 
пластины.  

Выполним модальный расчет пластины с помо-
щью МКЭ. Будем рассматривать четырехузловой ко-
нечный элемент пластины, для которого вектор узло-
вых кинематических параметров имеет вид 

 

δе ={ δ1 δ2 δ3 δ4}Т,     (27) 
 

где δi (I = 1, 2, 3, 4) – вектор неизвестных i-го узла 

δi =
T

i xi yi i i
i i

w ww u v
x y

               
.  (28) 

  

Кинематические переменные внутри элемента 
представим следующим вектором 

δ =
T

x y
w ww u v
x y

  
  

  
.  (29) 

 

Его компоненты определяются через узловые зна-
чения (28) с помощью соотношения 

 

δ = P δe,      (30) 
 

где P – матрица размерностью 7 × 28. Это так назы-
ваемая матрица функций формы. 

Подставим выражения для компонент вектора δ 
(29) в функционал (26), выполним интегрирование по 
площади элемента, в результате получим функцию 
полной энергии колебания конечного элемента пла-
стины. Эта функция зависит от компонент вектора уз-
ловых кинематических параметров (28), минимизация 
по которым приводит к системе однородных алгеб-
раических уравнений: 
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Ke δe – ω2 Se δe = 0,      (31) 
 

где Ke – матрица жесткости; Se – матрица инерциаль-
ных параметров конечного элемента пластины (обе – 
симметричные, размером 28×28).  

В выражениях для компонентов матрицы Ke фигу-
рируют параметры жесткости, а в выражениях для 
компонентов матрицы Se – параметры инерции. На-
пример: 
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Если структура пакета пластины симметрична от-
носительно срединной плоскости и система коорди-
нат связана со срединной плоскостью, то в этом слу-
чае смешанные жесткости пластины C и инерцион-
ный параметр Cρ становятся равным нулю, и структу-
ра матрицы инерции упрощается за счет появления в 
ней множества нулевых компонентов.  

Представим матрицу жесткости и матрицу инер-
ции конечного элемента пластины в блочном виде: 

 

   ┌           ┐  
   │ KI–I  KI–II  KI–III  KI–IV │  
   │ KII–I  KII–II  KII–III  KII–IV │  
 Ke  = │ KIII–I KIII–II  KIII–III  KII–IV │;  
   │ KIV–I KIV–II  KIV–III  KIV–IV │  
   └           ┘  

 
  ┌           ┐ 
  │ SI–I  SI–II  SI–III  SI–IV │  

│ SII–I  SII–II  SII–III  SII–IV │ 
   Se  = │ SIII–I SIII–II  SIII–III  SIII–IV   │;        (32) 
  │ SIV–I  SIV–II  SIV–III  SIV–IV │ 
  └           ┘ 

 
где Ki–j и Si–j (i,j = I, II, III, IV) – подматрицы разме-
ром 7 × 7. Ненулевые компоненты этих матриц опре-
деляются теми же выражениями, что и соответст-
вующие компоненты матриц жесткости и инерции, 
фигурирующих в уравнениях системы (31).  

Глобальная система разрешающих уравнений в за-
даче модального расчета пластины имеет вид 

 

KΣ Δ – ω2 SΣ Δ = 0,     (33) 
 

где Δ – глобальный вектор узловых неизвестных, 
 

Δ = {δ1 δ2 … δi … δN}Т,     (34)   

где N – общее число узлов в системе; KΣ – глобальная 
матрица жесткости; SΣ – глобальная матрица инерции. 

Система (33) в математическом смысле является 
обобщенной задачей на собственные значения, решая 
которую (после учета в ней граничных условий), оп-
ределим частоты и формы собственных колебаний 
пластины. 

Протестируем полученный алгоритм решения на 
примере модального расчета изотропной квадратной 
пластины, жестко защемленной по контуру. Зададим 
следующие размеры пластины и механические свой-
ства материала: длина стороны пластины a = b = 1 м, 

толщина пластины h = 3 мм, модуль упругости                   
E = 210 ГПа, коэффициент Пуассона μ = 0,3, плот-
ность ρ = 7 800 кг/м3. 

В результате расчета, выполненного по нашей мо-
дели с двадцатью элементами вдоль каждой из сторон 
пластины, определены первые пять значений собст-
венных частот (табл. 1) и соответствующие им формы 
колебаний. Здесь в качестве формы колебаний будем 
рассматривать распределение функции прогибов. Для 
оценки полученных результатов выполнен расчет в 
пакете COSMOS/M, где для моделирования использо-
ваны элементы тонкой оболочки SHELL4.  

 
Таблица 1 

Значения частот собственных колебаний 
 

Частоты собственных колебаний, Гц Номер 
моды Тестируемое решение Решение 

COSMOS/M 
1 26,908 26,976 
2 54,831 55,017 
3 54,831 55,017 
4 80,483 81,112 
5 98,287 98,630 

 
Результаты модального расчета, выполненного с 

помощью нашей модели (рис. 1), имеют хорошее сов-
падение с решением  в пакете COSMOS/M (рис. 2). 
Это касается и частот собственных колебаний                 
(см. табл. 1) и форм мод (рис. 3–6).  

 

 
Рис. 1. Форма колебаний, соответствующая первой  

собственной частоте 
 

 
 

Рис. 2. Форма колебаний, соответствующая первой  
собственной частоте (COSMOS/M) 



Математика, механика, информатика 
 

 240 

 
 

Рис. 3. Форма колебаний, соответствующая  
второй собственной частоте 

 

Выполним численное исследование влияния вида 
граничных условий на величины частот собственных 
колебаний квадратной композитной пластины. Будем 
сравнивать два вида защемления: классическое (I) и 
со свободным сдвигом (II). Примем длины сторон 
пластины a = b = 1 м, а ее толщину h = 10 мм. 

Будем полагать пластину изготовленной из однона-
правленного композита с углами укладки φ = ±45о. Зада-
дим следующие механические свойства (углепластик): 

– модуль упругости вдоль волокон E1 = 180 ГПа; 
– модуль упругости поперек волокон E2 = 6,2 ГПа; 
– модуль сдвига G12 = 5 ГПа; 
– коэффициент Пуассона μ12 = 0,007; 
– плотность ρ = 1 500 кг/м3. 

 

 
 

Рис. 4. Форма колебаний, соответствующая  
третьей собственной частоте 

 
 

Рис. 5. Форма колебаний, соответствующая  
четвертой собственной частоте 

 
 

 
 

Рис. 6. Форма колебаний, соответствующая  
пятой собственной частоте 

 
Упругие параметры пластины, которую будем 

считать однослойной и условно однородной, вычис-
лим по формулам  

 

 4 4 2 2
11 1 2 1 12 12cos sin 2 2 sin cosA E E E G         ; 

 4 4 2 2
22 1 2 1 12 12sin cos 2 2 sin cosA E E E G         ; 

   2 2
12 21 1 12 1 2 1 12 122 2 sin cos ;A A E E E E G           

  2 2 2
33 1 2 1 12 122 sin cos cos 2A E E E G       , 
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где 1E  и 2E  – приведенные модули упругости, вы-
числяемые по формуле 

1(2)
1(2)

12 211
E

E 
 

, 
 

а коэффициент Пуассона μ21 определяется из условия 
симметрии упругих постоянных: 
 

12 1
21

2

E
E


  . 

 

Модули трансверсального сдвига примем равными 
G12. 

Коэффициенты жесткости пластины вычислим по 
формулам 

11 11 ;B A h  22 22 ;B A h  21 21 ;B A h   

33 33 ;B A h  
3

11
11 ;

12
A hD   

3
22

22 ;
12

A hD   

3
12

12 ;
12

A hD   
3

21
21 ;

12
A hD 

3
33

33 ;
12

A h
D   

12 ;x yK K G h   
0ijC   (ij = 11, 22, 12, 21, 33), 

 

а параметры инерции – по формулам 
 

Bρ = ρh ;  Cρ = 0 ;  Dρ = ρh3/12   

Результаты вычислений в виде значений первых 
пяти частот собственных колебаний поместим в таб-
лицу (табл. 2). Здесь же приведены частоты для пла-
стин с толщинами 30 и 50 мм.  

Формы колебаний соответствуют тем, что приве-
дены на рис. 2–6. 

Анализ представленных результатов говорит о 
том, что в задаче модального расчета результаты, по-
лученные при защемлении со свободным сдвигом 
краев, отличаются от тех, что определены при класси-
ческом защемлении. Это различие нарастает по мере 
увеличения толщины пластины, достигая максимума 
(по первой частоте) в рассматриваемой модели в 10,6 %. 

 

Проведенная работа позволяет сформулировать 
следующие выводы. 

1. Получен энергетический функционал для реше-
ния задачи о собственных колебаниях пластин с низ-
кой трансверсальной жесткостью. 

2. Разработана конечно-элементная модель подат-
ливой при сдвиге пластины, вектор узловых неиз-
вестных которой включает углы трансверсального 
сдвига. Сформированы матрица жесткости и матрица 
инерции для соответствующего элемента пластины. 

3. В результате проведенного численного исследо-
вания на примере расчета композитной пластины по-
казана актуальность разработанной модели при про-
ведении модального анализа конструкций с низкой 
трансверсальной сдвиговой жесткостью, а также при 
учете граничных условий неклассического вида. 
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Таблица 2 
Значения частот собственных колебаний композитной пластины 

 

Значения собственных частот, Гц 
h = 10 мм h = 30 мм h = 50 мм  

Номер 
моды Полное 

защемление 

Защемление со 
свободным 

сдвигом 

Полное 
защемление 

Защемление со 
свободным 

сдвигом 

Полное 
защемление 

Защемление со 
свободным 

сдвигом 
1 111,24 110,42 323 306 509 455 
2 222,09 220,72 634 608 975 900 
3 222,09 220,72 634 608 975 900 
4 349,33 347,40 977 943 1 457 1 370 
5 380,66 378,74 1 066 1 033 1 592 1 512 
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УДК 519.62 
 

В. А. Нестеров, А. В. Лопатин 
 

ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ ДЕФОРМАЦИИ ОБОЛОЧКИ 
В ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОСТАНОВКЕ 

 
В геометрически нелинейной постановке рассматривается вариационная задача о деформировании обо-

лочки, податливой при трансверсальном сдвиге. Представлен вывод выражения потенциальной энергии де-
формации, которое может быть использовано для получения уравнений устойчивости для оболочек с низкой 
трансверсальной жесткостью. 

 
Ключевые слова: оболочка, трансверсальный сдвиг, вариационная задача. 
 
В последнее время в производстве ракетно-

космической техники все чаще используются компо-
зиционные материалы, которые, обладая большой 
удельной прочностью и жесткостью, позволяют соз-
давать конструкции высокой степени весового совер-
шенства. Однако композиты, в отличие от традицион-
ных конструкционных материалов, отличаются рядом 
особенностей, которые усложняют классические рас-
четные модели. Одной из таких особенностей являет-
ся низкая сдвиговая жесткость по отношению к 
трансверсальным напряжениям.  

Метод конечных элементов – самый распростра-
ненный среди современных численных методов рас-
чета конструкций. В общем случае вывод разрешаю-
щих уравнений МКЭ предполагает формирование 
энергетического функционала полной потенциальной 
энергии объекта. При решении задачи об устойчиво-
сти оболочек необходимо оперировать выражением 
потенциальной энергии деформации в геометрически 
нелинейной постановке.  

Общее выражение потенциальной энергии дефор-
мации запишем на основе уравнения, представленно-
го в [1]: 

 



* * * *
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H H d d d

       

   

          

       


     (1) 

 

где коэффициент 1/2 перед интегралом обусловлен 
линейной зависимостью между напряжениями и де-
формациями (для линейно-упругого материала); 

* * *, , ,      * * *, и      – обобщенные компоненты 
напряжения. Их выражения записываются следую-
щим образом: 
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где ξα, ξβ, ξγ – относительные удлинения волокон, пер-
воначально направленных по k1, k2, k3 (орты системы 
координат α, β, γ). Они вычисляются по формулам 

 

1 2 1;       1 2 1;       

1 2 1            (3) 

В выражениях (2) –
*
1

1

S
S

; 
*
2

2

S
S

; 
*
3

3

S
S

 – коэффициенты из-

менения величины площадок, первоначально перпен-
дикулярных k1, k2, k3 соответственно. Они определя-
ются через компоненты деформации Δ: 
 

*
21
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(1 2 )(1 2 )
S
S         ; 

*
22

2

(1 2 )(1 2 )
S
S         ;         (4) 

*
23

3

(1 2 )(1 2 )
S
S         . 

 

Для компонентов напряжения справедливо соот-
ношение 

* *
ij ji   .       (5) 

Введем допущение 
 

* ;     * ;     * ;     
* ;     * ;     * .          (6) 

 

Оно справедливо при малых величинах ∆, когда 
комплексы  

* 1
1

i

i j

S
S  

 

можно принять равными единице. 
Общие выражения для компонентов деформации ∆ 

запишем в виде  
2 2

21 1 1
2 2 2

e e e e      

              
     

; 

2 2
21 1 1

2 2 2
e e e e      
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2 2
21 1 1

2 2 2
e e e e      

              
     

;   (7) 

1 1
2 2

1 1 ;
2 2

e e e e e

e e

       

   

            
   

       
   

 



Вестник Сибирского государственного аэрокосмического университета имени академика М. Ф. Решетнева 
 

 243 

1 1
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Введем упрощения: 
– пренебрежем квадратами и произведениями де-

формаций eα, eβ, eαβ ; 
– примем угол поворота Ωγ равным нулю; 
– в выражениях трансверсальных деформаций ос-

тавим только линейные члены. 
В результате вместо (7) получим 
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Линеаризованные компоненты деформации eα, eβ, 
eγ, eαβ, eαγ, eβγ и проекции угла поворота Ωα, Ωβ,            
Ωγ  можно выразить через проекции перемещения U, 
V, W: 
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С учетом (9) и (10) запишем выражения комплек-
сов, фигурирующих в (8): 
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Здесь учтено, что для оболочек H3 = 1. 
Для дальнейших преобразований понадобятся вы-

ражения для коэффициентов Ламе: 
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и следующие кинематические соотношения [2]: 
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С учетом (11), (12) и (13) получим: 
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Соотношения для углов поворота (13) можно за-
писать в следующем виде: 
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С учетом (15) выражения для комплексов (14) 
можно переписать в виде 
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Введем еще одно упрощение: в нелинейных            
членах компонентов деформации положим ψα  = 0 и      
ψβ  = 0, тогда вместо (17) получим 

1 ;
2

e       1 .
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e       (18) 

Подставим (18) в (8) и запишем 
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;e        ;e    
;e    .e       (19) 

Подставим законы распределения перемещений 
(12) в первое, второе и четвертое соотношения систе-
мы (9). В результате получим  
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Запишем общее выражение полной энергии де-
формации (1), заменив в нем компоненты напряжения 
в соответствии с (6), а компоненты деформации – вы-
ражениями (19): 
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Физические соотношения в нелинейной теории 
имеют вид 
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Для трансверсальных напряжений примем линей-
ные соотношения 
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Подставим в (26) выражения для относительных 
деформаций (20): 
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Выполним в (27) следующие преобразования. 
Выделим комплексы  
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Это позволит записать квадраты и произведения 
нелинейных деформаций в виде 
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Заменим истинные деформации трансверсального 
сдвига их осредненными значениями 
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Перепишем (27) с учетом (28), (29): 
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Запишем (30) для случая, когда не учитывается 
изменение метрики по толщине: 
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Проинтегрируем (31) по толщине оболочки: 
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Рассмотрим физические соотношения (23). Вы-
числим с их помощью усилия и моменты по форму-
лам 

 

;
h s

s

N d


 


     ;
h s

s

N d


 


    ;
h s

s

N d


 


    

;
h s

s

Q d


 


    ;
h s

s

Q d


 


    

;
h s

s

M d


 


    ;
h s

s

M d


 


     

.
h s

s

M d


 


        (33) 

Подставим в (33) соотношения для напряжений 
(23), в которых предварительно выразим ∆α , ∆β , ∆αβ 
через относительные деформации eα, eβ, eαβ. Послед-
ние, в свою очередь, выразим через обобщенные де-
формации εα, εβ, εαβ, εβα, χα, χβ, χαβ, χβα, т. е. используя 
формулы (4.20), в которых не будем учитывать изме-
нение метрики по толщине: 
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Тогда физические соотношения (23) примут вид 
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Подставим (35) в (33) и получим 
2 2

11 12 11 12
1 1
2 2

N B B C C      
                 
   

 ; 

2 2
21 22 21 22

1 1
2 2

N B B C C      
                 
   

 ; 

   33 33N B C                 ;  (36) 

2 2
11 12 11 12

1 1
2 2

M C C D D      
                 
   

 ; 

2 2
21 22 21 22

1 1
2 2

M C C D D      
                 
   

 ; 

   33 33M C D                 ; 

;Q K     .Q K     
 

С учетом (36) выражение для потенциальной энер-
гии деформации можно записать в следующем виде: 
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Функционал (37) является выражением потенци-
альной энергии деформации, которое следует исполь-
зовать при решении нелинейных задач о деформиро-
вании оболочек с низкой трансверсальной сдвиговой 
жесткостью.  

Оно также необходимо для получения разрешаю-
щих уравнений устойчивости оболочек, в расчетных 

моделях которых учитывается трансверсальный 
сдвиг. 
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ENERGY DERIVATION OF DEFORMATION OF THE SHELL  

IN GEOMETRICAL NONLINEAR ARRANGEMENT 
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ВЛИЯНИЕ УПРУГОЙ ПОДСИСТЕМЫ МАГНИТНОГО ДИЭЛЕКТРИКА 
НА ЕГО ОПТИЧЕСКИЙ СПЕКТР 

 
Обсуждаются результаты изменения тонкой структуры оптического спектра антиферромагнитного ди-

электрика под действием одноосного давления. По расщеплению и смещению полос поглощения света опреде-
лены состояния ионов, порождающие серии полос поглощения, оценено изменение компонент кристаллическо-
го поля на поглощающем свет ионе.  

 
Ключевые слова: экситон, магнон, поглощение света, антиферромагнетик. 
 
Спектры поглощения света кристаллов, содержа-

щих 3d-, 4f- и другие ионы, формируются из спектров 
входящих в их состав ионов, изменённых действием 
кристаллического поля и взаимодействиями между 
ионами. Положение полос поглощения хорошо опи-
сывается в теории поля лигандов [1]. Интенсивность 
полос поглощения и тонкая структура спектров не 
объясняется в рамках этой теории и является следст-
вием коллективных возбуждений различных подсис-
тем кристалла (электронной, магнитной, упругой), хотя 
исходно и порождается прямыми электронными пере-
ходами в 3d-, 4f- и других ионах. В антиферромагнит-
ных кристаллах, содержащих 3d5-ионы (Mn2+, Fe3+), ос-
новное состояние которых 6S, прямые электронные пе-
реходы запрещены по спину и по чётности в электро-
дипольном приближении. Поэтому интенсивные линии 
в спектрах поглощения света таких кристаллов имеют 
сложную многочастичную природу. Связать полосы 
поглощения спектра с конкретными электронными 
переходами возможно лишь после анализа реакции 
полос спектра на внешние воздействия. В данной ра-
боте рассмотрено изменение спектра оптического по-
глощения антиферромагнитного кристалла Rb2MnCl4 

при действии на него одноосного давления с целью 
выявления прямых источников серий полос поглоще-
ния в районе частот 26 500 см1, образованных с уча-
стием перехода 6A1g(6S)  4T2g(4D) в ионах Mn2+.  

Кристаллы Rb2MnCl 4 при комнатной температуре 
имеют тетрагональную структуру симметрии D4h

17. 
При температуре ниже TN = 57 К в кристалле устанав-
ливается антиферромагнитный порядок с анизотропи-
ей типа лёгкая ось. Магнитные моменты направлены 
параллельно C 4 оси симметрии кристалла [2]. Эле-
ментарная ячейка при переходе из парамагнитного в 
антиферромагнитное состояние удваивается, а сим-
метрия понижается до ромбической. 

Рассмотрим поляризованные спектры поглощения 
света кристалла Rb2MnCl4 в области энергии 26 000 см–1 
при температуре T = 4,2 К при приложенном к нему 
внешнем одноосном давлении, направленном вдоль 
оси С4 (рис. 1). Поглощение света в этой области 
энергии происходит благодаря переходам 
6A1g(6S)  4T2g(4D) в ионах Mn2+. Поляризация полос 
поглощения света, связанных с прямыми переходами 
(экситонными полосами) и парными экситон-
магнонными в этой области спектра, должна соответ-
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ствовать правилам отбора, приведённым в [3]. Экси-
тоны симметрии «like»), происходящие из со-
стояний электронов |T2, 0 , должны наблюдаться в -
поляризации, а экситоны симметрии 5 («unlike»), 
происходящие из |T2, –1, – в - и -поляризации.        
В обозначении состояний электронов | ,    ор-
битальная компонента, M  проекция орбитального 
момента. При этом экситонные полосы должны быть 
магнитодипольными и иметь очень маленькую интен-
сивность. Экситоны   должны порождать магнонные 
полосы-спутники электродипольной природы в -по-
ляризации, а экситонам 5 должны сопутствовать 
магнонные полосы-спутники в - и -поляризации. 

 
 

 
 

Рис. 1. Изменение спектра поглощения света Rb2MnCl4  
при температуре Т = 4,2 К под действием одноосного дав-
ления p С4(кбар): 1 – 0; 2 – 0,9; 3 – 1,25; 4 – 0; 5 – 1,25. 
Направление распространения света k  C4; направление 

вектора электрического поля световой волны E: 1, 2 и  
3 – E || C4 (-поляризация); 4, 5 – E  C4 (-поляризация) 

 
Обнаружить слабые экситонные полосы в спектре 

не удаётся. Однако косвенно их положение может 
быть установлено. Для этого можно воспользоваться 
расчётом изменения положения экситонных полос, 
происходящих из состояния 4T2g(4D) иона марганца, 
при учёте спин-орбитального взаимодействия и тетра-
гональной компоненты кристаллического поля [4]. 
При использовании базисных функций |4T2g, M, MS 
диагонализация гамильтониана H = D(M

2  2/3)  
 HSz + HS даёт зависимость энергии и относительной 
интенсивности прямых электронных переходов, про-
исходящих из 4T2g(4D)-состояний ионов Mn2+. Здесь 

1
SH s l 




 ;  – константа спин-орбитальной свя-

зи; s и l – операторы спинового и орбитального мо-
ментов электрона ; D – величина тетрагональной 
компоненты кристаллического поля; H = g'BHE – об-

менная энергия (g' – g-фактор возбуждённого состоя-
ния).  

Энергия таких экситонных полос не зависит от ве-
личины кубической компоненты кристаллического 
поля.  

Рассмотрим результаты расчёта зависимостей 
поглощения света для экситонов  и 5 от величи-
ны тетрагональной компоненты кристаллического 
поля D при H = 120 см–1 (рис. 2). Положение «0»           
на шкале абсцисс выбрано условно. При этом вы-
брано значение параметра спин-орбитальной связи 
 = 40 см–1, дающее наилучшее согласие поведения 
экситонных полос при приложении к кристаллу 
внешнего магнитного поля, переводящего кристалл 
в спин-флоп фазу (H > 56 кЭ) [5]. Здесь 

  4 4
2 21/ 3 10 /T s l T     . 

Если выбрать значение тетрагональной компонен-
ты кристаллического поля D = 250 см–1, то взаимное 
расположение полос D1 , D4 и D8 (см. рис. 1) совпадёт 
со взаимным расположением полос E1, E4 и E8                 
(см. рис. 2). Тогда естественно их следует считать 
магнонными спутниками экситонных полос E1, E4          
и E8 соответственно. Это полностью согласуется с 
правилами отбора для магнонных полос спутников 
экситонов симметрии и 5 [3]. Смешение полос D1, 
D4 и D8 при увеличении давления соответствует изме-
нению энергии экситонных полос E1, E4 и E8 при уве-
личении величины тетрагональной компоненты кри-
сталлического поля. Так, энергия полосы E1 уменьша-
ется, а полос E4 и E8 растёт, что наблюдается и для 
полос D1, D4 и D8. 

Форма экситон-магнонных полос D1, D4 и D8 ука-
зывает на слабое экситон-магнонное взаимодействие 
[6]. Поэтому экситонные полосы должны иметь энер-
гию, отличающуюся от энергии экситон-магнонных 
полос на величину энергии магнона на границе зоны 
Бриллюэна, т. е. на 80 см–1 [7]. Наблюдаемые энергии 
экситон-магнонных полос и вычисленные энергии эк-
ситонных полос приведены ниже: 

 
Полоса E1 E4 E8 D1 D4 D8 

Энер-
гия  

(см–1) 
26 472 24 569 26 691 26 552 26 649 26 771 

 
По смещению положения полос D1, D4 и D8, при-

няв во внимание поведение экситонов в зависимости 
от величины тетрагональной компоненты кристалли-
ческого поля (см. рис. 2), можно оценить изменение 
кристаллического поля на поглощающем свет ионе. 
При величине давления 1,25 кбар изменение тетраго-
нальной компоненты кристаллического поля, оценен-
ное по смещению центра тяжести полосы D1, состав-
ляет 5 см–1. 

Значительное расщепление полосы D1 достаточно 
необычно. В кристалле обменное поле 103 кЭ. 
Внешним давлением, таким, какое было достигнуто в 
эксперименте, изменить взаимную ориентацию маг-
нитных моментов подрешёток вряд ли возможно. По-
этому природа расщепления полосы – это бетевское 

D8 

2650 2680 E, см-1  

D1 D4 

1 

2 

3 

4 

5 
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расщепление, связанное с понижением симметрии в 
антиферромагнитной фазе до ромбической и появле-
ние анизотропии деформаций в базисной плоскости 
кристалла при действии одноосного давления. 

 

Таким образом, установлены электронные состоя-
ния, порождающие тонкую структуру спектра погло-
щения света в области переходов 6A1g(6S)  4T2g(4D) в 
ионах Mn2+ кристалла Rb2MnCl4 и определены их 
энергии, а также определено изменение тетрагональ-
ной компоненты кристаллического поля на ионе мар-
ганца при деформации кристалла под действием од-
ноосного давления. 
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Рис. 2. Зависимость формы и энергии полос поглощения экситонов, происходящих из электронных состояний:  
|T2, 1 (слева) и |T2, 0 (справа)  [4] от тетрагональной компоненты D кристаллического поля 
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МЕТОД ПОЛУЧЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ ЦИФРОВЫХ МОДЕЛЕЙ ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ, 
ОСНОВАННЫЙ НА ПРИМЕНЕНИИ ИСКУССТВЕННЫХ ТЕКСТУР 

 
Представлен новый метод пассивного оптического трехмерного сканирования, основанный на предвари-

тельной подготовке измеряемого объекта путем нанесения на него искусственной текстуры и обработке ре-
зультатов с несколькими уровнями детализации. 

 
Ключевые слова: 3D-сканер, оптические измерения, текстура, калибровка. 
 
Трехмерные модели технических объектов могут 

быть созданы различными методами прямого моде-
лирования, а также методами обратного моделиро-
вания – получением трехмерных моделей по сущест-
вующим физическим объектам или имеющимся ком-
пьютерным моделям. Первым этапом обратного мо-
делирования обычно является процесс 3D-сканиро-
вания, позволяющий с высокой точностью определить 
геометрию объекта. Технология 3D-сканирования 
существует более 14 лет, но только в последнее время 
возможности программно-аппаратного обеспечения 
сделали ее доступной для различных областей приме-
нения. При выборе метода измерения важны следую-
щие критерии: 

– точность – степень соответствия данных измере-
ния реальному физическому объекту; 

– уровень шума – хаотическое отклонение точек от 
измеряемой поверхности; 

– разрешение – оно должно быть менее половины 
размера самой мелкой существенной детали объекта. 
Прямой связи разрешения с точностью не существует; 

– диапазон измерений – минимальное и макси-
мальное расстояние от объекта до сканера. Если раз-
мер объекта превышает диапазон, необходимо сде-
лать множество измерений. Близкий критерий: по-
крытие – возможность измерять труднодоступные 
участки; 

– универсальность – возможность измерять объек-
ты различных размеров, форм и оптических свойств в 
различных условиях освещения. Позволяет умень-
шить количество необходимого оборудования; 

– мобильность системы сканирования, включая 
расчёт времени измерения; 

– время измерения – состоит из времени установки 
(включая время на калибровку сканера, а также время 
на подготовку объекта) и времени сканирования; 

– простота применения – возможность подгото-
вить объект и провести сканирование персоналом, не 
имеющим специальных знаний и навыков. При этом 
степень контроля над процессом сканирования и со-
ответственно качество измерения снижается; 

– безопасность использования – некоторые типы 
измерительного оборудования вредны для органов 
зрения и должны применяться с соблюдением правил 
безопасности. 

3D-сканирование нашло применение в различных 
областях. 

В промышленном производстве с помощью 3D-
сканирования осуществляется: 

– контроль точности изготовления – устанавлива-
ется степень отличия от проектной документации; 

– обратная инженерия (Reverse engineering) – рас-
крытие дизайна, функционирования и способа произ-
водства продукции конкурентов; 

– цифровое архивирование для воспроизводства 
устаревших компонентов, изделий с утерянной конст-
рукторской документацией, а также геометрических 
моделей из устаревших систем проектирования без 
необходимости повторного проектирования; 

– разработка компонентов для существующих то-
варов и изделий, разработка упаковки по форме физи-
ческого объекта (переоборудование и вторичный ры-
нок); 

– репродукция в масштабе существующих объек-
тов (модели и макеты); 

– производство оснастки для ремонта, обновления 
и замены изношенных деталей. 

3D-сканирование широко применяется в дизайне. 
Это обеспечивает эргономичность – т. е. сочетание 
проектируемого изделия в CAD-системе с формой те-
ла человека, траекторией движения конечностей и за-
данным расположением относительно органов чувств; 
эстетичность – объекты, созданные дизайнером вруч-
ную, сканируются  для получения цифровой модели 
(например, глиняные модели, используемые при про-
ектировании корпусов автомобилей). В промышлен-
ном дизайне отсканированный объект используется 
для дизайнерской работы. Отсканированные данные 
отправляются в 3D CAD-программу, где они стано-
вятся базой или ссылкой для проектировочных изме-
нений. 

В области искусства и развлечения с помощью  
3D-сканирования создаются изображения для трех-
мерного кино и телевидения, а также 3D-цифровые 
объекты для игр, анимации, спецэффектов и презен-
таций. 

3D-сканирование применяется также в медицине 
для репродукции человеческой анатомии для изделий, 
изготовленных на заказ, или вспомогательных изде-
лий, таких как протезы, слуховые аппараты, мос-
ты/коронки, при создании имплантатов и хирургиче-
ских инструментов. 

3D-сканирование может сыграть важную роль в 
сохранении культурного наследия, поскольку с его 
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помощью осуществляется каталогизация, сохранение 
или восстановление культурных артефактов, скульп-
тур, исторически значимых объектов, зданий, архи-
тектурных орнаментов, а также археологических на-
ходок. 

Для получения 3D-моделей в настоящее время 
применяются различные методы измерения формы 

(рис. 1) [1]. Среди бесконтактных методов измерения 
наибольшее распространение получили активные ме-
тоды с применением источников света в виде лазер-
ных сканеров или структурированного света, а также 
пассивный метод стереоскопического соответствия. 

Особенности, область применения, достоинства и 
недостатки этих методов измерения см. в  таблице. 

 

 
 

Рис. 1. Основные методы измерения, применяемые для получения трехмерных моделей 
 
 

Бесконтактные методы измерения формы объекта 
 

Метод Лазерное сканирование Структурированный свет Стереоскопическое соответствие 

Принцип  
работы (рис. 2) 
[2] 

На измеряемый объект проеци-
руется лазерный луч (в виде то-
чек, линии или сетки). Проекция 
луча снимается камерой и обра-
батывается (рис. 2, а)  

На объект проецируется набор 
изображений в виде полос с по-
мощью проектора. Изображение 
снимается камерой и обрабаты-
вается (рис. 2, б) 

Используется множество камер 
(или одна камера и разные точки 
съемки). Координаты точек по-
лучаются в результате компью-
терной обработки 

Основное  
использование 

В системах автоматизированно-
го контроля на производстве 

Для измерения лица, частей те-
ла человека, предметов искус-
ства 

Для измерения любых, обычно 
крупных объектов, которые 
можно снять фотокамерой 

Основные  
недостатки 

Большое время сканирования. 
Сложно измерять подвижные 
объекты. Опасно для зрения 

Невозможна работа вне поме-
щений, желательно затемнение 

Трудно автоматизировать. 
Большие вычислительные ре-
сурсы, множество камер или то-
чек съемки 

Основные пре-
имущества 

Возможность сканирования 
очень маленьких объектов и  
измерений в различных услови-
ях освещения. Простая калиб-
ровка 

Высокая скорость сканирования 
– миллионы точек в секунду. 
Лучший метод измерения под-
вижных объектов, людей. Безо-
пасно для зрения 

Единственный метод измерения, 
если установка проектора или 
лазера невозможна. Возможно 
измерение выбранных точек 
большого объекта 

Точность из-
мерения 

Высокая Высокая Высокая 

Разрешение Высокое, если время сканиро-
вания велико 

Высокое, зависит от разреше-
ния проектора 

Зависит от разрешения камеры 

Универсаль-
ность 

Требуется различное аппарат-
ное обеспечение для каждой 
размерной зоны. Качество силь-
но зависит от оптических 
свойств объекта 

Требуется различное аппарат-
ное обеспечение для каждой 
размерной зоны. Качество 
сильно зависит от оптических 
свойств объекта 

Измеряются только точки-
маркеры на объекте. Мало зави-
сит от оптических свойств объ-
екта 
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Окончание таблицы 
 

Метод Лазерное сканирование Структурированный свет Стереоскопическое соответствие 

Диапазон из-
мерений 

От миллиметров до десятков 
метров 

От 50 мм до 10 м Не ограничен 

Мобильность Низкая. Существуют мобильные 
исполнения 

Средняя Высокая. Достаточно камеры и 
калибров 

Время измере-
ния 

Большое (от десятков секунд до 
нескольких минут на измере-
ние) 

Очень малое, от миллисекунд 
до десятка секунд 

Время сканирования  мало, но 
время и ресурсы последующей 
обработки велики 

Простота при-
менения 

Средняя Низкая Высокая 

Уровень шу-
мов 

Низкий Средний Средний 

Безопасность Низкая Средняя Высокая 
 
 

     
а                          б 

 
Рис. 2. Принцип работы лазерного сканирования (а) и сканирования  

с применением источника структурированного света (б) 

 
Современное оборудование объемного сканирова-

ния имеет ряд существенных недостатков: высокую 
цену, низкую универсальность, чувствительность к 
условиям освещения и оптическим свойствам изме-
ряемых объектов. Проанализировав недостатки трех 
основных методов, применяемых для 3D-сканиро-   
вания, авторами статьи предлагается новый метод по-
лучения трехмерной геометрии тел сложной формы. 
Метод основан на усовершенствовании существую-
щего метода стереоскопического соответствия [3; 4]. 

Суть метода заключается в следующем. 
Проводится предварительная подготовка измеряе-

мого объекта путем нанесения на него искусственной 
текстуры, состоящей из разреженных точек и линий 
(полученных аэрографией, фломастером и т. п.), до-
полнительно к опорным меткам, применяемым в ис-
ходном методе [4]. Текстура должна быть контрастна 
объекту и может быть многоцветной. Нанесение тек-
стуры не слишком усложнит подготовку объекта. 
Обычно при измерении активными методами на объ-
ект наносится матовое белое покрытие. 

Затем определяются координаты центров опорных 
меток, далее – геометрия пространственных кривых 
(рис. 3) и, наконец, строится плотное облако точек по 
искусственной текстуре. 

При использовании данного метода возможно два 
основных варианта измерений: 

– со свободной камерой. Кроме измеряемого объ-
екта в кадре может находиться одна или несколько 
калибровочных поверхностей со специально нанесен- 
ным рисунком для предварительного грубого опреде-
ления положения камеры в пространстве и уменьше-
ния объема последующих вычислений; 

– с использованием поворотного стола и устрой- 
ства точного позиционирования камеры. В этом 
случае размеры объекта будут ограничены размерами 
устройств позиционирования, но точность 
существенно вырастет. 

Для получения опорных точек объект 
обклеивается кодированными метками с размерами 
1…2,5 % зоны измерения. Метка представляет собой 
напечатанные на принтере грубо нарезанные квад- 
ратики с разноцветными углами. Центральная часть 
метки – это окружность с двумя черными и двумя 
белыми секторами. При обработке снимков центр 
метки находится с субпиксельной точностью по изоб- 
ражению окружности и точки пересечения секторов. 
Задача нахождения соответствия кодированных меток 
решается путем распознавания отдельных меток по 
цветам их углов с помощью библиотеки OpenCV 
(URL: http://sourceforge.net/projects/opencvlibrary). 

Для вычисления координат точки искусственной 
текстуры необходимо обработь минимум два снимка, 
большее количество снимков повышает точность 
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измерения за счет использования обработки методами 
математической статистики. Для измерения устано-
вим объект в фиксированной системе координат. По-
ложение опорной точки A (XAYAZA) определяется в 
глобальной системе координат XYZ, связанной с объ-
ектом, или a (xayaza) в фотограмметрической системе 
координат xyz (рис. 4). 

 
 

 
 

а 
 

 
 

б 
 

Рис. 3. Процесс получения первичных опорных точек (а)  
и кривых на поверхности объекта (б) 

 
Матрица трансформации вращения R может быть 

определена как 
 

cos cos sin sin cos cos sin
cos sin sin sin sin cos cos

sin sin cos

cos sin cos sin sin
cos sin cos sin cos ,
cos cos

R
       

          
    

      
      
  

      (1) 

 

где , ,  – последовательные трансформации 
вращения первичных осей x′, y′, z′ (оси модели) во 

вторичные оси x, y, z (оси базовой системы 
координат) (рис. 4, а) [3].  

Если переместить начало координат на расстояние 
Tx, Ty, Tz и применить масштаб K, то получим семь па-
раметров трансформации Tx, Ty, Tz, , , , K [4]. 
Принцип центральной перспективной проекции пока-
зан на рис. 4, б. Точка на изображении светочувстви-
тельной матрицы камеры a (xa,ya, –f) с фокусным рас-
стоянием f, центр перспективы 0 (X0Y0Z0) и соответст-
вующая точка объекта A(XAYAZA) находятся на одной 
прямой A0a. Уравнение колинеарности позволяет 
найти координаты изображения (xa,ya) по координа-
там объекта (XAYAZA). 

 

11 A 0 12 A 0 13 A 0

31 A 0 32 A 0 33 A 0

(  (  ) +  (  ) + (  )
(  (  ) +  (  ) +  ( )a
r X X r Y Y r Z Zx f
r X X r Y Y r Z Z

  
 

  
; 

(2) 
21 A 0 22 A 0 23 A 0

31 A 0 32 A 0 33 A 0

(  (  ) +  (  ) + (  )
(  (  ) +  (  ) +  ( )a
r X X r Y Y r Z Zy f
r X X r Y Y r Z Z

  
 

  
, 

 

где rij – элементы матрицы вращения R, для которой 
необходимо определить углы поворота, т. е. нужно 
решить уравнение для плоской проекции точки на 
матрицу камеры. Техника взаимного соответствия 
изображений дает возможность одновременного на-
хождения положения камеры относительно объекта и 
исправления искажений оптики (калибровки). Эти 
уравнения могут быть записаны в виде 

 

F(x, b, a) = 0                                    (3) 
или 

1 1

2 2 2

1

0,

y z

x x

b b
b b

x y f
x y z

                           (4) 

 

где bx, by и bz – расстояния между центром проекции 
двух фотографий (рис. 4, в) в системе XYZ; x1, y1 – ко-
ординаты точки на проекции первой камеры; f – фо-
кусное расстояние; x2, y2, z2 – координаты точки на 
проекции второй камеры относительно координатной 
системы первой.  

 

 
а  б   в 

 
Рис. 4. Матрица трансформации вращения (а); центральная перспективная проекция на сенсор камеры (б); проекция трех-

мерной точки A в точки а1 и а2 на два различных снимка с различными положениями камеры (в)   
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С учетом матриц вращения и перемещения получим 
 

'
2 2

'
2 2

'
2 2

.
x

y

z

x x b
y R y b
z z b

    
         
        

                            (5) 

 

Здесь R определяется из уравнения (1). После оп-
ределения положения координат камеры по первому 
снимку положение остальных снимков будет опреде-
ляться в системе координат первого. 

Чтобы определить положение в абсолютной сис-
теме координат сцены, нужно описать геометрию 
опорных точек объекта в глобальной системе коорди-
нат с помощью ориентации. Положение оси Z опреде-
ляется как нормальное к плоскости, на которой рас-
полагается измеряемый объект. Масштабный фактор 
определяется по данным обработки множества сним-
ков с элементом геометрии с известным размером. 
Выравнивание объекта достигается вращением отно-
сительно осей X и Z (т. е.  = 0 в матрице вращения). 

Уравнения трансформации для фотограмметриче-
ской системы (xyz) относительно глобальной системы 
координат (XYZ) примут вид 

 

0

0

0

,
X x X
Y K R y Y
Z z Z

    
          
         

                     (6) 

 

где (X0Y0Z0) – координаты камеры в глобальной сис-
теме координат измеряемого объекта; K – предвари-
тельно вычисленный для данной камеры масштабный 
коэффициент (при измерениях со свободной камерой 
вычисляется обработкой изображений калибра с из-
вестной геометрией); R – матрица вращения с углами 
вращения  и , полученными ранее ( = 0). Коорди-
наты любой опорной точки в системе координат (XYZ) 
будут вычисляться из уравнения (6). 

Для варианта со свободной камерой ее координаты 
вычисляются по фотограмметрическим меткам, в ва-
рианте с позиционирующим механизмом все угловые 
положения камеры на снимках известны (возможна 
дополнительная калибровка по объектам простой 
формы с известной точной геометрией). 

На последнем этапе получаем плотные облака 
точек в системах координат реперных точек и кривых 
при помощи сопоставления множества изображений с 
искусственными текстурами, используя модифи- 
кацию метода Patch-based Multi-view Stereo [5]. 
Модификация заключается в использовании ком- 
пенсации искажений оптики методом Tsai [6] и 
применении разных весов точек в изображениях точек 
на матрице. Для обеспечения большей точности и 
разрешения дополнительно производится съемка 
выбранных зон с большим увеличением и разре- 
шением. 

Метод был испытан при измерении двух объектов, 
сложных для измерения обычными оптическими 
методами – стальной полированной сферы с 
диаметром 50 мм и прозрачного акрилового кубика с 
размером стороны 50 мм. На объекты были нанесены 
по 24 опорных метки (очень тонкая пленка 3 × 3 мм) и 

текстуры из капелек черной туши с плотностью около 
0,6 мм. При обработке снимков искуственной 
текстуры было выявлено около 36 800 точек на 
кубике и 19 400 на сфере. Погрешность измерения 
опорных точек со свободной камерой после 
обработки 72 снимков c разрешением 12 Mpix не 
превысила 0,02 мм (0,04 %). Погрешность измерения 
искуственных точек текстуры составила не более      
0,05 мм (0,1 %). 

 

Новый метод получения трехмерных цифровых 
моделей технических объектов, основанный на при-
менении искусственных текстур, отличается следую-
щими достоинствами: 

– низкой стоимостью оборудования для сканиро-
вания – достаточно использовать обычные цифровые 
фото или видеокамеры с набором распечатанных ме-
ток и подготовить объект путем нанесения искусст-
венных текстур; 

– возможностью получения качественных резуль-
татов на объектах со сложными оптическими свойст-
вами поверхностей – с высокой отражающей способ-
ностью, прозрачностью, высокой степенью поглоще-
ния света; 

– возможностью съемки подвижных и быстро де-
формируемых или колеблющихся объектов в услови-
ях естественного освещения; 

– простотой последующей обработки. После ска-
нирования другими методами требуется трудоемкая 
обработка, включающая в себя получение частичных 
облаков точек, объединение облаков точек в единую 
модель, наложение на модель сетки кривых и обтяги-
вание ее лоскутами поверхностей. При использовании 
нового метода сразу получаем геометрическую еди-
ную модель объекта, возможно, с нанесенной сеткой 
кривых. Нанесение кривых на этапе подготовки объ-
екта проще, чем на этапе обработки компьютерной 
модели; 

– возможностью сохранения естественного цвета и 
текстуры объектов за счет нанесения разреженной 
структуры и неполного окрашивания; 

– возможностью проработки очень мелких деталей 
путем нанесения более густого облака точек в вы-
бранных областях и дополнительной съемки этих 
мест. 

Планируется дальнейшая последующая обработка 
облака точек с целью получения поверхностных и 
твердотельных NURBs-моделей. 
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METHOD OF 3D DIGITALIZATION OF TECHNICAL OBJECTS BASED 

ON ARTIFICIAL TEXTURES 
 
It is represented new method of passive refractive optical 3D scanning which is based on preliminary preprocessing 

of measured objects by creation on its surfaces of artificial textures and post processing on a different level of details. 
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МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ СКОРОСТЬЮ ВЫТЯГИВАНИЯ 
МОНОКРИСТАЛЛОВ КРЕМНИЯ 

 
Предложена математическая модель формирования скорости вытягивания на установке выращивания 

монокристаллов кремния по способу Чохральского, которая позволяет автоматизировать процесс ввода про-
граммного задания скорости в микропроцессорную систему управления. 

 
Ключевые слова: скорость вытягивания, монокристалл кремния, осевой градиент. 
 
Управление скоростью вытягивания кристаллов 

полупроводниковых материалов, выращиваемых из 
расплава по способу Чохральского, заключается в 
следующем: во вращающемся вокруг своей оси с уг-
ловой скоростью Wт тигле с внутренним диаметром D 
находится жидкий расплавленный металл (рис. 1); 
кристалл диаметром d вытягивается из расплава со 
скоростью вытягивания Vз и угловой скоростью вра-
щения Wз; процесс проводится в камере, наполненной 
инертным газом аргоном. Общий вид микропроцес-
сорной установки вытягивания кристаллов кремния 
приведен на рис. 2. 

Температура расплава формируется за счет управ-
ления мощностью нагревателя на основе показаний 
датчика температуры Tз  боковой поверхности нагре-
вателя. Управление скоростью вытягивания кристал-
лов кремния по программе позволяет сформировать 
плоский фронт кристаллизации при выращивании 
прямого конуса, цилиндрической части и обратного 
конуса кристалла, что необходимо для многих марок 
кристалла и обеспечивает минимум дислокаций, т. е. 
нарушений монокристаллической структуры в выра-
щенном монокристалле. Отклонение от цилиндриче-
ской формы по длине кристалла повышает вероят-
ность образования дислокаций в местах перегиба 
формы, за счет повышенных механических напряже-
ний в них, возникающих в процессе охлаждения кри-
сталла.  

 
 

Рис. 1. Схема выращивания кристаллов кремния: 
1  камера; 2  затравка; 3  кристалл; 4  датчик темпера-

туры; 5  тигель; 6  расплав металла; 7  нагреватель 
 
По данным многих исследователей [1–4], обеспе-

чение условий получения плоского фронта кристал-
лизации при выращивании кристаллов кремния и 
германия (с необходимой величиной осевого градиен-
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та температур в выращиваемом кристалле) позволяет 
получать кристаллы с совершенной структурой (ми-
нимумом дислокаций).  

 

 
 

Рис. 2. Общий вид микропроцессорной установки вытяги-
вания кристаллов кремния 

 
Превышение скорости вытягивания кристалла 

кремния некоторой пороговой величины приводит к 
прогибу фронта кристалла вверх и отрыву фронта 
кристаллизации кристалла от расплава, т. е. к срыву 
процесса монокристаллического роста. Уменьшение 
скорости ниже другой пороговой величины приводит 
к опусканию фронта кристаллизации кристалла вниз и 
касанию твердой фазы фронта кристаллизации дна 
тигля, что ведет к поломке технологической оснастки 
и аварийной остановке процесса. Поэтому в практике 
выращивания монокристаллов кремния актуальной 
является проблема разработки математического аппа-
рата для задания скорости вытягивания кристалла, 
исходя из условия плоского фронта кристаллизации. 
Для получения монокристаллов кремния высокого 
качества необходимо обеспечить форму фронта кри-
сталлизации, близкую к плоской на участках выращи-
вания прямого конуса, цилиндрической части и об-
ратного конуса кристалла, что дает возможность по-
лучить одновременный устойчивый монокристалли-
ческий рост. Ниже приведены математические выра-
жения для формирования закона изменения скорости 
вытягивания Vз(x), которые позволяют автоматизиро-
вать процесс ввода этого параметра в систему управ-
ления установкой. Модель управления скоростью вы-
тягивания (рис. 3) монокристалла кремния можно 
представить в виде выражения 

 

V(x) = F(Z, Y, , L(x), x), 
 

где  – величина среднего перегрева расплава; x  ко-
ордината перемещения вдоль оси кристалла;                  
L(x) – линейный осевой градиент в твердом кристал-
ле; Z – вектор задания геометрии выращиваемого 
кристалла; Y – вектор задания теплофизических пара-
метров материала. 

Математическую зависимость величины среднего 
перегрева расплава λ относительно температуры кри-
сталлизации материала [3; 4] можно представить виде 
следующего выражения: 
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Vз – скорость вытягивания кристалла; к – температу-
ра кристаллизации материала;  – температура рас-
плава в зоне фронта кристаллизации; L – линейный 
осевой градиент в твердом кристалле; E – удельная 
теплота плавления материала; ж – коэффициент теп-
лопроводности расплава; тв – коэффициент тепло-
проводности кристалла; g – ускорение свободного па-
дения; d – диаметр кристалла;   – поверхностное на-
тяжение расплава. 

В общем случае средний перегрев λ есть функция 
осевого градиента в кристалле L и скорости вытягива-
ния кристалла Vз. Процесс управления основными па-
раметрами выращивания кристалла показан на рис. 4.  

Используя линейную аппроксимацию параметров 
на узловых участках выращивания кристалла, полу-
чены выражения для определения задания скорости 
вытягивания Vз(x) на конусной, цилиндрической части 
кристалла и при формировании обратного конуса со-
ответственно: 
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где V0  начальная скорость вытягивания кристалла; 
V1  скорость вытягивания кристалла при завершении 
формирования обратного конуса; V2  скорость вытя-
гивания кристалла при завершении формирования 
цилиндра; V3  скорость вытягивания кристалла при 
завершении формирования обратного конуса; x1  ко-
ордината завершения формирования прямого конуса 
кристалла; x2  координата завершения формирования 
цилиндрической части кристалла; x3  координата за-
вершения формирования обратного конуса кристалла; 
x  координата перемещения вдоль оси кристалла. 

Для автоматического определения значений коор-
динат скорости вытягивания в узловых точках (V0, V1, 
V2, V3) преобразуем выражение (1) к виду выражения 
(5), введя технологические поправочные коэффициен-
ты βi: 
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где Vз(d)  скорость вытягивания кристалла; dз  зада-
ние диаметра кристалла на прямом конусе, цилиндри-
ческой части и обратном конусе; βi  технологический 
коэффициент снижения скорости (0,9…0,7).  
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Рис. 3. Модель управления скоростью вытягивания монокристалла кремния 

 
 
 

 
 

Рис. 4. Задание параметров процесса выращивания кристаллов: 
dз(x)  задание диаметра; Vз  задание скорости вытягивания; L  задание осевого градиента;  

x  перемещение вдоль оси кристалла 
 
Из (5) для узловых точек скорости вытягивания 

получим выражения: 
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где L0  осевой градиент в начале цилиндрической 
части кристалла; L1  осевой градиент в конце цилин-
дрической части кристалла; V0, V1, V2, V3 – узловые 
точки скорости вытягивания; d0  диаметр вытягивае-
мой шейки кристалла; d1  диаметр цилиндрической 
части кристалла. 

Технологические поправочные коэффициенты βi 
введены для корректировки скорости вытягивания, 
исходя из технологических требований (например, 
равномерности легирования кристалла по его длине, 
при допущении некоторой величины прогиба фронта 
кристаллизации). Осевой градиент в выращиваемом 
кристалле кремния можно рассчитать на основе не-
прерывного измерения температуры пирометром в 
области выращивания на боковой поверхности кри-
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сталла (на расстоянии 8…10 мм от расплава) в про-
цессе роста, при этом пирометр устанавливается                
на смотровое окно камеры установки вытягивания. 
Другим способом определения осевого градиента в 
выращиваемом кристалле является метод непрерыв-
ного измерения температуры термопарами (введен-
ными в камеру установки), вблизи боковой поверхно-
сти выращиваемого кристалла. Применяя микропро-
цессорные системы управления выращиванием кри-
сталлов кремния, вычисление осевого градиента мож-
но автоматизировать. На основе выражений (1)–(9), c 
подстановкой в них физических постоянных полупро-
водникового материала кремния [5], на рис. 5 и 6 при-

веден пример моделирования задания диаметра кри-
сталла кремния и его скорости вытягивания на всех 
участках. 

Моделирование скоростей вытягивания кри-
сталлов кремния и германия [4] показало, что рабо-
чий диапазон скорости вытягивания германия 
(0,2…1 мм/мин) и кремния (2…10 мм/мин) отличает-
ся на порядок, что согласуется с теплофизическими 
параметрами данных материалов. Основной трудно-
стью для применения данной модели при выращива-
нии монокристаллов кремния является практическое 
измерение и вычисление осевых градиентов при вы-
ращивании новых марок кристаллов. 
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Рис. 5. Задание диаметра кристалла кремния: при x1 = 50 мм; x2 = 210 мм; x3 = 260 мм; d0 = 0,5 см 
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Рис. 6. Задание скорости вытягивания кристалла кремния: при λ = 0,2 оС; L0 = 15 оС/см;  

L1 = 15 оС/см; β1 = β2 = β3 = β4 = 0,8; d0 = 0,5 см; x1 = 50 мм; x2 = 210 мм; x3 = 260 мм; d0 = 0,5 см 
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Итак, предложена математическая модель форми-
рования скорости вытягивания монокристаллов крем-
ния, выращиваемых по способу Чохральского. Это 
позволяет автоматизировать процесс ввода параметра 
скорости в систему управления и сокращает цикл 
производства готовой продукции требуемого качест-
ва, обеспечивая при выращивании кристалла форму 
фронта кристаллизации, близкую к плоской. 
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АВТОМАТИЗИРОВАННЫЙ ИЗМЕРИТЕЛЬ КОМПЛЕКСНОГО КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ  
НА ОСНОВЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКОГО УСИЛИТЕЛЯ 

 
Описано применение логарифмического усилителя для построения измерителя комплексного коэффициента 

отражения (ККО) оконечных устройств диапазона СВЧ. Рассмотрены методы измерения ККО датчиком, 
параметры которого уточняются в процессе калибровки. Проанализированы источники неопределенности из-
мерений. 

 
Ключевые слова: комплексный коэффициент отражения, СВЧ-измерение, логарифмический усилитель, 

датчик. 
 
Интенсивное развитие систем радиосвязи, в част-

ности спутниковой связи, расширение частотного 
диапазона, ставит проблему создания точных радио-
измерительных приборов. В настоящее время отече-
ственной промышленностью выпускается явно недос-
таточное количество таких приборов. Особенно это 
касается СВЧ-диапазона, который используется в 
спутниковой связи. От точности согласования антен-
но-фидерных устройств в диапазоне рабочих частот 
существенно зависит эффективность передачи ин-
формации по каналам связи. 

Основным параметром, характеризующим степень 
согласования высокочастотного тракта, является ком-
плексный коэффициент отражения – комплексная ве-
личина, равная отношению амплитуд отражённой и 
падающей волны. На сегодняшний день для измере-

ния ККО существуют различные приборы, обладаю-
щие высокой точностью и широким диапазоном, но 
стоимость таких приборов не позволяет применять их 
массово. Другой класс недорогих приборов способен 
измерять только модуль коэффициента отражения, 
что не всегда достаточно. Поэтому актуальной зада-
чей является разработка прибора для измерения ком-
плексного коэффициента отражения, с низкой стои-
мостью. 

В самом простейшем случае ККО можно опреде-
лить с помощью измерителя комплексных отноше-
ний, на один вход которого подается отраженная вол-
на, а на второй – сигнал с генератора. Падающая и от-
раженная волны могут быть выделены с помощью на-
правленных ответвителей. В этом случае ККО опре-
деляется по формуле 
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где 1b  и 2b  – амплитуды отраженной и падающей 
волн соответственно; B – коэффициент пропорцио-
нальности, определяемый коэффициентом ответвле-
ния направленных ответвителей.  

Точность такого измерения ограничена технологи-
ческими сложностями изготовления прецизионного 
измерительного преобразователя, особенно сложно 
выдержать параметры в широкой полосе частот, что 
неизбежно несет в себе систематическую ошибку из-
мерения. Авторами разработан цифровой измеритель 
комплексного коэффициента отражения, лишенный 
указанного недостатка, в разработанной измеритель-
ной системе параметры измерительного преобразова-
теля определяются уже после изготовления на этапе 
калибровки, тем самым устраняется систематическая 
ошибка, вызванная неидеальностью преобразователя. 
В качестве измерителя комплексных отношений ис-
пользован интегральный двуканальный логарифмиче-
ский усилитель AD8302 (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Структурная схема анализатора сигнала 
 
Измерительная система состоит из управляемого 

генератора СВЧ, 8-полюсного измерительного преоб-
разователя, к входу которого подключена измеряемая 
нагрузка (Γx), логарифмических усилителей (ЛУ), фа-
зового компаратора (ФК), сумматора, аналого-
цифровых преобразователей (АЦП), управляющего 
микропроцессора (MPU) и персонального компьютера 
ПК. Микропроцессор и АЦП входят в состав микро-
контроллера ADuC842. Логарифмические усилители, 
фазовый компаратор и сумматор входят в состав ин-
тегральной микросхемы AD8302. Определение отно-
шения сигналов выполняется суммированием лога-
рифмов входных сигналов. На выходе сумматора 
формируются напряжения, пропорциональные отно-
шению модулей двух сигналов, а на выходе ФК – фа-
зовому сдвигу между ними. Эти напряжения перево-
дятся в цифровую форму с помощью АЦП в составе 
микроконтроллера. Далее результаты измерения пе-
редаются в ПК для дальнейшей цифровой обработки 
и индикации на мониторе. В качестве управляемого 
генератора использован широкополосный синтезатор 
частоты ADF4350. Синтезатор позволяет формиро-
вать сигнал с частотой от 137,5 до 4 400 МГц. Управ-
ление параметрами сигнала производится через 3-про-

водный интерфейс (ADF4350 data sheet. Analog            
Devices. Norwood, MA, U.S.A). 

В приведенной системе назначение микропроцес-
сора заключается в автоматической регистрации зна-
чений напряжений на выходе векторного измерителя 
и в управлении процессом измерения, калибровки и 
передачи полученных данных в ПК.  

Персональный компьютер в измерительной систе-
ме используется не только для индикации и сохране-
ния результата измерения, но и для повышения точ-
ности, при этом появляется возможность автоматиза-
ции измерительных и вычислительных операций, оп-
ределения и введения поправок непосредственно в 
процессе измерения. Одновременно может быть учте-
но и предельно уменьшено влияние источников слу-
чайных погрешностей на результат измерения. 

В разработанной системе роль индикатора выпол-
няет микросхема AD8302, представляющая собой 
полностью интегрированную систему для измерения 
отношения мощностей двух сигналов и фазового 
сдвига между ними. На выходе микросхемы форми-
руются напряжения, пропорциональные разности 
уровней входных сигналов и разности фаз между 
этими сигналами. Напряжение может быть измерено с 
помощью внешнего аналого-цифрового преобразова-
теля. 

Напряжение на выходе логарифмического усили-
теля может быть описано выражением 

 

lg ,INA
OUT SLP

INB

VV V
V
 

   
 

     (1) 

 

где OUTV – напряжение на выходе логарифмического 
усилителя; INAV – амплитуда входного сигнала первого 
канала; INBV – амплитуда входного сигнала второго 
канала. 

Коэффициент SLPV  характеризует наклон переда-
точной характеристики логарифмического усилителя, 
имеет размерность В/дБ. Допустимое отношение 
входных сигналов 60 дБ. 

Также на выходе микросхемы формируется на-
пряжение, пропорциональное разности фаз между 
двумя входными сигналами: 

 

   Ф Ф ФPHS INA INBV V V V   ,    (2) 
 

где PHSV  – напряжение на выходе фазового компара-
тора;  Ф INAV  – фаза сигнала на первом входе; 

 Ф INBV  – фаза сигнала на втором входе; ФV  – неко-
торый коэффициент пропорциональности, если фазо-
вый сдвиг измеряется в градусах, то размерность бу-
дет В/градус. 

В качестве измерительного преобразователя может 
быть использован 8-полюсник. Структурная схема 
использования 8-полюсника для измерения ККО при-
ведена на рис. 3. 

В схеме генератор подключен к первому полюсу, 
объект измерения ко второму полюсу, а третий и чет-
вертый полюс используются в качестве индикаторных 
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каналов. Согласно [1; 2], выходящая волна для j-го 
полюса нагруженного многополюсника определяется 
выражением 

2
Г

2

Г
1 Г

j j
j

A B
b a

C
 

 
 

  
   ,     (3) 

где A, B, C – эквивалентные параметры многополюс-
ника; j = 3, 4; Гa – амплитуда волны генератора; 2Г  – 
ККО нагрузки, подключенной ко второму порту 8-по-
люсника.  

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема измерителя ККО  
с 8-полюсным датчиком 

 
Параметры A, B, C могут быть выражены через 

матрицу рассеяния (S-матрица) нагруженного много-
полюсника следующим образом: 

 

    

  

1 22 11

22

det
;

det
jS

j

D
A

D
  

    

  

1 2 2 11

22

det
;

det
jS S

j

D
B

D
          (4) 

  

  

2 2

22

det
,

det
SD

C
D

   

 

где det[D](jSk) – определитель матрицы D, у которой j-й 
столбец заменен k-м столбцом матрицы D; det[D](jk) – 
определитель матрицы, полученной из матрицы D 
вычеркиванием j-го столбца и k-й строки. Матрица D 
может быть получена из матрицы S следующим обра-
зом [1]: 

        11 Г ,D S     
 

где  Г  – матрица, диагональные элементы которой – 
комплексные коэффициенты отражений от нагрузок, 
подключенных к соответствующим портам многопо-
люсника, остальные элементы равны нулю;  1  – еди-
ничная матрица. 

Если в качестве индикаторного канала использо-
вать измеритель отношений, то для показаний инди-
катора, используя выражение (4), можно записать 

 

3 3 3

4 44

,
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       (5) 

 

где 3 3 4

4 4 4

; ; ;A B BA B C N
A A A

     – показание индикатора, 

Гx
  – значение измеряемой нагрузки, подключенной 

ко второму порту 8-полюсника. 

Таким образом, эквивалентные параметры                        
8-полюсного датчика при использовании в качестве 
индикатора измерителя отношений описываются тре-
мя параметрами: , , ,A B C   при этом показания индика-
тора не зависят от амплитуды генератора.  

Из выражения (5) по показанию индикатора опре-
деляется значение измеряемой нагрузки: 

 

Г .x
x

N A
B N C




 


        (6) 

 

Выражение (6) может быть использовано для из-
мерения неизвестного ККО (Γx) оконечного устройст-
ва СВЧ-диапазона. 

Анализируя измерительное уравнение (6), можно 
сделать вывод, что наибольший динамический диапа-
зон измеряемых значений ККО достигается при усло-
вии 

0,A
B 
  

0.C             (7) 
 

Сформулируем требование для измерительного 
датчика для обеспечения максимального динамиче-
ского диапазона измеряемого ККО. Используя (4), 
можно записать выражения для нахождения эквива-
лентных параметров датчика, через параметры нагру-
женного многополюсника: 
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Если индикаторные каналы идеально согласованы 
(Г3 = Г4 = 0), тогда 
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Для выполнения условия (7) параметры многопо-
люсника 3,1S , 2,2S , 4,2S  должны быть наименьшими, а 

параметры 4,1S , 2,1S  и 3,2S  – наибольшими. Исходя из 
требований, можно заключить, что в качестве                     
8-полюсного датчика может быть использован на-
правленный ответвитель на связанных микрополоско-
вых линиях.  

Расчет электромагнитной структуры датчика про-
изводился в среде автоматизированного проектирова-
ния Microwave Office AWR. Топология датчика и по-
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лученные S-параметры в полосе частот приведены на 
рис. 3 и 4 соответственно. 

 

 
 

Рис. 3. Топология датчика 
 
 

 
 

Рис. 4. График зависимости S-параметров  
8-полюсного датчика от частоты 

 
Несмотря на то что эквивалентные параметры мо-

гут быть найдены аналитическим путем на этапе про-
ектирования, при таком подходе датчик должен быть 
изготовлен с высокой точностью, что влечет за собой 
ряд технологических проблем. Кроме того, при про-
ектировании датчика довольно сложно учесть ККО 
коаксиально-полоскового перехода, а также переход-
ников для нагрузок различных сечений. Поэтому оп-
тимальным решением представляется нахождение эк-
вивалентных параметров датчика путем его калиб-
ровки. Для этого к измерительному порту датчика 
подключаются три нагрузки с известными значения-
ми ККО  1 2 3Г , Г , Г   , на основании (5) составляется 
система уравнений 

 

1 1 1 1Г Г ;A B N С N            
     2 2 2 2Г Г ;A B N С N               (9) 

3 3 3 3Г Г .A B N С N            
 

Решение этой системы позволяет определить эк-
вивалентные параметры , ,A B C  : 

 

1
1 ;A     

1
2 ;B          (10) 

1
3 ,C     

 

где Δ  – определитель системы уравнений (9); 
 Δ 1, 2, 3i i   – определители, полученные из Δ  заме-

ной i-го столбца на столбец свободных членов систе-
мы (9).  

При разработке любого измерительного средства 
всегда необходимо определить погрешности измере-
ний, свойственные разработанной системе. Так как 
измеряемая величина комплексная, то оценка по-
грешности измерения производится отдельно для мо-
дуля и для фазы. Для анализа погрешности нахожде-
ния ККО необходимо сопоставить измерительное 
уравнение (6) и выражения для нахождения эквива-
лентных параметров датчика на этапе калибровки 
(10): 
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Из формулы (11) следует, что погрешность опре-
деления комплексного коэффициента отражения за-
висит от значения коэффициентов отражения калиб-
ровочных устройств  1 2 3Г , Г , Г   , от погрешности их 
аттестации и от погрешностей измерения 

1 2 3, , ,N N N N    . На основании (11) можно записать вы-
ражения для модуля и фазы ККО: 
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Проанализируем погрешность измерения модуля и 
фазы N  с помощью логарифмического усилителя. 
Модуль отношения N  по линейной шкале можно 
найти из выражения (1): 

 

дБ0,0510 10 ,
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      (14) 
 

где дБN – отношение амплитуд сигналов, выраженное 
в дБ.  

Тогда погрешность нахождения N   будет опре-
деляться как 

 

дБ0,05
дБ дБ

дБ

0,05ln(10) 10 ,Nd N
N N N

dN
     


   (15) 

 

где дБN – ошибка определения модуля отношений 
двух волн, выраженная в дБ. 

Ошибка дБN  определяется по документации на 
микросхему AD8302 и является функцией от дБN . Из 
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документации на микросхему AD8302 (AD8302 data 
sheet. Analog Devices. Norwood, MA, U.S.A) ясно, что 
ошибка определения модуля при температуре окру-
жающей среды 25 °C в широком диапазоне от –20 дБ 
до 20 дБ не превышает 0,2 дБ, но при выходе за ука-
занный диапазон резко возрастает. Ошибка фазы 
сильно зависит от фазового соотношения анализи-
руемых сигналов, при малой разности фаз и при раз-
ности фаз 180° ошибка возрастает. Поэтому для ана-
лиза погрешности следует рассматривать ошибку мо-
дуля и фазы не как некоторое постоянное число, а как 
функцию 

 
 дБ дБ

,

,
N Nf

N f N

  

 
 

 

При этом считается, что погрешность аналого-
цифрового преобразования пренебрежимо мала. Для 
расчета погрешностей измерения ККО функции 

 N N   и  дБ дБN N  могут быть заменены интер-
поляционным полиномом. 

Расчет погрешностей произведен численными           
методами в среде графического программирования 
LabVIEW. Коэффициенты отражения калибровоч-
ных устройств выбирались равными  100,166 ,je   

90 1600,333 ,1j je e   c погрешностью аттестации 0,01  
по модулю и 1   по фазе. В качестве измерительного 
датчика использовался датчик с теоретически рассчи-
танными на этапе проектирования эквивалентными 
параметрами, расчет производился для измерений на 
частоте 1 900 МГц. 

Рассмотрим графики зависимости погрешности 
измерения модуля и фазы коэффициента отражения 
нагрузки от фазы и модуля измеряемой (рис. 6, 7) на-
грузки. Погрешности приведены для доверительного 
интервала 0,95.  

 
 

 
 

Рис. 6. Зависимость погрешности измерения модуля (a)  
и фазы ККО (б) от фазы измеряемого коэффициента отражения 

 
 
 

 
 

Рис. 7. Зависимость погрешности измерения модуля (а)  
и фазы ККО (б) от модуля измеряемого коэффициента отражения 
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Анализ графиков позволяет сделать следующие 
выводы. 

1. Погрешность измерения модуля ККО резко воз-
растает при фазе измеряемой нагрузки, близкой к нулю. 

2. Погрешность измерения фазы ККО увеличива-
ется при измерении нагрузки с фазой, близкой к 0  
или 180 .  Вызвано это низкой точностью измерения 
разности фаз сигналов измерителем отношений 
AD8302 в диапазоне значений измеряемых фаз 
0...30  и 150...180 .  

 

Разработанное устройство способно измерять ККО 
в широком диапазоне частот (100 МГц…2,7 ГГц), при 
этом неопределенность измерения модуля ККО не 
превышает 0,035 , а для подавляющего большинства 
нагрузок значительно меньше; точность измерения 

фазы в худшем случае составляет 6  . Разработан-
ный измерительный прибор может быть использован 
во время проверки, настройки и разработки различных 
радиотехнических устройств в условиях промышлен-
ного производства и лабораторий, в том числе в соста-
ве автоматизированных измерительных систем. 
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ко примечаний). Отделяются от текста точкой (если сто-
ят в единственном числе в подбор к тексту примеча-
ния). Примечания должны быть последовательно про-
нумерованы.
Формулы. Простые внутристрочные и однострочные

формулы должны быть набраны без использования спе-
циальных редакторов – символами (шрифт Symbol). Спе-
циальные сложные символы, а также многострочные
формулы, которые не могут быть набраны обычным
образом, должны быть набраны в редакторе формул
Microsoft Equation 3.0. Набор математических формул в
пределах всего текста должен быть единообразен:

– русские и греческие символы – прямым шрифтом;
– латинские – курсивом;
– размер обычного символа – 12 пт;
– крупный индекс – 10 пт;
– мелкий индекс – 9 пт;
– крупный символ – 11 пт;
– мелкий символ – 10 пт.
Формулы, набранные отдельными строками, распо-

лагают по центру.
Не допускается (!) набор в основном тексте статьи

простых латинских, греческих или специальных симво-
лов в редакторе формул.
Таблицы должны быть последовательно пронумеро-

ваны. Слово «таблица» набирается светлым курсивом с
выравниванием вправо, шрифтом 11 пт, например Таб-
лица 1, ниже – заглавие таблицы (набирается жирным
шрифтом по центру). Если таблица имеет большой объем,
то она может быть помещена на отдельной странице, а в
случае, когда она имеет значительную ширину, – на стра-
нице с альбомной ориентацией.
Иллюстрации. Оформляются отдельным файлом с

расширением tiff. Последовательно пронумеровывают-
ся обычным шрифтом без кавычек с выравниванием по
центру, например, Рис. 1. Могут содержать подрисуноч-
ную подпись, шрифтом 11 пт. Иллюстрации могут быть
сканированы с оригинала (в градациях серого с разреше-
нием 150 dpi) или выполнены средствами компьютерной
графики. Не принимаются цветные иллюстрации и ил-
люстрации с разрешением 300 dpi и более.
Библиографические ссылки составляются в соответ-

ствии с действующими требованиями к библиографичес-
кому описанию и помещаются после основного текста
(ГОСТ 7.0.5–2008).
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К печатному варианту статьи необходимо приложить:
1) экспертное заключение о возможности открытой

публикации;
2) внешнюю рецензию (рецензент, желательно, не

ниже ученой степени доктора наук);
3) сведения об авторе:
– фамилия, имя, отчество (полностью);
– ученая степень, звание, должность;
– вуз, год его окончания;
– область научных интересов;

– место работы, номер телефона;
– адрес для переписки (для иногородних);
– e-mail.
Внимание! Материалы статьи авторы сдают лично сек-

ретарю журнала или высылают почтой с указанием обрат-
ного адреса. По электронной почте статьи не принимаются.
Статьи рецензируются. Отклоненные материалы не

возвращаются.
Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взи-

мается.

ПРИМЕР ОФОРМЛЕНИЯ СТАТЬИ

УДК 621.396.96.001(07)

И. А. Иванов

ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННЫЕ АЛГОРИТМЫ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ
В ДВУХКАНАЛЬНЫХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ*

Рассмотрена децентрализованная обработка информации в двухканальных измерительных системах при
косвенном измерении для различных алгоритмов фильтрации оценки вектора состояния в измерительных пунк-
тах и пункте обработки информации. Проведен сравнительный анализ результатов имитационного моделиро-
вания синтезированных алгоритмов.

Ключевые слова (не более 6):

Задача обеспечения высокой точности оценивания координат и параметров траектории движения объекта может
быть решена за счет применения многоканальных измерительных систем с оптимальной централизованной обра-
боткой.

(Продолжение текста публикуемого материала).

* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 00-01-00912).
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I. A. Ivanov

DECENTRALIZED ALGORITHMS OF INFORMATION
PROCESSING IN TWO-CHANNEL MEASURE SYSTEMS

It is covered a decentralized algorithms of information processing in two-channel measure systems in case of an
indirect measuring for different filtration algorithms of a condition vector estimation at the reception measure station
and the station of information processing. Comparative analysis is carried out with a help of imitation modeling of
synthesized algorithms.
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