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)"��*+�QMRLS� IHF� IHFOET� UOE� MIEFMM�VFKMNEFVFLIM� WRIH

HTXEKNCRG�UEKGINERLS��IHF�DKMRG�YERLGRYCFM�WFEF�XFPFCOYFX�DT

WHRGH�RI�RM�YOMMRDCF�IO�KLKCTMF�UEKGINEFM�RLXNGFX�DT�FUUFGIRPF

SKNSF�YEFMMNEF�RL�IHF�YOCTKZRKC��LFKE0DOEFHOCF�MIEFMM�URFCX�

[NDDFEI�\�]NDFT�̂ �_�KLX�[REKVKIMN�\�̀ aK�̂ �_�XFMGERDF

IHF�LFKE�DOEFHOCF�MIEFMM�URFCX�WRIH�MNYFEYOMFX�FUUFGIRPF�SKNSF

YEFMMNEFb

( )
2 2 4 2

� � � �
� � � � � ��� 	 


2 2
H h H h

rr i

R R R R
p

r r r r

   + +       = − + − + θ +                       
�c�d

( )
2 4 2

��

� � � �
� � � � ��� 	 


2 2
H h H h

i

R R R
p

r r r

   + +     = + − + θ −                   
�c�d

( ) ( )
2

� � 	 � � ��� 	 
zz v H h

R

r
 = − + θ  

������������c>d

( )
2 4

�

� �
� � 	 � �� 	 


2
H h

r

R R

r r
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WHFEF�σ
@
�e�VKZRVNV�FUUFGIRPF�OE�VKRL�MIEFMMf�σ

0
�e�VRLRVNV

FUUFGIRPF�OE�VKRL�MIEFMMf�σ
:
�e�FUUFGIRPF�MNYFEYOMFX�YEFMMNEFf

6
&
� e� FUUFGIRPF� SKNSF� YEFMMNEFf� ν� e� gORMMOL� LNVDFEf

A�e�DOEFHOCF�EKXRNMf�%�e�EKXRKC�XRMIKLGF�UEOV�IHF�DOEFHOCFf

θ� e� MIERaF� XREFGIROL� IOWKEXM� XREFGIROL� OU�VKRL� MIEFMMf

σθ%
� e� FUUFGIRPF� MHFKE� MIEFMMf�σ

%%�
e� FUUFGIRPF� EKXRKC� MIEFMMf

σθθ�e�FUUFGIRPF�IKLSFLIRKC�MIEFMM�

hEKLMUOEVRLS� IHFRE� XFMGERYIROL�OU� IHF� MIEFMM� URFCX� cMFF

iRS���d�RLIO�IHF�URMMNEF�YCKLF�OE�KLT�YCKLF�WRIH�IHF�XRY�KLSCF

:�CFKXM�IO�IHF�VKZRVNV�FUUFGIRPF�MHFKE�MIEFMM�KLX�IHF�FZRMIRLS

FUUFGIRPF�LOEVKC�MIEFMM�KM�SRPFL�RL�jkNKIROL�

lHFEF�ϕ
VKZ
�e�IHF�XREFGIROL�OU�VKZRVNV�FUUFGIRPF�MHFKE

MIEFMM�OL�IHF�YCKLF�IOWKEXM�IHF�XRY�OU�IHF�YCKLF�

iRS�����mFMGERYIROL�OU�MIEFMM�RL�IHF�LFKE0DOEFHOCF�MIEFMM�URFCX

WRIH�MNYFEYOMFX�FUUFGIRPF�SKNSF�YEFMMNEF

( ) ( ) ( )�
max � ���

� �
� �� 	 � ��� � �� ��� �� 


2
zz

T r

+
= ϕ − ϕ �c5d

( ) ( )2 2

�� ��� � �� � � ��� � 
N = + �����������������c�d

nL�MIEFMM�VFKMNEFVFLIM�DT�HTXEKNCRG�UEKGINERLS�IHF�LOEVKC

MIEFMM�KGIRLS�OL�K�URMMNEF�RM�FkNKIFX�WRIH�IHF�EFMI�OE�MHNI0RL

YEFMMNEF�KUIFE�MIOYYRLS�IHF�RLoFGIROL��pKNVS�EILFE�^>_�R��F�

WOEaM�WRIH�IHF�UKE0URFCX�MOCNIROL�cE�≥ � qAd�OU�jkNKIROL�c�d�

hHF�VKZRVNV�FUUFGIRPF�MHFKE�MIEFMM�KGGOEXRLS�IO�jkNKIROL

c5d�RM�FPRXFLICT�VKXF�NY�OU�IWO�DRKZRKC�MIEFMM�MTMIFVMf�OL�IHF

OLF�HKLX�IHF�VRLRVNV�KLX�VKZRVNV�VKRL�MIEFMM�CFKX�IO�IHF

MHFKERLS�YOEIROL��WHRGH�RM�XFMGERDFX�RL�MIERaF�XREFGIROL�DT

σθ%
��̀ L�IHF�OIHFE�HKLX�K�MHFKERLS�YOEIROL�SORLS�RL�IHF�XREFGIROL

OU� IHF� XRY� EFMNCIM� UEOV� IHF� PFEIRGKC� MIEFMM� GOVYOLFLI�σ
BB

XOVRLKIFX� DT� IHF� MNYFEYOMFX� YEFMMNEF� KLX� IHF� FUUFGIRPF

IKLSFLIRKC�MIEFMM�σθθ��lHRCF�RL�YERLGRYCF�DOIH�MHFKERLS�YOEIROLM

GKL�FZRMI�RLXFYFLXFLICT�OU�OLF�KLOIHFE��GOLMRXFEKIROL�OU�IHF

MHFKE�XREFGIROL�UOE�IHF�VKZRVNV�FUUFGIRPF�MHFKE�MIEFMM�RM�OU

VKoOE� RVYOEIKLGF� UOE� RLIFEYEFIRLS� UEKGINEFM� RL� IHF� LFKE0

DOEFHOCF�MIEFMM�URFCX��hHF�EFKMOL�RM�IHKI�K�UEKGINEF�OLCT�OGGNEM

WHFL�IHF�EKIRO�OU�FUUFGIRPF�MHFKE�MIEFMM�IO�LOEVKC�MIEFMM�UREMI

FZGFFXM�IHF�GOFUURGRFLI�OU�MCRXRLS�UERGIROL�r��BGGOEXRLS�IO

hKCFDR� FI� KC�� ^;_� IHF� GOHFMROL� cMFF� ^5_d� RM� RSLOEFX� UOE

RLPFMIRSKIROLM� RL� IHF� SEKLRIF�� hHF� UEKGINEF� GOLXRIROL� RM

GOLMFkNFLICT�XFMGERDFX�DT�jkNKIROL

�
��

�
T

N

≥ ����������������������������������������c#d

nL� IHF� UKE� URFCX� OU� K� DOEFHOCF� IHF� UEKGINEF� KLKCTMRM� RM

GOLXNGIFX� RL�hKCFDR� FI� KC�� ^;_� DT� IHF� SEKYHRG� MOCNIROL� UOE

DRKZRKC�MTMIFVM��aLOWL�KM�K�@OHE�XRKSEKV�cMFF�^5_d��nL�IHF

UOCCOWRLS�IHF�UEKGINEF�KLKCTMRM�WRCC��HOWFPFE��DF�GOLXNGIFX

RL�IHF�YOCTKZRKC��LFKE0DOEFHOCF�MIEFMM�URFCX��KLX�MO�IHF�UNCC

XFYFLXFLGFM� OU� IHF� FkNKIROLM� c�d� IO� c;d� OL� IHF� DOEFHOCF

XRMIKLGF�VNMI�DF�GOLMRXFEFX�IKaRLS�KGGONLI�OU�IHF�UEKGINEF

GOLXRIROL�cjkNKIROL�c#dd��hHF�SEKYHRG�MOCNIROL�NMFX�UOE�IHRM

MHKCC�IHFEFUOEF�DF�GKCCFX�<SFLFEKCRsFX�@OHE�XRKSEKV=�

��)�������%)�$%���$��!!������*��))���",��-��-��$��!!���

%���#��)���������%�*"�"%�+�QMRLS�K�MIERaF�θ ≤ ��5t�EFCKIRPF�IO

IHF�VKZRVNV�VKRL�YEFMMNEF�KLX�K�XRY�α ≥A# t�IHF�MIEFMM�GKL
DF�XFIFEVRLFX�DT�OYFLRLS�K�URMMNEF�DT�VFKLM�OU�HTXEKNCRG

UEKGINERLS�NMRLS�IHF�GCKMMRG�RLIFEYEFIKIROLf�IHF�VRLRVNV�VKRL

MIEFMM�RM�XFIFEVRLFX�HFEF�RLXFYFLXFLICT�OU�IHF�YOEF�YEFMMNEF

DT�IHF�MHNI0RL�YEFMMNEF�C
)&
�KGGOEXRLS�IO�jkNKIROL

.si hP S≅ ���������������������������������������c$d

hHF�VKZRVNV�VKRL� MIEFMM� RM� IHFL� GKCGNCKIFX� KUIFE

XFIFEVRLKIROL�OU�IHF�EFUEKG�YEFMMNEF�C
%
�UEOV�jkNKIROL

( )3 .H h r oS S P P= − − �����������������������������c3d
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nI�MFFVM�EFKMOLKDCF�IO�RLIEOXNGF�K�DKMRG�MIEFMM�
o
HS �WHRGH

GOEEFMYOLXM�IO�IHF�VKZRVNV�VKRL�MIEFMM�UOE�XWRLXCRLS�YOEF

YEFMMNEF��hHF�VKZRVNV�VKRL� MIEFMM� GOLMRXFERLS� IHF�YOEF

YEFMMNEF�RM�IHFL�ODIKRLFX�KGGOEXRLS�IO�jkNKIROL

.o
H H oS S P= − ��������������������������������c� d

lRIH�IHFMF�YKEKVFIFE�MFIIRLSM�KCC�YHTMRGKC�kNKLIRIRFM�c9
0
�

C
%
��

o
HS d� XFIFEVRLFX� UEOV� IHF� MIEFMM�VFKMNEFVFLI� KEF

RLGOEYOEKIFX� RL� IHF� FkNKIROLM� UOE� IHF� FUUFGIRPF� MHFKE� KLX

LOEVKC� MIEFMM�� RLXFYFLXFLI� OU� IHF� YOEF� YEFMMNEF�� pT

MFYKEKIRLS� IHF� RLUCNFLGF� OU� IHF� YOEF� YEFMMNEF� RI� RM� IHFL

YOMMRDCF�IO�XFIFEVRLF�IHF�RLUCNFLGF�OU�IHF�YOEF�YEFMMNEF�OL

IHF�UEKGINEF�GOLXRIROL�cjkNKIROL�c#dd�

hHF� FUUFGIRPF� MHFKE� KLX� LOEVKC� MIEFMM� KLX� IHF� MHFKE

XREFGIROL�GKL�LOW�DF�GKCGNCKIFX�RL�KGGOEXKLGF�WRIH�jkNKIROLM�

MFYKEKIFX� RLIO� K� YEFMMNEF�� DKMRG� MIEFMM� KLX� YOEF� YEFMMNEF

YOEIROLb

� � �

max 2

�� � 	

� � 
��sin (��
arctan 2 ,

sin (2 ��
� � 
 �
 �

o
r

o o
zz i

S P r

R
S S p P r v

r

 
 

 −  ϕ = −    − + +       

�c��d

( ) ( ) ( )
2

max 0 max

1
� � �� 	 � ��� 
 �
 �
 
 


2
o o

T T T T i

R
S S S p P T r v

r
 = + = + ϕ ϕ  

�c��d

( ) ( )
2

2

0� � �� � 
 �
 �
 �o o
N N N N i

R
S S S p P N r v

r
 = + = + −  

�c�>d

�,�����"%��!�#�.���%�*����."����#��"��!"���$%���$��!!���+

lHFL� YCKGRLS� MIEKXXCF0YKGaFEM� IHF� MHRUI� RL� MIEFMM� YORLIM

CFKXM�IO�UEKGINEFM��KM�WRIH�IHF�NMF�OU�MIEKXXCF�YKGaFE�EFCKIFX

RLoFGIROL�YEFMMNEF��hHF�UEKGINEFM�OGGNE�KI�K�XRMIKLGF�UEOV�IHF

DOEFHOCF�UOE�WHRGH�IHF�UEKGINEF�GOLXRIROL�RM�MKIRMURFX��nI�RM

IHNM� MFLMRDCF� IO� XEKW� NY� KL� FPKCNKIROL� MGHFVF� UOE� IHF

XFIFEVRLKIROL�OU�IHF�&'�)&*$�YOEF�YEFMMNEF�KM�MHOWL�RL�iRS����

uRLGF�IHF�MHFKE�XREFGIROL�UOE�IHF�VKZRVNV�MHFKE�MIEFMM

KCWKTM�YORLIM�RL�IHF�XREFGIROL�OU�IHF�XRY�OU�IHF�URMMNEF�UOE

UEKGINEFM�RL�IHF�DOEFHOCF�WKCC�c%�v�Ad��RI�RM�YOMMRDCF�IO�FMIKDCRMH

K� EFCKIROL�WRIH� URMMNEF� RVKSFM�VKXF�� UOE� FZKVYCF��WRIH� K

IFCFPRFWFE�OE�i@u�cUOEVKIROL�VRGEO�MGKLLFEd��nU��WHFL�IHF

YKGaFE�RM�YCKGFX��IHF�RLUCKIROL�YEFMMNEF�RM�EFGOEXFX�CRaF�IHF

RLoFGIROL� YEFMMNEF�� RI� RM� YOMMRDCF� IO� XFIFEVRLF� UEOV� IHF

YEFMMNEF�GNEPF�IHF�FUUFGIRPF�SKNSF�YEFMMNEF�6
&
�UOE�FKGH�FPFLI�

QMRLS�IHF�VRLRVNV�VKRL�MIEFMM�9
0
�KLX�IHF�DKMRG�MIEFMM�

o
HS �RI

RM� LOW� YOMMRDCF� IO� YEFMFLI� SFLFEKCRsFX�@OHE� XRKSEKVM

WRIHONI� YOEF� YEFMMNEF� UEKGIROL� KLX�WRIH� HTXEOMIKIRG� YOEF

YEFMMNEF�UEKGIROL�

iEOV�IHRM�K�YOEF�YEFMMNEF�GKL�DF�ODIKRLFX�SEKYHRGKCCT

WHRGH�oNMI�MKIRMURFM�IHF�UEKGINEF�GOLXRIROL�OL�IHF�DOEFHOCF

WKCC��nU�IHF�FUUFGIRPF�SKNSF�YEFMMNEF�RM�MFI�IO�sFEO��IHF�UEKGINEF

GOLXRIROL� GKL� LO� COLSFE� DF� MKIRMURFX�� nU� IHF� MIEFMM� EKIRO

DFIWFFL�MHFKE�KLX�LOEVKC�MIEFMM�RM�MFI�FkNKC�IO�IHF�MCRXRLS

UERGIROL�GOFUURGRFLI�KGGOEXRLS�IO�jkNKIROLM�c��d�KLX�c�>d�RL

KGGOEXKLGF�WRIH�IHF�UEKGINEF�GOLXRIROL��K�YOEF�YEFMMNEF�GKL

DF�XFIFEVRLFX�KLKCTIRGKCCT��iOE�UEKGINEFM�WHRGH�GKL�DF�EFCRKDCT

KMMRSLFX� IO� K� LNVDFE� OU� URMMNEFM� RI� RM� IHFL� YOMMRDCF� IO

GKCGNCKIF�K�YOEF�YEFMMNEF�KXoNMIFX�IO�IHF�FLMFVDCF�OU�URMMNEFM

NMRLS�IHF�CFKMI�MkNKEF�VFIHOX�

� !��.��&����"%����!"-�� %)� �#�� !���**���$��/��� �%

���%..%*����!�"!."��!��!%�!+�iRS��>AMHOWM�IHF�FZIFLMROL

VKXF�IO�IHF�KCNVRLRNV�MIEKXXCF0YKGaFE��hHF�YCKGRLS�KEFK�OU

IHF�YKGaFE�HKM�EFVKRLFX�NLGHKLSFX�KM�MHOWL�RL�iRS��>��-��hO

KGGOVVOXKIF� IHF� KGGFCFEKIROL� MFLMOEM� K� XOS� YRFGF�WKM

VONLIFX�OL�IHF�FLX�YRFGF�OU�IHF�GFLIEKC�DKE�cMFF�iRS��>��.d�

iRS�����jPKCNKIROL�MGHFVF�UOE�IHF�XFIFEVRLKIROL

OU�IHF�&'�)&*$�YOEF�YEFMMNEF

�"��*�*������0�"!"�"%��"���#���� !����"���%)���*�����#+

hHF� KCNVRLRNV� MIEKXXCF0YKGaFE� FkNRYYFX�WRIH� MFRMVRG

MFLMOEM�WKM�YCKGFX� RL� IHF�QEKGH�>ADOEFHOCF�KI� K�XFYIH�OU

>A>55�V�cMFF�iRS��;d��QEKGH�>ARM�COGKIFX�RL�pKX�QEKGH��MONIHFEL

wFEVKLT�

lHFL�IHF�YKGaFE�WKM�RLUCKIFX���AFPFLIM�WFEF�EFSRMIFEFX�

nI� WKM� LOI� YOMMRDCF� IO� GOLXNGI� K� MIEFMM�VFKMNEFVFLI

MNDMFkNFLICT�DFGKNMF�LO�YEFMMNEF�HKX�DNRCI�NY�RL�IHF�YKGaFE

RLIFEPKC�

hHF�IRVF�GNEPF�OU�IHF�YKGaFE�YEFMMNEF�KM�MHOWL�RL�iRS��5

RM�DEOaFL�XOWL�RLIO�IHEFF�YHKMFM��mNERLS�IHF�UREMI�YHKMF�IHF

YEFMMNEF�RL�IHF�YKGaFE�ERMFM�UEOV�IHF�HTXEOMIKIRG�YEFMMNEF�OU

IHF� WKIFE� GOCNVL� RL� IHF� HTXEKNCRG� CRLF� RL� K� MIERGICT

VOLOIOLONM�UKMHROL��hHRM�GOEEFMYOLXM�IO�IHF�YEFMMNEF�DNRCX0

NY�RL�IHF�MIKDCF�KCNVRLRNV�YKGaFE��nU�IHF�KCNVRLRNV�TRFCXM�IO

IHF�YKGaFE�YEFMMNEF��IHF�YKGaFE�XRKVFIFE�RLGEFKMFM�KLX�IHF

YEFMMNEF�SEKXRFLI�DFGOVFM�sFEO��nL�IHRM�YHKMF�IHF�YKGaFE�RM

YCKGFX�OL�IHF�DOEFHOCF�WKCC��lHFL�IHF�KCNVRLRNV�RM�OL�IHF

DOEFHOCF�WKCC�RL�IHF�IHREX�YHKMF��IHF�YEFMMNEF�XRUUFEFLIRKC�IO

IHF�5���A@gK�YCKIFKN�YEFMMNEF�OU�IHF�YCKGRLS�YHKMF�KGIM�OL

IHF� LFKE0DOEFHOCF� EOGa�� hHF� YEFMMNEF� XRUUFEFLIRKC

GOEEFMYOLXM�IO�IHF�FUUFGIRPF�SKNSF�YEFMMNEF�6
&
�

hHF�IWO�FPFLIM�RL�IHF�UREMI�YHKMF�KEF�LOI�EFCKIFX�IO�IHF

RLIFEKGIROL�WRIH�IHF�GETMIKCCRLF�DNI�VNMI�HKPF�DFFL�GKNMFX

DT�IHF�YKGaFExM�OWL�XTLKVRG�

BCC�OIHFE�FPFLIM�cMFF�hKDCF��d�KEF�RL�IHF�IHREX�YHKMF��hHFT

OGGNEEFX�XNERLS�IHF�FZFEIROL�OU�KL�FUUFGIRPF�SKNSF�YEFMMNEF

OL�IHF�LFKE0DOEFHOCF�EOGa�
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"�.*1"'"��c?�
d�̂ >_����
7���c#d��+����(��8�v�I�N��b

1 2( ( , )) ( , ) ( , ) max,pH u k z u k z u k z= − − →

� 1 0( , ) ,u k z I≤ 2 0( , ) ,u k z K≤

�
* *
1 2 1 2� � 
 � � 
 � � 
 � � 
 � �
x k z x k z u k z u k z− − − ≤

1 ( , ) 0 ( 1, 2; 1),u k z i k N≤ = = − ������������������c$d

(��� ( ( , ))pH u k z �e�(�"1-���+1�+��!,"�9�7���+����(��8�

/�!��-�+1��{ }2( , ) (0; 0) ( 0, ..., 1)Tu k z R k N= ∈ = − �e

���'*�1"��� �� 
7��� c#d�� ��6��"'� '�!��-�+1�
0 2( 1, ) (0; 0)Tu N z R− = ∈ �:'�������'*�1"�"���7���c$d�

��*.�-�.'� ( ( 1, )) 0pH u N z− ≤ � 1�
0( ( 1, )) 0pH u N z− = �

���'�!��-�+1�
* ( 1, ) (0; 0)Tu N z− = �,�-,��*,����1"�-�0

+�"���7���c$d�

7������-1+�9+�(���!�(!�""1!���+1,�����9*���++�,

.�2������c$d���-,���(��8�v�I�N�����.���b

0 0 2(2� 
 �� 2� 
 � 2 � 
 �DH k z I k z K k z= + +
* *
1 2 3` � � 
 � � 
 �a 2 � 
 �� 
 � ��
z x k z x k z k z k z+ − + →

� 1 32 � 
 � 2 � 
 � �
k z k z− ≥ − � 2 32 � 
 � 2 � 
 � �
k z k z− ≥ −

2 � 
 � � � �
 �^ ���j k z j k N≥ − = = − ����������������c3d

��� -�.�-�+�9� ���!�"�� ���9*���++�*�1b
* *( ( , )) (2 � 
 �� � �
 ���
 ��p DH u k z H k z k N= = − �� (��

(2� 
 ��DH k z � e� (�"1-���+1�+� ���9*���++�9� 7���� �!1

8�v�I�N�����-'�1"b

* * *
0 1 0 2 12 � 
 � 2 � 
 � ` � � 
 �I k z K k z x k z x+ − +

* *
2 3� � 
 �a 2 � 
 � � � ���z x k z k z k N+ = = − �������������c� d

��� c$d� �-,
* ( 1, )u N z− � *-��'��b

* *
1 2� � 
 � � 
 � � � ���x k z x k z k N− + ≥ = − ��!1�6��"����*.�-�.'

<
 
��� ��c

 
��� �1 2 � 
 � � � �
 	^ ��
j k z j k N≥ = = − ���2"�4+�

*-��'��1��*-'��1b



>5

��������	�
����������������������������������������������������������������������������������

�d�
* *
1 2� � 
 � � 
 � � � ��^x k z x k z k N− + = = −

�d�
* *
1 2� � 
 � � 
 � � � ���x k z x k z k N− + > = −

� *-'���� �� '*-��1�� c� d� �!1"��� �1�
* *

0 1 0 22 � 
 � 2 � 
 � � � ��
I k z K k z k N+ = = − ���.'����*�'����"

�(!�+1��+19� �� c3d�� *-��'���� ���
*

32 � �
 � ��^ �^ 3 � 
T
NN z R− = ∈ �(�� 3 `�^�aN ∈ �e���!�"��!�

�*-'������
* 32 � �
 � ��^ �^ �� �TN z R− = ∈ ��-�������-�0

+���'�!��-�+1��
* 32 � �
 � ��^ �^ �� �TN z R− = ∈ ��*�(�����0

�1"�-�+�����(������9*���++���'!��+�+1,���14�+1,��!1

8�v�I�e���1"�����1�� 1 1 2( 1, ) ( , ) �2 � 
 �
p k z p k z k z+ = −
2 2 3( 1, ) ( , ) 2 � 
 � 	� ��
p k z p k z k z k N+ = − + = − � � . ' � �

1"��"�
*
1 ( , ) 1,p k z = − �

*
2 ( , ) 1 ( 1).p k z k N= = − ��-�����0

��-�+����!,"�,�7����-,���(��8�v�I�e�����.���b

1 2( ( , )) ( , ) ( , ) max,pH u k z u k z u k z= − + →

� ( )2 1, ,ku k z Q +≤ � ( ) ( )12 1, . 
 
ku k z u k z+≤

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2, , , , ,u k z u k z x k z x k z∗ ∗ ≥ + − 
( ) ( ), 0 1, 2; 2 .iu k z i k N≥ = = − ����������������c��d

�!�2'-�������+�-12��c��d���-'���"������!���+1��'.�0

2�++�9�7�����!���-,��*,�)�!"'-�"1

( )
( ) 1

1 11 1

1 1 1

0; 0 , . �


, 3 ��̂ �� 
 3 `�^�a
 . � � 	�


(1/ . ^�� 
 . �


T
k

T
k kk k

T
k k k

u k z Q k N

Q

+

∗
+ ++ +

+ + +

 <
= ∈ = = −
 >

��.'�����*1-'�!��+��!��+�*�1�������+�*1��-�+��+�"�0

!��8��+�-�(1�+���)�!"'-����!+���-,��*���8�v� �������I�e���

��(���1"��"b

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* * * *
1 2 2 1 2 2

*

*
2

*

* *
1 2

0, 0, . � _ � ; 
 �^ �


3 � � _ . 
 3 � �
 3 `�^�a
 . � _ � ; 


( ) / . 
 � �
 . ^�� 
 . � � ; �
 ���
 �

k n k k n n

k k k k n k k k k k

T
k k k n k k k k

U z U z U z U z

U z rQ z U z Q z

U z rQ z U z Q z k n

+ + + +

+

+ +

 = = > − = =

 = = ∈ = −

 = = > > − =

�c��d

� *1-'� ���!�"�� �� 1� '*-��1,� c�d� ��-'�1"b

** * ( )TJ J J z∞≤ ≤ �� (���
def

* * ( );TJ J z= �
def

* *lim .T
T

J J∞ →+∞
=

���*���1��)�!"'-��c��d�����!�4�+1���-,� ( )J z ���B02�����

c5d��1"��"b

( )
2

*

: . � _ �� ;�

( ) U � _ . � ��
k

k k
k

J z Q z
> −

≤ −∑ ������������������c�>d

�!1+1"�,� ��� �+1"�+1��� ���

( 1) ( 1, ..., ; 1, ..., 1),k kq t q k n t T+ ≤ = = − ���-'�1"b

1 1

( ) ( 1) ( 1,..., )
1

t t k
k k k

t t

q
Q z q t z q z k n

z

∞ ∞
− −

= =

= + ≤ = =
−∑ ∑

c8�v����{��'d�

/�1����,������B�v�����%����1��(��1"��"b

( ) ( 1,..., )k
k

q
Q z k n

r
≤ = c8�v����{��'d����������c�;d

���c�>d�1�c�;d�*�'����"�c�d���-'�1"�*-��'��1�����!�"��

R�������J���*-1�1"����"�*���'*-��1,�c>d�����*�!����0

-1���+�!���+*���

( )
2

*

: . � _ �� ;�

1
U � _ . � �


k

k k
k

NPV q z
r > −

≤ −∑ ����������c�5d

(���*'""1!���+1���!�12���1�*,����2+���+1,"�8��'���0

-����!,��1"�'*-��1�

( ) { }( )2. � _ � ; �
 ���
 �k k n> − ∈ �������������������c��d

R������� K�� �*-1� ����-+,��*,� '*-��1,� c>d� 1

( )( )2. � _ � ; �
 ���
 
k k n> − ∈ ����
* 0NPV = �

���!�"���A��2��-,�����!�+�*�1����!�"��>A1�;A+��.�0

+��+�9�1+��!��-��!�"�+1�E�����!�"��;A'���!4���������

�*-1���+�*1��-�+�,�6))�.�1�+�*�� ( ). �
 ���
 
k k n= ����

.�4��(���1���+�������+�.���!�9���-1�1+���������1"�-�0

+�,�*��1"�*������!��+��+'-����-��'�����"��1����������0

�!�"���e;�������!4��+���1*-�++�"1�6.*��!1"�+��"1

+���
�^�_�������.�2�++�"����!�"�"�+�*-�4+����-'0

�1���!,��*-��*��19�

�'*���*�!����-1���*���+���+1,�c>d�1�*!�.�E���9*��1,

�!��.������1*����"�(��"���-���c�d��.�+���+��	�**"��0

!1"���*�+�9�*-'��9�*�!�*�� ( )kq t ��2���++�(��)�!"�-�0

+��+��
�����������1+��!��-���!�"�+1�!���+*���"b

�

2

2

0, 1, ...,

( ) ( ), 1, ..., ( 1, ..., ),

0, 1, ...,
kk

t T

q t q t t T T k n

t T

 =
= = + =
 = +

(���
2( ), ( 1, ..., ; 1, ..., )kq t k n t T T= = + � e� )�.�1��*.19

*�!�*����80"'��1�'��!��'.811���"�"�+��*�1��!�12���0

*����)�!"�-�+��+��1+���*,�*�"�"�+���*�v������)�.�1��*0

.1�e�*�"�"�+���*�v�E����+�-�(1�+��c�;d���-'�1"b

2 2

1 2 1
1 1

( ) ( 1) ,
1

T T
T T

kt t
k k k

t T t T

q z z
Q z q t z q z

z

− −− −
− −

= =

 − = + ≤ =
−∑ ∑

1-1�

1 2 1

( ) ( 1, ..., ).
1

T T
k

k

q z z
Q z k n

z

− − − ≤ =
−

�����*-��+�"'�+�!���+*��'�1�c�>d���!1+1"�,�����+10

"�+1��'*-��1��c�d��������!�"��>A��-'�1"��!��*���-�+0

+���+14��*-��*��1��

	O��������H���*-1�����-+,��*,�'*-��1,�c;d�����1"���

"�*���+�!���+*���

( )
2

2

2

*

1
: . � _ �� ;�

1 (1 )
U � _ . �

(1 ) k

T T

k kT
k

r
NPV q

r r

−

−
> −

 − + ≤ −
+

∑ c�#d

��� *-��*��1�� ��� *� '����"� 1"�-1.�811

{ }( ). �
 ���
 
j jV j n→ +∞ ⇒ → +∞ ∈ � "�4+�� ��-'�1��

�!'(���*-��*��1��

	O��������J���*-1�*�!����-1���'*-��1,�c;d�1��*�����

1"���� *.�-�� '(��+�� ��*�.'�� �!�12���1��-�+�*��b

{ }( )1, ..., ,jV j n→ +∞ ⇒ ∈ ���

2

2

*

1
1

U � �� �
.

(1 )

T T
n

kT
k

r
NPV q

r r

−

−
=

 − + ≤
+

∑ ������������������c�$d

�*������̂ �_��!1����+��*-��'��1�����!�"�����.�2�+0

+�����!�:����̂ �_�

R������� y�� �*-1� ����-+,��*,� '*-��1,

. �� � _ U � �
 ���
 �
k r k n< + = �����1"����"�*���+�!���+*���

2

*
0 0

: . � _ �� ;�

U. �
( ) .

� U.
k

k

k k

NPV I K
r> −

 −
≤ +  + − 

∑ �������c�3d

�*-1�'*-��1,�c��d�1"����"�*����-,��*���8�X���������'����

������!�"�"���1�5�����.����*-��'���,����!�"��

R������� z�� �*-1� *�!����-1��� '*-��1�� c>d

�
� �

. � �
 ���
 �

U Uk

r
k n

+< < = ���

( )*
0 0

1

U �_. �� _ 
 � � . _�� U. � �
n

k k kk
k

NPV q r K I r
=

 ≤ − + + − ∑ ���c� d

	�**"��!1"���*�+�9�*-'��9�2����1�c�d��1**-�����+0

+�9��!1�
1 2 1T T= = ���!�:����̂ ;_��.�(���*�!�*�+���!�12��0

�1"'���!��'.81��+��'�1������*,��������)�!"�-�+��+��0



>�

���������� ���!����� ���"��������

(!�+1��+������!4���-�+����*-��+���'*-��1��"�4+��1+0

��!�!��1!��������'",�*��*�:�"1b

�d�����!1����+��!�+1,�+���(���!��'.���+��!�+�.�"�40

+��*�1�����������(!�+1��+19�+���:��"��!���4�+�����������*,

�!�12����++�,��!��'.81,���-+�*�������!�:-,��*,�̂ 5_f

�d��+��"�4�����*�'�����.�.�'*-��1��������++�(�

*�!�*���������1"����"�*���*���+���+1,b

( 1) (kq t + → +∞
c8�v����{��'f�*�v�E���{��E�e��d��E��v���������������c��d

��!����,���c� d�.��!���-'��!1�'*-��1,��c��d��������!�0

"������-'�1"�*-��*��1��

	O�������� K�� �*-1� ����-+,��*,� '*-��1,

� ( )2� �
. �
 ���
 


1 ; Uk

r
k n

+< < =
−

�����2������c�d�+��:�*.�+��0

+�"� �!�"�++�"�1+��!��-�� *'��*��'��� !���+1����!1

6��"����1"�-�+�,�*��1"�*��
*NPV ��!��.������1*����0

"�(��'.�2�++�9�"���-����+���!���*���1����-1�1+�

*
0 0

1

U. �
( ) .

� U.

n
k

k k

NPV I K
r=

 −
≤ +  + − 

∑ ����������������c��d

�+�-�(1�+��c�5d�'���+,��*,��8�+.1�c�3d��c� d�1�c��d

�-,�*-'��,
2 1;T T> < +∞ �

2 1;T T> < +∞ �����.�

*0 ( )NPV r≤ ≤ Γ ��������������������������������c�>d

(����c%d�e��8�+.��+��
*NPV �*��!�'����!���9���*�1�+�!�0

��+*���c�5d��c�#d���c� d��c��d����2��-,���,���:1!����*!��1

1+��*�181�++����!��.��������+81�-�+��6))�.�1�+���

+��!���,�
7���c�d�

���!��1��*.19�1��1*-�++�9��+�-12�1*��-�2���+1,

��1*�++�(������������2��-,���*��-����!,��*'��*���++��

2�"���+19�

�*������*��11�*�̂ �_���!1��8�+.�������'*-��1,��+��0

�!���-�++�*�1�c+��!1"�!���!1���+�'!+���1+��*�181,�d�

%�'��-1�1�����*���2!�*��+1�"�!1*.����-1�1+'��c%d�"�40

+��!�**"��!1�����.�.�"�!'�+���!���-�++�*�1����8�+.�
*NPV ���!1� r → +∞ ���-'�1"b� ( ) 0rΓ → + ��1����c�>d�*-�0

�'��������
* 0NPV = ���������8�+.�

*NPV �,�-,��*,���!���0

-�++�9���*-1�1+��*��!�!�**�1���������-'�1���*��1"�*��

�����!�������'���c%d�����!�**"��!1���"�9��!��.���-,

+�(��+��!1�"-�"�

�!1�'*-��1,��c>d�*'��*��'���!���+1��.�.�7���c$d����.

1����*1-'�c�d��
7���c�d���-�������-�+���+��:�*.�+��+�"

(�!12�+����-�+1!���+1,� *'��*��'���12�:!�4�+1,� ��

'�!��-,��1�� 1�)�2����� ��!�"�++��� ��+�*1��-�+�

B0�!��:!�2���+1,����6��"'�����+��:���1"�"'��!12+�.'

*���1"�*�1�!,�����-,�'.�2�++���12�:!�4�+19���-'�1"

!���+*���b

( 1)lim ( 1) 0T
jT

u T z− −

→+∞
− = �

lim ( ) 0 ( 1,..., 2 2; 1,..., 3)T
kT

x T z j n k n−

→+∞
= = + = + ���c�;d

.���!����2+������������-,���-(�*!��+��������*-1�1+��!0

�!��1!������%�.�.�'!���+��1+)-,811����*.�-��'(��+����0

��-�++������+���-�+�(�� c��.'��(�d�"�"�+����!�"�+1

*�v�E�e���1�*�v�E��!1����++���*��1"�*�1��!1�:!����"���1

+�.��-�++���������:��"����!���4�1�1+��*�1819�*.�-�

'(��+��"�-���?-,� *'��*�����+1,� B012�:!�4�+19��!1

B�����1�����-+�+1,�*���+���+19�c�;d���*�����+���(!�+10

��++�*�1� ��*-�������-�+�*��9� { ( )}ju t �� { ( )}kx t �� (��

�a�v����������'����f�8�v���������'���>f�*�v� ��������������c�;d���!1

8�v�'����A*-��'���������!1�T → +∞ �2����1��8�+.1�*��1"�0

*�1����cδ�v� d�1�*��1"�*�1�)1!"��cδ��� d�6.�1��-�+�+��

��!���+*����c�;d�1*��-�2'��*,��-,�'�!���+1,��8�0

+�.�*��!�'�+��
*NPV ��1��*-1��(��+��1*��-�2�������-,�1*0

.-���+1,�)'+.811� ( )kQ z �������-'��++���������8�+.1

:'�'�����+���

�!1�E�������%��� �1�E��v����8�+.��c�#d�+�
*NPV �*��!�'

"�-����-1����*,�����8�+.1�c�5d����*.�-�.'�
1

0
(1 )Tr

≈
+

�

�!1�6��"���*-��+,,��8�+.��,�-,��*,�2�����++�9����*!��0

+�+1��*���!��9����6��"'��*-1����+��!1�"-�"��-,�1+��0

*��!��+��:�*.�+��+�"�(�!12�+����-�+1!���+1,������+���"

:�-���+��!1�"-�"�+��.�+��+�"��!�"�++�"�1+��!��-��

�!1T → +∞ �1
2 1T = ����'*-��1��c�#d���-'�1"�*���+�0

��+1��c�5d�

�*-1�
0 0 2( 1) ( 1,..., ; ,..., 1)k kq t q const k n t T T+ = = = = − �

������*�!�*���*��,++�9�����
0 0 ( 1,..., )kkq q k n= = �c8�v����{��'d

1���-'��++��������*���"�����B0�!��:!�2���+1,��8�+0

.1�c�5d�1�c�#d�*��!�'�+��
*NPV �+�'-'����"��

��.1"��:!�2�"��1*��-�2���+1��B0�!��:!�2���+1,�2�

*����*����+1,�B02����1�-1+�9+�(���!�(!�""1!���+1,�.
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+�(��1�+�"1�*�:��1,"1b�"�!.�!�e�Unglück: Gram, Jammer,
Schmerz, Pein, Leid, Herzeleid, Unglück, Betrübtheit, Unheil,
Pech, Not, Verderben, Missgeschick, Elend, Verlust, Unbill,
Heimsuchung, Schlag.
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-,"1b�"�!.�!� e�Enttäuschung: Bedauern, Enttäuschung,
Verdüsterung, Missvergnügen, Bejammern, Ungemach, Reue�
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��-1�:�2��*�:����1�1"����!1�1+b�"�!.�!�e�Bedrücktheit:
Mutlosigkeit, Beklemmung, Bedrücktheit, Depression,
Gedrücktheit, Niederschlagenheit, Melancholie, Schwermut,
Willensschwäche, Wehmut, Missstimmung, Wehmutigkeit,
Druck, Trübsinn, Trübsinnigkeit, Freudlosigkeit.
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Bekümmertheit, Kümmernis, Bekümmernis, Verzagtheit.
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����Freude: Freude empfinden, Freude haben, Freude
fühlen, Freude erleben, die Freude genießen, eiene
freudenreiche Zeit erleben, mit (vor) Freude erfüllt sein, sich
freuen, sich erfreuen an etw., erfreut sein, freudig sein,
seelenfroh sein, froh sein, etw. ist eine Freude für j-n, den
Freuden auskosten, herrlich und in Freuden leben, in Freud
und Leid, es herrscht Glück und Freude, das ist eine Freude!
die Freude herrscht/dauert/hält an/ bleibt ausglücklich sein,
begeistert sein von etw., mit Befriedigung erfüllt sein,
Behagen empfinden, gute Laune haben, lustig sein;

����Trauer: trauern, Kummer haben, wie ein Häufchen
Unglück aussehen, j-m ist trübe/trübsinnig zuvmute, Trauer
haben, untröstlich sein, Trauer/Traurigkeit empfinden, viel
Kummer erleben, alles durch die schwarze Brille sehen, am
Boden zerstört sein, seines Leben nicht mehr froh sein,
Trübsal blasen, vor Kummer vergehen, in Trauer verbringen,
die traurige Pflicht erfüllen, in Trauer sein, in traurigen
Verhältnissen leben, Traurigkeit spüren, viel Kummer erleben,
Leid tragen um etw., etw. bedauern, düstere Stimmung sein,
Sorgen und Freuden durchleben.
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����Freude: Freude erfüllt das Herz, Freude verbreitet
sich, die Wellen der Begeisterung gehen hoch, j- m wird leicht
ums Herz, in Genuss kommen, munter werden, lustig warden;

����Trauer: tiefe Traurigkeit überkommt/befällt j-n,
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Trauer erfüllt j-n, traurig werden, unglücklich werden, sich
enttäuschen, schwermutig werden, mutlos werden.
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����Freude: Freude an etw. vergehet, Freude macht dem
Kummer Platz, die Begeisterung vergeht, das Interesse an etw.
verlieren, die Stimmung sinkt bei j-m, j-m vergeht das Lachen;

����Trauer: Kummer vergessen/verscheuchen, Trauer
vergeht, die Frustation abreagieren, munter werden.
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����Freude: j-m Freude machen/bereiten/gewähren, j-n
glücklich machen, j-n entzücken, etw. steigert j-s Wohlgefühl,
j-n vergnügen, das Gemüt erheben, j-n erheitern;

����Erauer: j-n in Trauer versetzen, j-m Kummer machen,
j-m viel Herzleid machen, j-n enttäschen, j-n schwermutig
machen, Kümmernis verscheuchen.
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����Freude: j-m die Freude nehmen, j-s Freude trüben,
j-m das Glück zerbrechen, j-n beruhigen, j-m den ganzen Spaß
verderben, die Stimmung verderben;

����Trauer: j-n beruhigen, j-n ermuntern. j-m aus dem
Unglück helfen, j-m Hoffnung machen, gute Laune wieder
herstellen.
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����Freude: diebische/echte/einzige/riesige Freude,
großer/raffinierter/wahrer Genuss, große Seeligkeit, lauter
Jubel. absolut zufrieden sein, himmliches Vergnügen,
glänzend aufgelegt sein, ganz aufgeräumt sein;

���� Trauer: grezenlose Traurigkeit, stille/tiefe/
gewöhnliche Trauer, bitteres Leid, bittere/grausame/
furchtbare/leichte/Enttäuschung, tifer Gram, am Rande der
Verzweiflung sein.
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����Freude: sich nicht verführen lassen, sich wieder
fangen, sich zusammennehmen, klaren Kopf behalten, sich
über das Unglück des anderen froh lächeln;

���� Trauer: sich zusammennehmen, sich
zusammenreißen, sich wieder fangen, die Zähne
zusammenbeißen. sich nicht entmutigen lassen.
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����Freude: aus freudigem Anlass, etw. freudenvoll/
freudestrahlend/mit innerer Freudigkeit / mit Freuden tun,
wonnevoll etw.tun, etw. begeistert machen, gerne etw. tun,
behaglich etw. tun, mit Frohsinn durch das Leben gehen,
aus lauter Übermut;

����Trauer: etw. bitter/bitterlich/traurig/trübsinnig/
trübselig tun, mit Trauer, ohne Freude, aus Schmerz etw.
machen, mit bangem Herzen, mit Bedauern.
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����Freude: j-m will vor Freude das Herz im Leib
zerspringen, Tränen der Freude weinen/vergießen, in die Hände
klatschen vor Freude, glücklich lachen, vor Begeisterung in
die Luft springen, Zufriedenheit ausstrahlen, vergnügt lichen;

����Trauer: die Trauer steht j-m ins Gesicht geschrieben,
j-m schnürte vor Kummer das Herz zusammen, mit hängendem
Kopf, in Tränen auflösen, vor Schmerz zittern, sich im Gesicht
verändern, die Nase hängen lassen, die Hände ringen.
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