
 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 3 
 

 432

УДК 539.3   
Doi: 10.31772/2712-8970-2021-22-3-432-451 

 
Для цитирования: Матвеев А. Д. Обобщенные эквивалентные условия прочности в расчетах композитных 

тел // Сибирский аэрокосмический журнал. 2021. Т. 22, № 3. С. 432–451. Doi: 10.31772/2712-8970-2021-22-3-
432-451. 

For citation: Matveev A. D. Generalized equivalent strength conditions in the calculations of composite bodies. 
Siberian Aerospace Journal. 2021, Vol. 22, No. 3, P. 432–451. Doi: 10.31772/2712-8970-2021-22-3-432-451. 

 
 

Обобщенные эквивалентные условия прочности  
в расчетах композитных тел  

 
А. Д. Матвеев  

 
Институт вычислительного моделирования СО РАН  

Российская Федерация, 630036, г. Красноярск, Академгородок, стр. 50/44 
E-mail: mtv241@mail.ru 

 
Конструкции с неоднородной регулярной структурой (пластины, балки, оболочки) широко при-

меняются в технике, особенно, в авиационной и ракетно-космической. В расчетах на прочность 
упругих композитных конструкций с помощью метода конечных элементов (МКЭ) важно знать 
погрешность решения. Для анализа погрешности решения необходимо использовать последова-
тельность приближенных решений, построенных по МКЭ с применением процедуры измельчения 
для базовых дискретных моделей, которые учитывают в рамках микроподхода неоднородную, 
микронеоднородную структуру конструкций (тел). Реализация процедуры измельчения для базовых 
моделей требует больших ресурсов ЭВМ. 

В данной работе кратко изложен метод эквивалентных условий прочности (МЭУП) для расче-
та на статическую прочность упругих тел с неоднородной регулярной структурой, для которых 
заданы множества различных нагружений. Согласно МЭУП, расчет на прочность композитного 
тела, для которого задано нагружение, сводится к расчету на прочность изотропного однородно-
го тела (имеющего такое же нагружение, как композитное тело) с применением эквивалентных 
условий прочности. При численной реализации МЭУП используются скорректированные эквива-
лентные условия прочности, которые учитывают погрешность приближенных решений. Здесь 
МЭУП реализуется на основе МКЭ. Если для композитного тела задано множество различных на-
гружений, то в этом случае применяются обобщенные эквивалентные условия прочности. Показа-
на процедура построения обобщенных эквивалентных условий прочности. Расчет на прочность 
композитных тел по МЭУП с использованием многосеточных конечных элементов требует в 

3 610 ÷ 10  раз меньше объема памяти ЭВМ, чем аналогичный расчет с применением измельченных 
базовых моделей композитных тел. Приведенный пример расчета на прочность композитной бал-
ки, для которой задано множество нагружений, с помощью МЭУП с применением обобщенных 
эквивалентных условий прочности показывает его высокую эффективность.  

 
Ключевые слова: упругость, композиты, многосеточные конечные элементы, скорректирован-

ные и обобщенные эквивалентные условия прочности.  
 



 
 
 

Раздел 1. Информатика, вычислительная техника и управление 
 

 433

Generalized equivalent strength conditions 
in the calculations of composite bodies 

 
A. D. Matveev 

 
Institute of Computational Modeling SB RAS 

50/44, Akademgorodok, Krasnoyarsk, 630036, Russian Federation 
E-mail: mtv241@mail.ru 

 
Structures with an inhomogeneous regular structure (plates, beams, shells) are widely used in engineer-

ing, especially in aviation and rocket and space. In calculations for the strength of elastic composite struc-
tures using the finite element method (FEM), it is important to know the error of the solution. To analyze 
the error of the solution, it is necessary to use a sequence of approximate solutions constructed according 
to the FEM using the grinding procedure for basic discrete models that take into account the non-
homogeneous, micro-homogeneous structure of structures (bodies) within the micro-approach. The imple-
mentation of the grinding procedure for basic models requires large computer resources. 

In this paper, the method of equivalent strength conditions (MESC) for testing the static strength of 
elastic bodies with an inhomogeneous regular structure, for which sets of different loads are given, is brief-
ly described. According to the MESC, the calculation of the strength of a composite body for which the 
loading is set is reduced to the calculation of the strength of an isotropic homogeneous body (having the 
same loading as a composite body) using equivalent strength conditions. In the numerical implementation 
of the MESC, adjusted equivalent strength conditions are used, which take into account the error of ap-
proximate solutions. Here, the MESC is implemented on the basis of the FEM. If a set of different loads is 
specified for a composite body, then generalized equivalent strength conditions are applied in this case. 
The procedure for constructing generalized equivalent strength conditions is shown. The calculation of the 

strength of composite bodies according to the MESC using multigrid finite elements requires 3 610 ÷ 10  
times less computer memory than a similar calculation using crushed basic models of composite bodies. 
The given example of calculating the strength of a composite beam, for which a set of loads is set, using the 
MESC using generalized equivalent strength conditions shows its high efficiency. 

 
Keywords: elasticity, composites, multigrid finite elements, corrected and generalized equivalent 

strength conditions. 
 

Введение 
Как правило, расчет на прочность упругой конструкции проводится по запасам прочности и 

сводится к определению максимального эквивалентного напряжения конструкции (тела) [1–3]. 
Для упругого тела 0V  заданные условия прочности имеют вид 1 0 2n n n≤ ≤ , где 1n , 2n  – заданы, 

коэффициент запаса 0n  тела 0V  отвечает точному решению задачи теории упругости, постро-

енному для тела 0V . Считают, что тело не разрушается при эксплуатации, если его коэффици-

ент запаса удовлетворяет заданным условиям прочности. Определение коэффициента запаса 0n  

для композитного тела (КТ), где 0 0/ ,Tn = σ σ  Tσ  – предельное напряжение [1], т. е. определе-

ние максимального эквивалентного напряжения 0σ  [1] КТ, отвечающего точному решению  
задачи упругости, затруднительно. Если напряжения в телах определяются приближенно,  
то в этом случае используют скорректированные условия прочности [4], которые учитывают 
погрешность решений. При анализе напряженного деформированного состояния (НДС)  
упругих тел широко используется метод конечных элементов (МКЭ) [5; 6]. Конечноэлементные 
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(дискретные) базовые модели (БМ), которые учитывают неоднородную структуру тел в рамках 
микроподхода [7], имеют высокую размерность. Кроме того, для анализа сходимости и по-
грешности решения необходимо использовать последовательность решений, построенных  
с помощью процедуры измельчения конечных элементов (КЭ) БМ КТ, которая приводит к рез-
кому увеличению размерностей дискретных моделей. Для анализа НДС КТ эффективно ис-
пользуется метод многосеточных конечных элементов (ММКЭ) [8–14], в котором применяются 
многосеточные конечные элементы (МнКЭ) и который является обобщением МКЭ, так как, 
если в МКЭ используются МнКЭ, то в этом случае, по сути, реализуется ММКЭ. В областях 
МнКЭ [8–19] учитывается неоднородная структура и описывается трехмерное НДС. Важно от-
метить, что МнКЭ порождают дискретные модели, размерности которых меньше размерностей 
БМ КТ. Для ряда КТ (как, например, для тел с микронеоднородной структурой) БМ имеют та-
кую высокую размерность, что реализация МКЭ с применением МнКЭ также затруднительна. 
Существующие методы расчета КТ [20–27] базируются на гипотезах, имеют сложные поста-
новки и труднореализуемы. 

В данной работе для расчета на прочность упругих тел с неоднородной, микронеоднородной 
регулярной структурой предлагается метод эквивалентных условий прочности (МЭУП), кото-
рый сводится к расчету на прочность по МКЭ упругих изотропных однородных тел с примене-
нием эквивалентных условий прочности. В отличие от работ [28; 29] здесь подробно представ-
лена теорема, которая лежит в основе МЭУП. При численной реализации МЭУП используют 
скорректированные эквивалентные условия прочности, которые учитывают погрешность реше-
ний. Для КТ, для которого задано множество различных нагружений, в расчетах используются 
обобщенные эквивалентные условия прочности. Реализация МЭУП на основе МКЭ с примене-
нием МнКЭ требует 3 610 10÷  раз меньше ресурсов ЭВМ, чем расчет по МКЭ на основе  
измельчения БМ КТ. Пример расчета КТ по МЭУП показывает его высокую эффективность.  

 
1. Основные положения метода эквивалентных условий прочности  
МЭУП применяется для КТ, которые удовлетворяют следующим положениям. 
Положение 1. КТ состоят из разномодульных изотропных однородных тел, связи между ко-

торыми идеальны, т. е. на общих границах изотропных однородных тел функции перемещений 
и напряжений являются непрерывными.  
Положение 2. Перемещения, деформации и напряжения разномодульных изотропных одно-

родных тел отвечают соотношениям линейной теории упругости [30].  
Положение 3. Приближенные решения БМ КТ, построенные по МКЭ, мало отличаются от 

точных решений. Такие приближенные решения будем считать точными.  
 
2. Эквивалентные условия прочности 
Пусть упругие тела 1V , 2V  имеют одинаковые характерные размеры, форму, крепления и 

статические нагружения, но отличаются модулями упругости. Пусть для коэффициентов запаса 

1n , 2n  соответственно тел 1V , 2V  заданы условия прочности 

                                     1 1
1a bn n n≤ ≤ ,                                                                   (1) 

                            2 2
2a bn n n≤ ≤ ,                                                                  (2) 

где 1 2, 1a an n > ; 1 2,a an n , 1 2,b bn n  – заданы; коэффициент запаса 1n  ( 2n ) отвечает точному решению 

задачи теории упругости, построенному для тела 1V  (тела 2V ).  



 
 
 

Раздел 1. Информатика, вычислительная техника и управление 
 

 435

Для тел 1V , 2V  введем следующее определение. 

Определение. Если из выполнения условий (2) для коэффициента 2n  следует выполнение 

условий (1) для коэффициента 1n  и наоборот, если из выполнения условий (1) для коэффици-

ента 1n  следует выполнение условий (2) для коэффициента 2n , тогда условия прочности (1), (2) 

будем называть эквивалентными условиями прочности соответственно для тел 2V , 1V .  
 

3. Основная теорема метода эквивалентных условий прочности 
Не теряя общности суждений, рассматриваем тела с волокнистой структурой, которые ши-

роко применяются на практике и в которых максимальные эквивалентные напряжения возни-
кают в волокнах. В основе МЭУП лежит следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть для коэффициента запаса 0n  упругого КТ 0V  (волокнистой структуры) за-
даны нагружение F  и условия прочности вида 

       1 0 2n n n≤ ≤ ,                                                                   (3) 

где величины 1n , 2n  заданы, 1 1n > , 0 0/Tn = σ σ , Tσ  – предельное напряжение КТ (предел те-

кучести волокна), 0σ  – максимальное эквивалентное напряжение КТ 0V , напряжение 0σ  соот-

ветствует точному решению задачи теории упругости, построенному для нагружения F  КТ 0V , 

волокна тела 0V  имеют одинаковые модули упругости. 

Пусть однородное изотропное тело bV  и КТ 0V  имеют одинаковые форму, характерные 

размеры, крепления и нагружение F . Пусть модули упругости тела bV  и волокна КТ одинако-
вы. Тогда существует такое число 0p >  (коэффициент эквивалентности), что если коэффици-

ент запаса bn  тела bV  удовлетворяет скорректированным эквивалентным условиям прочности  

                        1 2

1 1b
pn pnn

α α

≤ ≤
− δ + δ

,                                                             (4) 

то коэффициент запаса 0n  КТ 0V  отвечает заданным условиям прочности (3), где /b T bn = σ σ , 

bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV , отвечающее численному решению, 

построенному для нагружения F  тела bV  с погрешностью bδ , | |  b αδ ≤ δ , где αδ – верхняя 

оценка погрешности bδ , удовлетворяющая условию 

                          2 1 2 1( ) / ( )С n n n nα αδ < = − + .                                                     (5) 
 

Доказательство. 
Коэффициенты запаса 0n , 0

bn  соответственно тел 0V , bV  находим по формулам 

                                                0 0/Tn = σ σ ,                                                                  (6) 

                                 0 0/b T bn = σ σ ,                                                                  (7) 

где 0
bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV , отвечающее точному решению за-

дачи теории упругости, построенному для нагружения F  тела bV . 
Пусть коэффициент 0n  удовлетворяет условиям (3). Используя (6) в (3), имеем  

                                        1 2
0

Tn nσ
≤ ≤
σ

.                                                                 (8) 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 3 
 

 436

Существует такое число 0p >  (коэффициент эквивалентности), что 

                                   0
0
b

p σ
=
σ

.                                                                      (9) 

Учитывая (9) в (8), получаем  

                                   1 20
T

b
pn pnσ

≤ ≤
σ

.                                                             (10) 

Используя (7) в (10), имеем  
                                0

1 2bpn n pn≤ ≤ .                                                              (11) 

Пусть коэффициент запаса 0
bn  тела bV  удовлетворяет условиям прочности (11). Тогда, под-

ставляя (7) в (11) с учетом (9), имеем 1 2
0

Tppn pnσ
≤ ≤

σ
. Откуда с учетом (6) следует выполне-

ние для коэффициента запаса 0n  КТ 0V  условий прочности (3). Рассмотрим предельные случаи. 

Пусть 0
1bn pn= . Используя соотношения (7), (9) в последнем равенстве, получаем 1

0

Tp pnσ
=

σ
. 

Откуда с учетом (6) следует 0 1n n= . Аналогично показываем, что если 0
2bn np= , то 0 2n n= . 

Пусть 0 1n n= . Используя (6), (9) в последнем равенстве, получаем 10
T

b
pnσ

=
σ

. Откуда с учетом 

(7) вытекает 0
1bn pn= . Аналогично показываем, что если 0 2n n= , то 0

2bn pn= . Итак показано, 
что (11) есть эквивалентные условия прочности для КТ 0V  (см. определение п. 2). Пусть для 

тела bV  найдено максимальное эквивалентное напряжение bσ  такое, что 

                    2 1 1 2| | ( ) / ( )b C n n n nα αδ ≤ δ < = − + ,                                              (12) 

где bδ  – относительная погрешность для bσ , т. е.  

                            0 0( ) /b b b bδ = σ −σ σ .                                                           (13) 

Из (13) следует 0(1 ) b b bσ = + δ σ . Отсюда, учитывая (7) и что /b T bn = σ σ , получаем 

                                  0 (1 )b b bn n= + δ .                                                               (14) 

Отметим, что в (12) 1Cα < . Пусть 0 | |bδ = δ . Тогда в силу (12) 

                                     00 | |  1b α≤ δ = δ ≤ δ < .                                                       (15) 

Принимая в (14) последовательно 0bδ = −δ , 0bδ = δ , введем коэффициенты 

                              1 0(1 )r
bn n= − δ ,   2 0(1 )r

bn n= + δ .                                                (16) 

Тогда в силу (14), (16) получаем  

                                    0
1
r

bn n=    или   0
2
r

bn n= .                                                        (17) 

Введем коэффициенты 1
dn , 2

dn  по формулам 

                              1 (1 )d
bn nα= − δ ,   2 (1 )d

bn nα= + δ .                                                (18) 

В силу, что 0 1α≤ δ < , 0bn > , из (18) следует  

                                       1 2
d dn n≤ .                                                                    (19) 
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Скорректированные эквивалентные условия прочности имеют вид (4) или 

                              2
1 2(1 ) (1 ) (1 )bpn n pnα α α+ δ ≤ − δ ≤ − δ ,                                             (20) 

где /b T bn = σ σ ,  Tσ  – предельное напряжение КТ (предел текучести волокна). 

Пусть для bn  выполняются условия прочности (20), т. е. пусть 1 (1 ) bpn nα≤ − δ  и 

2(1 ) bn pnα+ δ ≤ . Тогда отсюда следует, что для коэффициентов 1
dn , 2

dn  с учетом (18), (19)  
выполняются неравенства 

                                              1 1 2 2
d dpn n n pn≤ ≤ ≤ .                                                          (21) 

Сравнивая (16), (18) с учетом (15), следуют неравенства 1 1
d rn n≤ , 2 2

r dn n≤ .  

Отсюда, учитывая, что согласно (16) 1 2
r rn n≤ , получаем 

                                                    1 1 2 2
d r r dn n n n≤ ≤ ≤ .                                                            (22) 

Тогда в силу (21), (22) выполняются неравенства 

                                             1 1 2 2
r rpn n n pn≤ ≤ ≤ .                                                           (23) 

Из выполнения (23) с учетом (17) следует выполнение условий прочности (11) для коэффи-
циента запаса 0

bn , следовательно, и выполнение заданных условий прочности (3). Ограничения 

на параметр αδ  находим из условия существования условий прочности (4), т. е. пусть 

1 2(1 ) (1 )pn pnα α+ δ ≤ − δ . Откуда следует  

                                     2 1 1 2( ) / ( )C n n n nα αδ < = − + .                                                   (24) 

Поскольку 2 1 1n n> > , то из (24) следует 0 1Cα< < . Если Cα αδ = , то из (4) следует 

1 2( ) / 2bn p n n= + , что трудно выполнить на практике. Поэтому следует αδ  задать такое, что 

Cα αδ < . В этом случае условия (11) для коэффициента запаса 0
bn  тела bV  можно выполнить с 

помощью скорректированных эквивалентных условий прочности (4) и численных решений, 
порождающих для напряжений bσ  тела bV  такие погрешности bδ , что | |  b αδ ≤ δ . Было пока-
зано, что из выполнения условий (11) следует выполнение условий прочности (3). Теорема до-
казана.  

Согласно теореме 1 реализация МЭУП сводится к определению коэффициента p  и коэффи-

циента запаса bn  тела bV , т. е. к определению максимального эквивалентного напряжения bσ  

тела bV  с погрешностью | |  b αδ < δ , /b T bn = σ σ .  
 

4. Реализация метода эквивалентных условий прочности 
Не теряя общности суждений, для простоты изложения, процедуру реализации МЭУП рас-

смотрим на примере тела 0V  с неоднородной регулярной структурой размерами H H H× × , где 

6H Nh= , N – целое, 1N >> , h  мало. КТ 0V , расположенное в декартовой системе координат 

Oxyz , при 0y =  жестко закреплено, т. е. при 0y = : , , 0u v w = . Регулярная ячейка 0G  КТ 0V , 
имеющая форму куба со стороной 6h , расположена в локальной декартовой системе координат 
Oxyz , , , 1,...,7i j k =  (рис. 1), волокна сечением h h×  направлены вдоль оси Oy , сечения воло-

кон закрашены. Итак, тело 0V  армировано параллельными оси Oy  непрерывными волокнами. 

Для КТ 0V  заданы условия прочности (3). БМ 0R  КТ 0V , состоящая из конечных элементов 
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(КЭ) h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС), 

учитывает неоднородную структуру тела 0V  и порождает равномерную сетку с шагом h . Счи-

таем, что полож. 3 МЭУП для КТ 0V  выполняется.  
 

 
Рис. 1. Регулярная ячейка 0G  

 

Fig. 1. Regular cell 0G  

 
Отметим, что реализация МЭУП сводится к определению коэффициента эквивалентности 

p , коэффициента запаса bn  тела bV  и к построению скорректированных эквивалентных усло-
вий прочности (4). 

 
Нахождение коэффициента эквивалентности p 
Согласно МЭУП введем изотропное однородное тело bV  и КТ 0R  такие, что тела bV , 0R  и 

0V  имеют одинаковые форму, характерные размеры, заданные крепления и нагружения, но от-

личаются модулями упругости. Модули упругости тела bV  равны модулям упругости волокна 

КТ 0V . Для тела bV  (для КТ 0R ) определяем дискретные модели b
nV  (модели 0

nR ), которые об-

разуют последовательности 1{ }b N
n nV = , 0

1{ }N
n nR = . Модель b

NV  является БМ тела bV . Модель b
nV  

(модель 0
nR ) состоит из КЭ ( )n

jV  1-го порядка формы куба со стороной nh , в которых реализу-

ется трехмерное напряженное состояние и которые порождают равномерную сетку с шагом nh  

размерности ( ) ( ) ( )
1 2 3 ,n n nn n n× ×  где 

             ( )
1 6 1nn n= + ,   ( )

2 6 1nn n= + ,   ( )
3 6 1nn n= + ,   1,...,n N= .                                 (25) 

Согласно (25) модель b
nV  (модель 0

nR ) состоит из конечного числа одинаковых по форме и 

размерам изотропных однородных тел b
nG  (КТ 0

nG ) размерами 6 6 6n n nh h h× × , где  

                                            / (6 )n nh H n h= = β ,                                                          (26)   

где 6H Nh= , /n N nβ = , 1,n N= , при n N< : 1nβ > , nh h> , при n N→  имеем nh h→ , Nh h= . 

КТ 0
nG  имеет такое же число узлов сетки (343 узла), число волокон (сечением n nh h× ) и та-

кое же их взаимное расположение, как регулярная ячейка 0G  (рис. 1). Волокна и матрицы КТ 
0
nG  и 0G  имеют одинаковые модули упругости, 1,n N=  (рис. 2), где nh h>  при n N< , 

, , 1,...,7i j k = .  
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КТ 0
nG , 0G  (их неоднородные структуры) геометрически отличаются только масштабно-

стью. Для удобства рассуждений, формально для КТ 0
nG , 0G  запишем соотношение 

                              0
0n nG G= β ,                                                                 (27) 

где nβ – коэффициент масштабности, /n N nβ = , 1,n N= , при n N→ : 1nβ → , 1Nβ = , 0
0NG G= .  

 

 
Рис. 2. КТ 0

nG  (регулярная ячейка модели 0
nR ) 

 

Fig. 2. CB 0
nG  (regular cell body 0

nR ) 

 
Отметим, что поскольку в регулярной ячейке 0G  учитывается неоднородная структура, то в 

силу (27) и в КТ 0
nG  ( 1,n N= ) также учитывается неоднородная структура с помощью КЭ ( )n

jV  

1-го порядка формы куба со стороной nh , т. е. в модели 0
nR  учитывается неоднородная струк-

тура. Отметим, что КТ 0
nG , по сути, является регулярной ячейкой модели 0

nR . Итак, модели b
nV , 

0
nR  имеют одинаковую форму, размерность, одинаковые характерные размеры, равномерные 

сетки с шагом nh , крепления и нагружения, как КТ 0V , т. е. модели b
nV , 0

nR  отличаются друг от 

друга только модулями упругости. Отметим следующие достоинства моделей b
nV , 0

nR .  

1. Размерности моделей b
nV , 0

nR  при n N<  в силу (25), (26) меньше размерности БМ 0R . 

2. При построении моделей 0
1{ }N

n nR =  не применяется измельчение БМ 0R .  

Для уменьшения размерностей моделей b
nV , 0

nR  используются многосеточные КЭ.  

В силу (26), (27) при n N=  ( Nh h= , 1Nβ = , т. е. 0
0NG G= ) модели b

NV , 0
NR  и БМ 0R  КТ 0V  

имеют одинаковую размерность, а модели 0
NR  и 0R  в силу (27) совпадают, т. е. 0

0RNR = . Так 

как, согласно (27), при n N→  имеем  0
0nG G→ , тогда получаем   

                                           0 0
0Rn NR R→ =   при  n N→ .                                                    (28) 

Поскольку модели 0
NR , b

NV  имеют такую же размерность как БМ 0R , для которой выполня-

ется полож. 3 МЭУП, то считаем, что максимальное эквивалентное напряжение 0
Nσ  (напряже-

ние b
Nσ ) модели 0

NR  (модели b
NV ) мало отличается от точного 0σ  ( 0

bσ ). Поэтому полагаем 

                                         0
0 Nσ = σ ,   0 b

b Nσ = σ ,                                                           (29) 

где 0
bσ  – максимальное эквивалентное напряжение тела bV  отвечает точному решению трех-

мерной задачи теории упругости, построенному для тела bV .    
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Коэффициент эквивалентности p  находим по формуле (9), т. е. 0
0 / bp = σ σ  или с учетом (29) 

                         0 / b
N Np = σ σ .                                                                (30) 

Приближенное значение коэффициента эквивалентности np  находим по формуле     

                                                             0 / b
n n np = σ σ ,                                                                (31)  

где 0
nσ  ( b

nσ ) – максимальное эквивалентное напряжение модели 0
nR  (модели b

nV ).  

В силу (26) при n N→  следует b b
n NV V→ . Отсюда, учитывая (28), имеем 

                                      0 0
n Nσ →σ ,   b b

n Nσ →σ    при n N→ .                                         (32)  

Учитывая (32), (29), (30) в (31), получаем  

                                            np p→    при n N→ .                                                         (33) 

Пусть 1| | /n n n np p p−δ = −  мало, где 2,3,...n = . Тогда принимаем  

                                                                       np p= .                                                                     (34) 

Расчеты показывают равномерную (монотонную) сходимость напряжений 0
nσ , b

nσ  и пара-

метра np  соответственно к напряжениям 0
Nσ , b

Nσ  и параметру .p  
 
Построение скорректированных эквивалентных условий прочности 
Подставляя найденный коэффициент эквивалентности p  и заданные значения αδ , 1n , 2n   

в (4), определяем скорректированные эквивалентные условия прочности для КТ 0V .  
 

Нахождение коэффициента запаса прочности bn  для однородного изотропного тела bV  

Пусть 1| | /b b b
n n n n
σ

−δ = σ −σ σ  мало и | |  n
σ

αδ ≤ δ , где Cα αδ < , 2,3,...n = . Тогда полагаем 

                                                                    b
b nσ = σ .                                                                   (35) 

Используя (35) в формуле / ,b T bn = σ σ  определяем коэффициент запаса bn  для тела bV   

                                                           / b
b T nn = σ σ .                                                                (36) 

 

Проверка заданных условий прочности 
Пусть коэффициент запаса bn  изотропного однородного тела bV , найденный по формуле 

(36), т. е. отвечающий численному решению задачи упругости, удовлетворяет скорректирован-
ным эквивалентным условиям прочности (4), построенным для КТ 0V . Тогда, согласно теореме 

1 (см. п. 3), коэффициент запаса 0n  КТ 0 ,V  отвечающий точному решению задачи упругости, 
удовлетворяет заданным условиям прочности (3).  

 
5. Процедура построения обобщенных эквивалентных условий прочности 
Процедуру построения обобщенных эквивалентных условий прочности для КТ, для которо-

го задано множество различных нагружений, не теряя общности суждений, рассмотрим на 
примере КТ 0V . Пусть на поверхности S  КТ 0V  действует нагружение вида xq , yq , zq , где 

, , x y zq q q  – поверхностные нагружения, действующие соответственно в направлении коорди-
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натных осей Ox , Oy , Oz ; , , x y z xyzq q q Q∈ , xyzQ  – множество различных нагружений, заданное 

для КТ 0 ,V  

             { , , :    , ,  гладкие функции, заданные на }xyz x y z x y zQ q q q q q q S= − .               (37) 

Для нахождения (верхней, нижней) границ для множества P  коэффициентов эквивалентно-
сти, отвечающих множеству нагружения (37), проводим расчеты для ряда характерных нагру-
жений КТ 0V : ( )n

x xq q= , ( )n
y yq q= , ( )n

z zq q=  ( ( )n
xq , ( )n

xq , ( )n
zq  – гладкие функции), 01,n N= , 0N – 

задано. Введем коэффициенты  

                        ( )
1 min( )np p= , ( )

2 max( )np p= , 01,n N= , т. е. :p∀ ∈P  1 2p p p≤ ≤ .                    (38) 

Пусть для КТ 0V  выполняется условие  

            2 1 1 2p C p C≤ ,                                                                 (39) 

где 1 1 / (1 )C n α= − δ , 2 2 / (1 )C n α= + δ .  

Для коэффициента эквивалентности 1 2[ , ]qp p p∈ , который найден по МКЭ для нагружения 

, , x y z xyzq q q Q∈  тела ,bV  условия прочности (4) принимают вид 

               1 2q b qp C n p C≤ ≤ ,                                                            (40) 

где bn  – коэффициент запаса изотропного однородного тела bV .  

Согласно (38) имеем 1 2 1qp C p C≤ , 1 2 2qp C p C≤ . Используя эти неравенства и (39), получаем 

1 2 1 1 2 2q qp C p C p C p C≤ ≤ ≤ . Пусть нагружение , , x y z xyzq q q Q∈  тела bV  такое, что  

  1 2 1 1 2 2q b qp C p C n p C p C≤ ≤ ≤ ≤ ,                                                (41) 

т. е. для коэффициента запаса bn  тела bV  выполняются следующие условия прочности  

      2 1 1 2bp C n p C≤ ≤ .                                                            (42) 

Пусть для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  тела bV  коэффициент bn  удовлетворяет условиям 

прочности (42). Тогда для коэффициента bn  выполняются условия (41), т. е. условия прочности 
(40). Согласно теореме 1 (см. п. 3), из выполнения условий прочности (41) следует выполнение 
заданных условий прочности (3) для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  КТ 0V . Отметим, что согласно 

МЭУП тело bV  и КТ 0V  имеют одинаковые нагружения (см. п. 4). Итак, показано, что из вы-

полнения условий прочности (42) для тела ,bV  имеющего нагружение , , x y z xyzq q q Q∈ , следует 

выполнение условий прочности (3) для нагружения , , x y z xyzq q q Q∈  КТ 0V . Условия (42) будем 

называть обобщенными эквивалентными условиями прочности. По сути, выше доказано сле-
дующее утверждение.  

Теорема 2. Пусть для множества Q  различных нагружений, заданных для КТ 0V , согласно 
МЭУП, построены обобщенные эквивалентные условия прочности (42). Пусть для коэффици-

ента запаса bn  изотропного однородного тела bV , имеющего нагружение F Q∈ , условия 
прочности (42) выполняются. Тогда выполняются заданные условия прочности (3) для нагру-
жения F  КТ 0V .  
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6. Результаты численных экспериментов 
Рассмотрим модельную задачу расчета на прочность консольной композитной балки 0V , 

размерами H L H× × , где hH 96= , 1152L h= , h  – задано (рис. 3). Регулярная ячейка 0G  КТ 

0V  имеет форму куба со стороной 6h , волокна сечением h h×  параллельны оси Oy  (рис. 4), 

сечения волокон в плоскости Oxz  закрашены. Итак, тело 0V  армировано параллельными оси 

Oy  непрерывными волокнами, расстояние между волокнами равно 2h . При 0y =  КТ 0V  жест-

ко закреплено и при z H=  имеет нагружение вида xq , zq , где xq  ( zq ) – усилие, действующее 
на балку в направлении оси Ox  (оси Oz ).  

 

 
Рис. 3. Размеры тела 0V  (тела ,bV  моделей ,b

nV  0
nR ) 

 

Fig. 3. Dimensions of the body 0V  (body ,bV  models ,b
nV  0

nR ) 

 
Базовая дискретная модель 0R  КТ 0V , состоящая из односеточных конечных элементов (1 

сКЭ) h
jV  1-го порядка формы куба со стороной h  [5; 6] (в которых реализуется трехмерное НДС 

[30]), учитывает неоднородную структуру тела 0V  и порождает равномерную (базовую) сетку  

с шагом h  размерности 97 1153 97× × . На рис. 4 показана базовая сетка регулярной ячейки 0G . 

Так как БМ 0R  имеет 32517504  (свыше 32 млн) неизвестных МКЭ и поскольку / 1h H <<  
( / / (96 ) 0,0104h H h h= = ), то будем считать, что максимальное эквивалентное напряжение БМ 

0R  мало отличается от точного решения, т. е. полож. 3 МЭУП для КТ 0V  выполняется (см. п. 1).  

 
Рис. 4. Регулярная ячейка 0G  

 

Fig. 4. Regular cell 0G  

 
Для коэффициента запаса 0n  КТ 0V  заданы условия прочности вида  

                   01,3 3,5n≤ ≤ .                                                                (43) 

Исходные данные для КТ 0V : 0,2083h = ; 5Tσ = ; 0,3c vν = ν =  1cE = , 10vE = , где cE , vE  

( cν , vν ) – модули Юнга (коэффициенты Пуассона) соответственно связующего материала и 
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волокна, на поверхности {0,5 ,   }S L y L z H= ≤ ≤ =  КТ 0V  действует равномерное нагружение 

0,000285z xq q= = , Tσ  – предел текучести волокна.  

Согласно МЭУП введем изотропное однородное тело bV  и КТ 0R  такие, что тела bV , 0R  и 0V  
имеют одинаковые форму, характерные размеры, заданные крепления и нагружения, но отли-
чаются модулями упругости. Модули упругости тела bV  равны модулям упругости волокна  

КТ 0V . Для тела bV  (для КТ 0R ) определяем дискретные модели b
nV  (модели 0

nR ), которые  

образуют последовательности 16
1{ }b

n nV = , 0 16
1{ }n nR = . Модель b

nV  (модель 0
nR ) состоит из 1сКЭ ( )n

jV  

1-го порядка формы куба со стороной nh , в которых реализуется трехмерное НДС и которые 

порождают равномерную сетку с шагом nh  размерности ( ) ( ) ( )
1 2 3

n n nn n n× × , где 

              ( )
1 6 1nn n= + , ( )

2 12 6 1nn n= × + , ( )
3 6 1nn n= + , 1,2,3,...n = .                             (44) 

Шаги ( )n
xh , ( )n

yh , ( )n
yh  сетки модели b

nV  (модели 0
nR ) соответственно по осям Ox , Oy , Oz  

равны ( ) / (6 )n
xh H n= , ( ) / (72 )n

yh L n= , ( ) / (6 )n
zh H n= . Так как 12L H= , то ( ) ( ) ( )n n n

n x y zh h h h= = = . 

Отсюда, учитывая, что 96H h= , получаем  

                                    n nh h= β ,                                                                   (45) 

где 16 /n nβ = , 1,2,3,...n =  при 15n ≤  1nβ > , nh h> .  

Согласно (44), модель b
nV  (модель 0

nR ) (рис. 3) состоит из конечного числа одинаковых по 

форме и размерам изотропных однородных тел b
nG  (КТ 0

nG ) размерами 6 6 6n n nh h h× ×  (рис. 5). 

 
Рис. 5. Регулярная ячейка 0

nG  
 

Fig. 5. Regular cell 0
nG  

 

КТ 0
nG  имеет такое же число волокон (сечением n nh h× ) и такое же их взаимное расположе-

ние, как регулярная ячейка 0G  (рис. 4), волокна и связующий материал КТ 0
nG  и 0G  имеют 

одинаковые модули упругости, 1,16n = . Итак, КТ 0
nG , 0G  (их неоднородные структуры) гео-

метрически отличаются только масштабностью. Тогда, учитывая (45), для удобства рассужде-

ний, формально для КТ 0
nG , 0G  запишем соотношение 

                  0
0n nG G= β ,                                                                   (46) 

где nβ – коэффициент масштабности, при 16n →  имеем 1nβ → , 16 1β = , т. е. 0
16 0G G= .  
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Отметим, что поскольку в регулярной ячейке 0G  учитывается неоднородная структура,  

то в силу (46) и в КТ 0
nG  ( 1,2,3,...n = ) также учитывается неоднородная структура с помощью 

1сКЭ ( )n
jV  1-го порядка формы куба со стороной nh , т. е. в модели 0

nR  учитывается неоднород-

ная структура. Отметим, что КТ 0
nG , по сути, является регулярной ячейкой модели 0

nR , 

1,2,3,...n = . Итак, модели b
nV , 0

nR  имеют одинаковую форму и размерность, одинаковые харак-

терные размеры, равномерные сетки с шагом nh , крепления и нагружения как КТ 0V . 

В расчетах используем двухсеточные КЭ (2сКЭ). При построении 2сКЭ (2)
dV  размерами 

6 6 6h h h× ×  [15–19] используем две вложенные сетки: мелкую равномерную сетку dh  с шагом 

h  размерности 7 7 7× ×  и крупную сетку dH  размерности 2 3 2× × , d dH h⊂ . По осям Ox , Oz  

сетка dH  имеет шаг 6h , по оси Oy  – шаг 3h . На рис. 6 узлы сетки dH  отмечены точками,  

12 узлов. Сетка dh  порождена базовым разбиением dR  2сКЭ (2)
dV , которое состоит из 1сКЭ h

jV  

1-го порядка формы куба со стороной h  (в которых реализуется трехмерное НДС, 1,...,j M= , 

M – общее число 1сКЭ h
jV , 216M = ) и учитывает неоднородную структуру 2сКЭ (2)

dV . 
 

 

Рис. 6. Мелкая и крупная сетки 2сКЭ (2)
dV  

 

Fig. 6. Small and large grids 2gFE (2)
dV  

 
На разбиении dR  строим суперэлемент SV  с помощью метода конденсации [5]. Полную по-

тенциальную энергию SП  суперэлемента SV  представим в форме 

            1 [ ]
2

T T
S S S S S SП K= −q q q F ,                                                   (47) 

где T – транспонирование; [ ]SK  – матрица жесткости (размерности 654 654× ); SF , Sq  – векто-

ры узловых сил и перемещений (размерности 654 ) суперэлемента SV . Базисную функцию 

( , , )ijkN x y z  для узла , ,i j k  крупной сетки dH  с помощью полиномов Лагранжа запишем в 

форме ( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z= , где  

                             
2

1,
( )i

ii

x xL x
x x

α

αα= α≠

−
=

−∏ ,   
3

1,
( )j

jj

y yL y
y y

α

αα= α≠

−
=

−∏ ,   
2

1,
( )k

kk

z zL z
z z

α

αα= α≠

−
=

−∏ , 

где , ,i j kx y z  – координаты узла , ,i j k  сетки dH  в системе координат Oxyz ; ijk  – целочислен-

ная система координат, введенная для узлов сетки dH , , 1,2i k = ; 1,2,3j = (см. рис. 6).  
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Обозначим: e ijkN N= ,  e ijku u= ,  e ijkv v= , e ijkw w= , где ,ijku  ijkv , ijkw  – значения перемеще-

ний u, v, w в узле , ,i j k  сетки dH , , 1,2i k = , 1,2,3j = , 1,...,12e = . Тогда аппроксимирующие 

функции перемещений (2)u , (2)v , (2)w  2сКЭ (2)
dV  представим  

            
12

(2)

1
e e

e
u N u

=

=∑ ,   
12

(2)

1
e e

e
v N v

=

=∑ ,   
12

(2)

1
e e

e
w N w

=

=∑ .                                      (48) 

Обозначим: dq  – вектор узловых перемещений крупной сетки dH  (размерности 36), т. е. 

вектор узловых неизвестных 2сКЭ (2)
dV . Используя (48), вектор Sq  узловых перемещений су-

перэлемента SV  выражаем через вектор dq , т. е.  

                      [ ] d
S S dA=q q ,                                                               (49) 

где [ ] d
SA  – прямоугольная матрица (размерности 654 36× ). 

Подставляя (49) в (47) получаем П П ( )S S d= q . Из выполнения П / 0S d∂ ∂ =q  получаем ра-

венство [ ] d d dK =q F , где [ ] [ ] [ ][ ]d T d
d S S SK A K A= , [ ]d T

d S SA=F F , где [ ]dK , dF  – матрица жестко-

сти (размерности 36 36× ) и вектор узловых сил (размерности 36) 2сКЭ (2)
dV .  

Решение, построенное для сетки dH  2сКЭ (2)
dV , с помощью формулы (49) проецируется  

на сетку суперэлемента SV , затем с помощью соотношений метода конденсаций – на мелкую сетку 

dh  2сКЭ (2)
dV . что позволяет найти напряжения в 1сКЭ h

jV  базового разбиения dR  2сКЭ (2)
dV .  

На модели b
nV  ( 0

nR ) строим двухсеточную дискретную модель, которая состоит из 2сКЭ ти-

па (2)
dV  размерами 6 6 6n n nh h h× × , где 16 /nh h n= , 1,  11n = , и которую обозначим 0

nV  ( nR ). 

Отметим, что модели 0
nV , nR  имеют одинаковую размерность. Для моделей 0

nV , nR  находим 

(по 4-й теории прочности [1]) соответственно максимальные эквивалентные напряжения b
nσ , 

0
nσ , 3,5,...,11n = . Результаты расчетов представлены в табл. 1, где  

                  2(%) 100% | | /p
n n n np p p−δ = × − ,                                                (50) 

где 5,7,  9, 11n = ; 0 / b
n n np = σ σ ; o

nN , o
nb  – размерность и ширина ленты СУ МКЭ модели 0

nV , 
3,5,...11n = . 
Анализ результатов расчетов показывает равномерную монотонную сходимость напряжений 

b
nσ , 0

nσ , параметра np  и погрешности p
nδ . Рассмотрим расчет КТ 0V  на основе БМ 0R . Отме-

тим, что в расчетах КТ, как правило, используют три (и более) дискретных модели для анализа 
сходимости и погрешности численных решений. В данном случае используем три модели: 

1 0R = R , модели 2R  и 3R  получены путем измельчения БМ 0R . На дискретной модели Rn , 

используя 2сКЭ типа (2)
dV  размерами 6h 6h 6hn n n× × , определяем двухсеточную дискретную 

модель oRn , где hn  – шаг равномерной сетки модели Rn , h /n h n= , 1,2,3n = .  

Результаты расчетов для моделей Rn , oRn  даны в табл. 2, где Nn , bn  – размерность и шири-

на ленты СУ МКЭ модели Rn ; oNn  и obn  – размерность и ширина ленты модели oRn ; 1,2,3n = . 

Коэффициент kn  находим по формуле o o
1 1̀ 11k (N b ) / ( )o o

n n n N b= × × , где o oN bn n×  – объем памяти 

ЭВМ, необходимый для модели oRn ; 1,2,3n = ; 11 11
o oN b×  – объем памяти ЭВМ, необходимый 



 
 
 

Сибирский аэрокосмический журнал.  Том 22,  № 3 
 

 446

для модели 0
11V , где 11 114048oN = , 11 906ob = , которая используется в расчетах КТ 0V  по МЭУП 

(см. табл. 1). Итак, реализация МЭУП при расчете КТ 0V  требует в 31,169 10×  раз меньше объ-

ема памяти ЭВМ, чем реализация расчета КТ 0V  на основе измельчения БМ 0R  (см. табл. 2). 

Находим напряжение bσ  для тела bV  и коэффициент эквивалентности p . Так как напряжения 

9 0,477bσ =  и 11 0,515bσ =  отличаются на малую величину (0,515 0,477) / 0,515 0,07379δ = − =  

(см. табл. 1), то пусть 11
b

bσ = σ , т. е. 0,515bσ = . Тестовые расчеты показывют, что напряжение 

11
bσ  найдено с ошибкой не более 15 % . Тогда полагаем 0,15αδ = . Отметим, что условие (24) 

выполняется, т. е. имеем 0,15 0,458Cα αδ = < = . Так как 11 0,221 (%)pδ =  малая величина (см. 

табл. 1), то принимаем 11 4,54183p p= = . 
 

Таблица 1 
Результаты расчета КТ 0V  

 

n 0
nV  o

nN  o
nb  b

nσ  nR  0
nσ  np  p

nδ (%) 

3 0
3V  3456 114 0,319 3R  0,169 0,52907 – 

5 0
5V  12960 240 0,383 5R  1,741 4,54020 88,35 

7 0
7V  32256 414 0,434 7R  1,979 4,55590 0,345 

9 0
9V  94800 636 0,477 9R  2,173 4,55185 0,089 

11 0
11V  114048 906 0,515 11R  2,339 4,54183 0,221 

 
                             Таблица 2 

Результаты расчетов для моделей Rn , oRn  
 

n  hn  Rn  Nn  bn  oRn  oNn  obn  kn  

1 h 1R  32517504 28524 o
1R  332928 1791 5,77 

2 h/2 2R  257465088 112332 o
2R  2509056 6639 161,21 

3 h/3 3R  865945728 251436 o
3R  8297856 14559 1169,18 

 
Подставляя в представление (4) 4,54183p = , 1 1,3n = , 2 3,5n = , 0,15αδ = , получаем для КТ 

0V  скорректированные эквивалентные условия прочности 

            6,95 13,82bn≤ ≤ .                                                             (51)  

Для тела bV  коэффициент запаса bn  определяем по формуле /b T bn = σ σ , с учетом, что 

5Tσ = , 0,515bσ = , получаем 5 / 0,515 9,71bn = = . Коэффициент запаса 9,71bn =  тела bV  удо-

влетворяет условиям прочности (51). Тогда коэффициент запаса 0n  КТ 0V  удовлетворяет усло-
виям прочности (43) (см. теорему 1 п. 3). 

 

7. Применение обобщенных эквивалентных условий прочности 
Рассмотрим построение обобщенных эквивалентных условий прочности для КТ 0V  (рис. 3), 

для которого на границе {0,5 ,   }S L y L z H= ≤ ≤ =  КТ 0V  задано множество различных нагру-

жений xzQ  вида  
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    { , :  ,    ,   0 , }xz x z x zQ q q q q= = α = β ≤ α β < ∞ .                                       (52) 

Для нахождения (верхней, нижней) границ для множества P  коэффициентов эквивалентно-
сти, отвечающих множеству нагружения (52), проводятся расчеты для ряда характерных на-

гружений КТ 0V : ( )n
x xq q= , ( )n

z zq q=  ( ( ) ,n
xq  ( ) сonstn

zq = ), 1,4n = . Результаты расчетов даны в 

табл. 3, где коэффициент эквивалентности ( )np  найден для нагружения ( )n
xq , ( )n

zq  с помощью 

моделей 0
11V , 11R , см. п. 6, 1,4n = . 

 
               Таблица 3 

Результаты расчетов для нагружений ( )n
xq , ( )n

zq  
 

n ( ) 310n
xq −×  ( ) 310n

zq −×  ( )np  

1 (1) 0xq =  (1) 0,225zq =  4,53868 

2 (2) 0,180xq =  (2) 0,325zq =  4,54185 

3 (3) 0,275xq =  (3) 0zq =  4,55305 

4 (4) 0,750xq =  (4) 0,750zq =  4,54129 

 
В силу линейности задачи теории упругости и соотношения (30) коэффициент эквивалент-

ности p , который определяется для нагружения ( )
0

n
x xq q= α , ( )

0
n

z zq q= α , не зависит от 0α , где 

0 constα = , 00 < α < ∞ , 1,4n = . Тогда при любом 0 0α >  для нагружений (3)
0x xq q= α , 0zq =  и 

0xq = , (1)
0z zq q= α  ( (2)

0x xq q= α , (2)
0z zq q= α  и (4)

0x xq q= α , (4)
0z zq q= α , где (4) (4)

x zq q= ) соответст-

венно получаем (3)p p=  и (1)p p=  ( (2)p p=  и (4)p p= ) (см. табл. 3). Отсюда следует, что если 

x zq q→ , то (4)p p→ ; если 0zq = α , 0xq → , то (1)p p→ ; если 0xq = α , 0zq → , то (3)p p→ , 

если x zq q≠ , , 0x zq q ≠ , то (1) (3)p p p< < , что подтверждают расчеты. Итак, для любых нагру-

жений xq , zq  в (52) имеем :p∀ ∈P (1) (3)p p p≤ ≤ .  
Введем коэффициенты  

( )
1 min( )np p= , ( )

2 max( )np p= , 1,4n = , т. е. :p∀ ∈P  1 2p p p≤ ≤ .                  (53) 

Для КТ 0V  условие (39) выполняется, т. е. имеем   

              2 1 1 2p C p C≤ ,                                                                       (54) 

где 1 1 / (1 )C n α= − δ , 2 2 / (1 )C n α= + δ .  

В самом деле, следуя исходным данным для КТ 0V  и результатам табл. 3, имеем 1 1,5294C = , 

2 3,0435C = , (1)
1 4,53868p p= = , (3)

2 4,55305p p= = . Получаем 2 1 6,963p C = , 1 2 13,81p C = , т. е. 

условие (54) для КТ 0V  выполняется. Для коэффициента запаса bn  тела bV  обобщенные экви-
валентные условия прочности имеют вид (42), т. е.  

      2 1 1 2bp C n p C≤ ≤ .                                                              (55) 

Итак, расчет на прочность по МЭУП КТ 0V , для которого задано множество различных на-
гружений (52), сводится к построению обобщенных эквивалентных условий прочности (55). 

Согласно теореме 2, если коэффициент запаса bn  тела bV , имеющего нагружение ,x z xzq q Q∈ , 
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удовлетворяет обобщенным эквивалентным условиям прочности (55), то коэффициент  
запаса 0n  КТ 0V  отвечает заданным условиям прочности (43) для нагружения ,x z xzq q Q∈ .  

Для КТ 0V  обобщенные эквивалентные условия прочности (55) имеют вид  

                6,96 13,81bn≤ ≤ .                                                             (56) 

В данном примере 1 4,53868p = , 2 4,55305p = , и так как 2 1 0,01437p p pΔ = − =  мало, то ус-
ловия прочности (51) и (56) почти совпадают (см. п. 6).  

Достоинство обобщенных эквивалентных условий прочности (55) состоит в том, что они 
применяются для всех различных нагружений множества xzQ  КТ 0V . Следовательно, нет необ-
ходимости определять эквивалентные условия прочности (40), т. е. коэффициент эквивалентно-
сти qp , для каждого заданного нагружения ,x z xzq q Q∈ , что приводит к уменьшению времен-

ных затрат реализации МЭУП при использовании различных нагружений ,x z xzq q Q∈  в расче-

тах на прочность КТ 0V . 
 
Заключение 
Кратко изложен метод эквивалентных условий прочности для расчета на прочность тела с 

неоднородной, микронеоднородной регулярной структурой, для которого задано множество 
различных статических нагружений. Предлагаемый метод реализуется на основе МКЭ с ис-
пользованием многосеточных конечных элементов и сводится к расчету на прочность изотроп-
ных однородных тел с применением обобщенных эквивалентных условий прочности. Реализа-
ция метода требует малых временных затрат и ресурсов ЭВМ. 
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